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Berichtigungen 

in  Teil  LIX. 


Seite  77. 


Zeile  7 y.  u. 
„ 1 v.  u. 


1 . 2A 

J zu  ©in  . und  dein  gleichbedeutenden  füge 


den  Factor  .1 


2A 


„ 153. 

„ 158. 
„ 159. 
„ 178. 

» 248. 
„ 249. 

„ 256. 

„ 257. 


2 v.  u.  vor  ©in  -r  streiche  den  Factor  2 
8 v.  u.  soll  es  heissen: 

, J(a, ...  w„r+"-1 

- -r+H-1-ifcT.r  “ -rzr 

5 v.  o.  statt  A„-2  u.  Bh- 2 setze  A~„+2  u.  #-«+2 


„ 14  v.  o. 
„ 2 v.  u. 
„ 1 v.  u. 
„ 13  v.  o. 


„ Ar-l 
„ Bn-i 
„ A„-2 

y>  Pih 


>1  »•+ 1 
B-m+2 

A — m,+  2 
TVi* 


12  v.  o.  fehlt 


(77) 


in  (78)  muss  t*  wegfallen 
Zeile  5 v.  o.  statt  eg  setze  Yeg 

„ 7 v.  o.  fehlt  vor  der  Klammer  der  Factor  t 
„ 2 v.  o.  statt  E,  F setze  — E,  — F 
n 5 v.  o.  ..  E *.  E 


H 

8 

V.  0. 

91 

-(£)’ 

setze 

+(£)’ 

19 

19 

+©’ 

262. 

1» 

5 

V.  u. 

19 

_Y_e 

ft 

91 

V« 

ei 

26-1. 

3 

V.  u. 

19 

YgSu 

11 

267. 

99 

8 

V.  u. 

19 

8.  16. 

11 

S.  17 

270. 

11 

2 

V.  0. 

19 

du 

8s 

11 

dp 

8# 

,,  306.  iu  den  Formeln  (109)  fehlt  überall  im  Nenner  der  Factor  4 


im  litt.  Ber. 

Seite  6.  Zeile  4 v.  u.  statt  werden  setze  worden 
n 31.  „ 1 v.  o.  „ Annehmeu  „ Anlehnen 
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in  Teil  LX. 


Seite 

139. 

Zeile  7 v.  o.  statt 

Ol -2 

setze  c„— t 

11 

9 v.  o.  „ 

m 

G«,  r 

11 

m 

Oa.r 

11 

140. 

11 

4 v.  o.  „ 

, wenn  „ 

' > 

= 0,  wenn 

< 

11 

<4 

11 

>4 

11 

8 v.  u.  „ 

r . 2 
8 

11 

r — 2 

8 

141. 

11 

2 v.  u.  „ 

<6 

11 

>6 

144. 

3 v.  n.  „ 

< 

r — 2 

r — : 

ent  7 0 _ 

11 

11 

11  __ 

t 

O'  l /.  L ibQ 

11 

153. 

1» 

2 v.  o.  lies  i 

r = 3 

; log^ 

= 0,5508  — 2 

11 

5 u.  6 v.  o. 

statt 

log*’ 

setze  \ogZ’ 

11 

G v.  o.  statt 

z' 

154. 

6 u.  7 v.  u. 

lies 

= 8,... 

11 

11 

lögT5 ; 

= 0,... 

11 

156. 

11 

11  v.  o.  statt 

—8 

setze 

— cc 

Tabelle  Seite  3.  Anmerk.,  ergänze:  Die  log rp,(z)  wurden  um  10  erhöht 

bei  r =*  3 4 5 6 

z < 1,50  1,34  1,25  1,26 

„ „ G.  Nach  Tabelle  II1.  ergänze:  In  den  letzten  Zeilen 

wurden  die  y < 0 um  10  erhöht. 
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I. 

Simultane  Schwingungen  zweier  Magnete. 


Von 

i.  Obermann. 


Meines  Wissens  ist  das  mechanische  Problem  der  gleichzeitigen 
Schwingungen  zweier  auf  einander  wirkender  Magnete  noch  von  keiner 
Seite  in  Angriff  genommen  worden.  Die  sich  ergebenden  Differential- 
gleichungen sind  in  der  Tat  so  beschaffen,  dass  an  eine  allgemeine 
Lösung  des  Problems  bei  dem  derzeitigen  Stande  der  mathematischen 
Wissenschaft  nicht  zu  denken  ist.  In  dem  Falle  aber,  als  inan  sich 
auf  unendlich  kleine  Schwingungen  beschränkt,  lassen  sich  die  Diffe- 
rentialgleichungen nach  bekannten  Methoden  durch  trigonometrische 
Functionen  integriren,  und  die  Darstellung  dieses  Falles  ist  der  In- 
halt des  folgenden. 


Differentialgleichungen. 

Wir  denken  uns  zwei  Idealmaguete  n * und  n s um  ihre  Mittel- 
punkte in  ein  und  derselben  Horizontalebene  drehbar  und  die  Mittel- 
punkte seien*  in  demselben  magnetische  Meridiane.  In  n und  * seien 
die  magnetischen  Massen  -f-g  und  — g,  in  n und  «'  und  — g'. 
Wir  setzeu  ns  = 2 r,  n's'  = 2 »•'.  Die  magnetischen  Momente  der  beiden 
Magnete  sind  m = 2g r,  m = 2gV  n und  s seien  die  nächsten  Pole 
der  beiden  Magnete.  Ferner  sei  e die  Entfernung  der  beiden  Mag- 
nete, und  wir  nehmen  au  e )>  r-f-r'.  II  sei  die  Horizontalcompouente 
der  erdmagnetischen  Kraft  auf  die  magnetische  Massencinkeit,  cp  und 
<p'  die  Winkel  der  magnetischen  Axen  (die  Elongationen)  der  beiden 
Magnete  mit  dem  magnetischen  Meridian  zur  Zeit  t,  K und  K'  ihre 
Trägheitsmomente.  Man  findet  als  Ausdruck  des  Drchungsmomeutes 
des  Magnetes  nV  auf  ns  (Vergl.  Lamont  Magnetismus) 

Teil  LX.  1 
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* Obermann : Simultane  Schwingungen  Zweier  Ma§neti' 

, . (.1  , 1 1 1\ 

— W»  fir8in<p.  I ==j-f-  — ~3j 

\*n  nn  ?jä  äs  / 

-J-f»ft'rr'sin(<p  - cp')  (=3  + ^,s  + 

Vsn  nn  ws  ss  v 

und  des  Magnetes  ju  auf  n's' 

, , . , ( 1,1  1 1 \ 

-Mi'er'smq)  ■ I j—  j) 

— /tft'rr'siu  (cp  - (?')  ( ^5+  ^s+  ==$  + =Vj) 

\sn  ss  7is  nn  / 

wobei  cp  und  cp'  nach  derselben  Seite  des  magnetischen  Meridians 
als  positiv  gerechnet  sind,  und 

n's * = (rsinq[>-|-r'sin<p')*-f-(e — rcosip — r'cosip')* 

*«'*  — (rsin<p—  r'sin<p')*-f-(e  — rcosqp+r'cosg?')* 
ns'*  = (rsin(p+r,s‘n<)I,,)Ä4'(e‘4'  r cos  cp -{-  r'  cos  ip')* 
nn'*  — (rsinqp  — r'sin<p')*-f-  (e-f-rcos*?  — r'cosip')* 

Berücksichtigt  man  auch  die  Momente,  welche  der  Erdmagnetis- 
mus auf  die  beiden  Magnete  ausübt,  nämlich  — m//sin<p,  — m'i/sinqp', 
so  ergeben  sich  die  folgenden  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
für  den  Stab  ns 

i. 

/ d}q>  mH  . . / 1 , 1 1 1 \ 

1 5C  = —K  ~ 7‘) 

+ ?')  (=4ä+  Ai+rT*+4s) 

A \sn  nn  sn  ss  */ 

1)  (für  den  Stab  n's' 

V m'//  . , pp'er'  . , { 1 , 1 1 1 \ 

*r  - - TT*“"’  — a'  ■ "*»  • ls»+  y. -^r.  - =7.J 

— 8in(v  — v')  • (=js+  —j  + =j5+  =ts) 

A Vg»'  ss  ns  nn  / 


Diese  Differentialgleichungen  gelten  noch  '.allgemein,  und  man 
überzeugt  sich  durch  Zeichnung  leicht,  dass  sie  uugeändert  dieselben 
bleiben,  welche  gegenseitige  Lagen  auch  die  beiden  Magnete  zur  Zeit 
t haben. 

Nehmen  wir  nun  die  Elongationen  tp  und  cp'  sehr  klein  an  und 
setzen  demgemäss 
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Ü her  mann:  Simultane  Schwingungen  zweier  Magnete. 


(p  für  sin  cp 

<*>'  „ sintp' 

q>-(p'  „ sLn(<jp  — qo') 

1 „ cos  qp  und  cosqp' 

so  wird  weiter 

r t 

n 8 = e — r — r 
ss'  = e — r-J-r' 
ns'  = e — |— r — J—  r' 
nn'  — e-J-r — t' 

und  wenn  man  setzt 

I *-il 

~ (*+r'>  ((Ä-)_r-fr-)S+  («— r-J-r')®)]  } 

° “ K'  {7/+4r[^—r)  ((«— r— r')>+  (e— r+r')3) 

“ (e  + r)  ((e-f-H-r')»  + (H-r-r')s)]  ! 

mm'  r 1 1 , 1 

AK  | (e — r — r')3~‘  («— r-fr’)3'1"  (e+r+r')3 

+ (H-r-r7)'3] 

r i i i - l 

“ AK’  L(«  -r— r')3_t' (e— r-fV)3“t~  («-fr-f-r')3 

\ + (H-r-O1] 

so  erhalten  die  Differentialgleichungen  der  beiden  Magnctst&be  für 
unendlich  kleine  Schwingungen  die  einfache  Gestalt 


2) 


3) 


f{*  m 

* +ng»+V  — 0 


~Jr  +flV+i>  =*  0 


Integration. 

Diese  Gleichungen  können  nun  nach  bekannten  Methoden  inte- 
grirt  werden.  So  z.  B.  genügt  die  Substitution 

l* 
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Obermann:  Simultane  Schwingungen  zweier  Magnete. 


(jp  = .de“*,  <p'  — Beat 

unter  der  Bedingung 

4)  o4-}-  (a  — J—  <»')  — |—  (aa' — bb’)  ■=  0 


woraus 


Um  über  die  Beschaffenheit  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  Auf- 
klärung zu  erhalten,  nehmen  wir  den  Fall,  dass  die  Magnete  von 
solcher  Länge  seien,  dass  gegen  die  Wirkung  der  Pole  s und  n'  auf 
einander  die  der  übrigen  vernachlässigst  werden  kann.  Die  Ausdrücke 
für  die  Constanten  aa'bb'  gestalten  sich  dann  einfacher: 


5) 


m f rr  I m'(e-r')  1 

|a  “ lT\ff+4r'(«— r-r')5)’ 

! HO-  m(e~r)  \ 

° ~ K'\H+  4r(«-r-r')sr 


b = 4K(e-r-r')* 

, . mm> 

4K'(e — r — r')8 


Berücksichtigt  man  nun,  dass  e>r-}-r',  so  sind  aa'  bb'  positive 
Grössen,  und  das  Product  aa'  besteht  aus  4 Summanden,  deren 
letzter  ist 


während 
Da  nun 


mm'  * 1 

4(e  — r — r')s_  KK' 


(e  —r)(e  — r’) 


b “ [4(«-r-r')sJ  ■ KK' 

(«  — r)(e—  /) 

. — y / 


so  ist  dieser  Summand,  und  also  umsomehr  aa'  grösser  als  bb',  also 
aa' — bb'  eine  positive  Grösse.  Ferner  ist 

(a~2  " ) — (aa —bb')  — i[(a—  a')*-|-4ii'] 

an  sich  positiv  und  daher  5-^  — («<?’ — W/)  in  jedem  Falle 

fl  I 

reell.  Zugleich  ist  diese  Wurzelgrösse  kleiner  als  ^ — und  daher 
alle  4 Wurzeln  der  Glch.  4)  imaginär. 

Setzt  man  daher 
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a -f-a/ 
p=— 

l <=  l/p  — q 
* = Vp  + « 

wo  die  Wurzeln  absolut  zu  nehmen  sind,  so  sind  die  Wurzeln  der 
Gleichung  4)  — A* , — 1«,  + x«,  — *»  und  daher  die  complcten  Inte- 
grale der  Differentialgleichungen  3)  darstellbar  in  der  Form: 

{<p  = C cosAt-{-£.’  sinD-t-Z?  cosx(-f-.F  sin« 
cp'  =.  C'cos/U-}-£'sinA<+D'co8  x<  F'sinxt 

Die  Bewegung  beider  Magnete  ist  also  eine  schwingende  und 
äquivalent  der  Uebereinanderlagerung  von  4 einfachen  Schwingungen. 
Die  Amplituden  derselben  CD  . . . sind  bestimmt,  wenn  man  den  Bc- 
wegnngsznstand  in  irgend  einem  Momente  kennt  Es  sei  für  <■=(>, 

dtp  dep' 

cp  — qp0)  cp'  = <p0  und  -j-  -=  0,  flt~  — 0 dann  ist 

IE  -f-xF  = 0 
kE'+xF'  = ü 

Ausserdem  liefert  die  Substitution  in  die  Differentialgleichungen : 

(A* — a)E  = bE' 

(x*  — a)F  = bF' 

d.  i.  mit  Rücksicht  anf  die  vorigen  Gleichungen 

IE  -f-  xF  = 0 

A(AS  — a)E+  x(x»  - o)F  = 0 

Da  x von  A verschieden  ist,  so  ist  auch  die  Determinante  dieser 
Gleichungen  von  0 verschieden,  daher  muss  A fi' = 0 sein, 
woraus  dann  weiter  folgt  F = F'  = 0. 

Somit  ist  die  einfachste  Gestalt  der  Integralgleichungen: 

cp  — C eosAt-f-D  cos  xt 
<p'  = C'cos  A/  + /V  cosx< 

Für  die  Amplituden  CDC'D'  erhält  man  inan  aus  den  Anfangs- 
bedingungen und  durch  Substitution  in  die  Differentialgleichungen: 
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IC-\-D  — tp0 

C'+D'-tp0‘ 

C(l'-a)  -6C'  \ 
ß(*J— a)  = bD‘  ( 

C'(AS  — a')  = A'6'l 
ß'(xs  — «')  =b'D\ 


woraus  folgt  A*C+**D  = a7>0+A<Po' 

„ „ i*C'+*»ö'  = o>0'+6>0 


Hieraus  ergiebt  sich: 


10) 


„ (**—«)  <Po— *<Po' 

x*  — A* 

(q— A*)(Pq+A<p0< 
D=  x* — A* 


, (x*  — a')<lPo'—  A'<Pn 

° “ x*  - A* 

, _ ja'—  AVoM-ftVo 
“ xs— A* 


sowie  dio  depcndcntcn  Bestimmungen: 


11) 


Dlscnsslon. 

Die  Integralgleichungen  in  ihrer  einfachsten  Gestalt  zeigen,  dass 

die  Bewegung  eines  jeden  der  Magnete  äquivalent  ist  der  Ueber- 

einandcrlagcrung  zweier  einfacher  Schwingungen  von  den  Perioden 

2n  , 2it  _ . 

-j-  und  — * wovon  die  erste  die  grössere  ist.  Die  Bewegung  ist  im 

Allgemeinen  nicht  so  beschaffen,  dass  nach  gleichen  Zeiten  genau  die- 
selben Bewegungszuständc  wiederkehren  würden.  Denn  gäbe  es  eine 
Zeit  r,  nach  welcher  der  Beweguugszustand  des  Magnetes  ns  derselbe 
wäre  wie  vor  dieser  Zeit,  so  würde  die  Gleichheit  der  Ausschläge 
und  der  Winkelbeschleunigungen  ausgedrtickt  sein  in  den  Gleichungen : 

Ccos At  + Z)cosx<  *=  CcosA(t-f- t)-|-Z)cosx(t-|-t) 
A*Cc08jU-f-**öcosxt  = A*C’cosA(<-f-r)4-a*ßcosx(t-|-r) 

aus  denen  folgt: 

(x*  — A*)Z)cosx<  = (x* — A*) Dcosx(i-f-t)  und 
(x*  — A^CcosA*  = (x*  — A^CcosAft-j-r) 

und  da  A von  x verschieden  ist,  so  würde  zur  Erfüllung  dieser  Glei- 
chungen erforderlich  sein 
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2 n 2 n 

n — = m -r- 

x A 


unter  n und  m ganze  Zahlen  verstanden.  Oder  es  müsste  sein 

A : x = m : n 

es  müssten  also  A und  x ein  rationales  Verhältnis  haben.  Dies  ist 
aber,  wie  aus  den  Ausdrücken  für  A uud  x hervorgeht,  im  Allgemeinen 
nicht  der  Fall.  Zwar  kehrt  derselbe  Wert  der  Elongation  nach  einer 
gewissen  kleinsten  Zeit  wieder,  aber  diese  Zeit  ist  von  der  laufenden 
Zeit  t abhäugig  und  eine  andere  bei  der  Geschwindigkeit  und  bei  der 
Beschleunigung;  und  diese  Intervalle  sind  überdies  auch  bei  den  beiden 
Magneten  verschiedene. 


Um  unsere  Formeln  zu  vcrificiren,  setzen  wir  einmal  cp'  • 
alle  Zeit,  dann  gehen  die  Formeln  3)  und  8)  über  in 


0 für 


(Pep 

dtJ 


■ — nqc;  <p  =»  g>0  COS 


Vat 


und  umgekehrt,  wenn  <js  = 0 ist, 


rfV 

dt * 


— — a <p  ; 


v 


q> o COS 


Va't 


welche  Formeln  die  Schwingungen  des  einen  Stabes  darstellon,  wenn 
der  andere  ruht.  Die  Schwiugungsdauer  der  beiden  Stäbe  unter  diesen 
Umständen  sind 

2*  , 2 n 

T T “y? 

Man  kann  den  Gang  der  Magneto  auf  graphischem  Wege  ver- 
anschaulichen, wenn  man  wie  in  Fig.  1.  t als  Abscisse  betrachtend 
die  Curven  y = 6' cos  kt  und  y = — D cos  tu  construirt.  Die  zwischen 
beiden  Curven  enthaltenen  Ordinaten  geben  die  jeweiligen  Ausschläge 
des  ersten  Magneten.  Ebenso  stellen  die  zwischen  den  Curven 
y = C’cosAt  und  y «= — //cos  nt  enthaltenen  Ordinaten  den  Gang  des 
zweiten  Magnetes  dar. 

So  würdo  Fig.  1.  den  Gang  des  Magnetes  darstcllen,  wenn 


Art  Art 


OA  — C,  OB  = D,  Oa  = Oß—1 


ist 


Ebenso  würde  Fig.  2.  die  Bewegung  des  zweiten  Magnetes  dar 

J?t 


«tollen , wenn  OA  = C,  OB 


A 71 

n\  Oa  = °ß = x ist  In  Fi«.  1. 
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gehört  zur  grösseren  Periode  die  kleinere  Amplitude,  in  Fig.  2.  die 
grössere  Amplitude.  Selbstverständlich  bedeuten  die  nach  aufwärts 
gerichteten  Teile  der  Figur  Ausschläge  nach  der  einen  Seite  des  mag- 
netischen Meridians,  und  die  nach  abwärts  gerichteten  Ausschläge 
nach  der  entgegengesetzten  Seite. 

Nehmen  wir  den  besonderen  Fall,  dass  die  beiden  Magnete  voll- 
ständig gleich  sind,  also  m = m',  r = r',  K = K dann  wird  a = a', 
b ==  p =■  a,  q = b,  k = Ya— b,  x = V a-\-b,  C - J(<Fo— <Po')  = — C\ 
D = | (<Po  + <Pu'i)  = D' . Sind  tp0  und  cp0'  gleichbezeichnet , so  ge- 

27t 

hören  zur  grösseren  Periode  . - die  kleineren  Amplituden  C und 

y a — b 

C'  bei  beiden  Magneten.  Die  Schwingungen  beider  sind  also  von  der 
Art  der  Fig.  1.  Sind  aber  <p0  und  qp0'  ungleich  bezeichnet,  so  sind 
die  Schwingungen  beider  Magnete  von  der  Art  der  Figur  2.  Be- 
merkenswert ist  hier  der  Fall  tp0  — <p0' ; dann  wird  für  alle  Zeit 
tp  = cp',  die  Schwingungen  beider  Magnete  sind  isochron,  und  zwar 
einfache  Schwingungen  mit  der  Amplitude  cp()  und  der  Schwingungs- 

27t 

dauer  Dasselbe  gilt,  wenn  <pu  = — <p0'  ist,  nur  ist  dann  die 

V«  + 6 

Schwingungsdauer  - 

V a — b 

Um  eine  beiläufige  Vorstellung  von  den  Zahlcnwertcn  zu  bekom- 
men, durch  welche  die  Constanten  ausgedrückt  sind,  berechnen  wir 
folgendes  Beispiel,  wobei  Millimeter  als  Längen-,  Secundc  als  Zeit-, 
Milligramm  als  Gewichtseinheit  angenommen  ist. 

m = m'  = 1UO  Millionen,  K = K1  =■  4230  Millionen,  H = 1 • 78, 
« = 400,  r = r'  = 100.  s 

Es  findet  sich 

a = a'  = 0 ‘ 2637 
b = b'  = 0 0739 
k — 04357,  x = 0 5810 

Ist  ferner 

<p0  = 30'  = 0 008727 
<p0'  = 20'  = 0- 005818 

so  wird 

C = — C'  = 5' = 0 001454 
D = D'  = 25'  = 0 • 007272 

War  von  zwei  gleichen  Magneten  der  eine  anfänglich  in  der 
Ruhelage,  z.  B.  <p0’  = 0,  so  wird  C = — C = l<?0,  /?=/!'=  J<j>0. 
Die  Bewegungsglcichungcn  sind  in  diesem  Falle 
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<p  = iqp(,  (cos  Ai -|- cos  x?)  “ 
tp'  «=  — J<p0  (cos  — cos  xi)  = 


x-j-A  x — A 

<jp0  cos  — jj—  t.  cos  — ( 

. x4-A  . x — A 
— <p0  sin  — g-  i.  sm  — i 


Es  kommt  also  auch  der  anfänglich  ruhende  Magnet  in  Schwin- 
gungen derselben  Art.  Die  folgenden  Figuren  3 und  4 veranschau- 
lichen die  Bewegung  der  beiden  Magnete  von  i = 0 bis  beiläufig 
5jt 

i = — . 

x 


Nehmen  wir  ein  Beispiel  von  ungleichen  Magneten.  Fs  sei 


m = 138  Millionen, 

f 

m — 

8 Millionen 

K = 133680  Millionen, 

A"  = 

130  Millionen. 

r = 463 

r'  = 

116 

« = 600,  H—  178, 

«Po  “ 

0 

II 

Q* 

1 

~ o 
8* 

sich 

a = 0 931 

a = 

67  974 

b = 0-223 

b'  = 

229-384 

p = 34-452 

q = 

34-276 

A — 0 4200 

x = 

8-2903 

C = 0 0344 

C'  = - 

0-1164 

n = 0 0005 

D’  = 

0-1513 

2 n 

2 n 

0-7579 

y = 14  9600, 

X 

Die  Schwingungen  des  grösseren  Magnetes  sind  also  von  der 
Art  der  Fig.  2.,  die  des  kleineren  von  der  Art  der  Fig.  1. 

Sind  beide  Magnete  ziemlich  verschieden,  wio  in  dem  letzten 
Beispiele,  so  kann  mau  die  eine  Periode  als  Haupt-,  die  andere  als 
Nebenperiode  des  schwingenden  Magnetes  bezeichnen.  Als  Haupt- 
periode muss  jene  betrachtet  werden,  zu  der  die  grössere  Amplitude 
gehört.  So  ist  in  dem  letzten  Beispiele  für  den  grösseren  Magnet 

2 7t  2 TT 

y = 14  9 ...  die  Haupt-,  — 0*7  . . die  Nebenperiode,  während 

beim  kleineren  Magnet  das  umgekehrte  der  Fall  ist  Die  Haupt- 
periode bestimmt  den  Gang  des  Magnetes  im  Grossen  und  Ganzon, 
während  die  Nebenperiode  die  Abweichung  von  dem  normalen  Gange 
der  Schwingungen  darstellt.  Vernachlässigt  man  wegen  der  Kleinheit 
von  D in  dem  letzten  Beispiele  die  Grösse  Dcosxt,  so  können  die 
Bewegungsgleichungen  in  folgende  Form  gebracht  werden: 
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q>  = C COS  kt 

C ' 

cp'  — C"co8Ä/-}-  D'cosxt,  oder  cp' — ~cp  — D'eosxt 

c 

Da  * gegen  1 sehr  gross  ist,  so  kann  cp  als  nahezu  constant 
angesehen  werden,  während  cos  tu  mehrmals  das  Zeichen  wechselt. 
C' 

Setzt  man  <p'  -a--^  cp  = i|>,  so  stellt  die  Gleichung  t/>  = D'  cos  tu  ein- 
fache Schwingungen  des  kleineren  Magnetes  vor  um  eine  Rulielage, 
C' 

die  um  den  Winkel  ^ cp  aus  dem  magnetischen  Meridian  verschoben 

ist,  und  zw’ar  nach  jener  Seite  hin,  wo  sich  der  nächstliegende  Pol  dos 
grösseren  Magnetes  befindet. 

In  dem  Falle  also,  wenn  die  beiden  Magnete  sehr  verschieden 
sind,  kann  man  die  Bewegung  der  beiden  Magnete  näherungsweiso 
als  einfache  Schwingungen  betrachten,  und  zwar  die  des  grösseren 
um  den  magnetischen  Meridian  als  Ruhelage,  die  des  kleineren  um 
eine  variable  Ruhelage,  die  zugleich  mit  der  Bewegung  des  nächst- 
licgenden  Pols  des  grösseren  Magnetes  sich  ändert. 


Berücksichtigung  von  Widerstünden. 

Bei  der  wirklichen  Bewegung  der  Magnete  kommt  ausser  der 
Wechselwirkung  derselben  und  der  erdmagnctischeu  Kraft  noch  die 
■Torsion  des  Aufhängefadens  in  Betracht.  Wir  beschränken  uns  auf 
den  Fall,  dass  der  Ausschlagswinkel  zugleich  der  Torsionswinkel  ist. 
Dann  sind  0<p  und  8'cp'  die  Torsionsmomentc  bei  den  Ausschlägen 
cp  und  cp',  unter  8 und  8'  die  Torsionsconstanten  der  beideu  Auf- 
hängefäden  verstanden.  Da  die  Torsion  die  Ausschlagswinkel  zu 
verkleinern  strebt,  so  werden  die  Bewegungsgleichungen  3)  für  unend- 
lich kleine  Schwingungen 


12) 


\ 


■y+(«  +0  )<p  +6  <p'  = 0 


Die  Bewegung  ist  also  wesentlich  dieselbe  wie  ohne  Berücksich- 
tigung der  Torsion,  nur  erleiden  die  Constanten  eine  entsprechende 
Aenderung,  nnd  zwar  tritt  n- \-8  au  die  Stelle  von  o und  o'-f-W'  an 
die  Stelle  von  <«'.  Sind  die  beiden  Torsiousconstauten  gleich,  so  wird 
p grösser,  während  q ungeändert  bleibt,  folglich  werden  die  Schwin- 
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gangsperioden  -y-  und  — kleiner,  während  die  Torsion  auf  die  Am- 
plituden CDC'D'  keinen  Einfluss  hat. 

Wir  wollen  noch  untersuchen,  in  wiefern  die  in  dem  frühem 
entwickelten  Gesetze  der  Bewegung  sich  ändern,  wenn  man  Wider- 
stände berücksichtigt,  die  der  Geschwindigkeit  proportional  sind.  Es 
sei  e der  Widers tandscoefficient  bei  dem  einen  Magnete,  c bei  dem 

andern,  so  hat  man  in  den  Gleichungen  3)  noch  die  Glieder  c 
dop' 

und  c' hinzuzufügen.  Diese  Gleichungen  gehen  somit  über  in  die 
folgenden : 

( d%tp  , , ,,  dtp 

\ + +*  t “ o 

13)  < 

i d?<p  , , I I t 

Anstatt  der  Gleichung  4)  erhält  man 

14)  a4-4-o*(c-f-c')-f-as(o-|-a'-}-cc')-|-a(ac,-f-o'c)-{-(oa'  — bb')  =-  0 
deren  Wurzeln  die  Form  haben  werden 

— ä+fu,  — * + v» 

— 6 — fii,  — t — vi 

Da  man  den  Widerstand  als  gering,  somit  c und  c'  als  kleine 
Grössen  voraussetzt,  so  worden  sich  dio  Wurzeln  dieser  Gleichung 
sehr  wenig  von  den  Wurzeln  der  Gleichung  4)  unterscheiden.  Es 
müssen  also  d c kleine  Zahlen,  und  p v von  dem  frühem  k x sehr  wenig 
verschieden  sein.  Die  Integralgleichungen  7)  gehen  jetzt  über  in 

tp  = e~tl(C  cospt-f-E  sinpt)-| -e  lt{D  cosvt-f-F  sinvt) 

f 

tp'  = e~St(C cos  ft«-}-  E'sin  pt)  -(-  er ,l  ( D ' cos  v<  -f- jF'sin  vt) 

Man  kann  nun  immer  setzen 

C «==>  Afcosm,  D = iVcos»,  C'  = A/'cOSw»',  D'  = N'  cosn' 
E=M  sinnt,  F = N sin  n,  E'  — Af  sin  m',  F’  = iV'sinn' 

wodurch  sich  die  vorigen  Gleichungen  umändera  in  die  folgenden 


Digitized  by  Google 


‘ ' — ■veHWap**-1' 

,<S  _i, . 

Obermann:  Simultane  Schwingungen  zweier  Magnete. 

Itp  =m  M e~lf,cos(ft t — m «—rtC08(vt  — n ) 

tp'  = M'e-^CO&ifit — m')-f-ArV-'‘cos(vt — n') 

wo  natürlich  m und  ml  mit  dem  früher  gebrauchten  nicht  zu  ver- 
wechseln sind. 

i • • i i t 

Aus  diesen  Ausdrücken  ersieht  man,  dass  die  Bewegung  der  Mag- 
nete derselben  Art  ist  wie  früher,  nur  dass  die  Amplituden  fortwäh- 
rend kleiner  werden;  es  hat  auch  keine  Schwierigkeit,  die  Bewegung 
durch  die  graphische  Darstellung  auf  ähnliche  Weise  zu  veranschau- 
lichen wie  es  früher  geschehen  ist. 
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II. 

Construction  der  Wellenliäche  bei  der  Brechung 
eines  homocentrischen  Strahlenbündels  an  einer 

Ebene. 


Von 

A.  von  Frank. 


Um  die  hier  zum  erstenraale  gegebene  Construction  der  Wellen- 
fläche zu  begründen,  soll  eine  kurze  analytische  Entwicklung  voraus- 
geschickt werden,  welche  den  Vorgang  in  einer  durch  den  Hauptstrahl 
gelegten  Ebene*)  verfolgt,  man  erhält  dann  das  räumliche  Gebilde 
durch  Rotation  dieser  Ebene  um  den  Hauptstrahl. 

Es  sei  in  Fig.  1.  yy'  die  brechende  Ebene,  L der  leuchtende 
Paukt,  LP  irgend  ein  einfallender  Strahl.  Dieser  wird  bei  dem  Ein- 
tritt in  ein  optisch  dichteres  Mittel  etwa  in  der  Richtung  PR  ge- 
brochen. 

Während  die  Wellenbewegung  des  ungebrochenen  Strahles  in 
einer  gewissen  Zeit  bis  M'  fortgeschritten  wäre,  erleidet  die  Aether- 
bewegung  im  gebrochenen  Strahl  nicht  nur  eine  Ablenkung,  son- 
dern auch  eine  Verzögerung,  und  M bezeichne  den  Punkt  bis  wohin 
in  derselben  Zeit  die  Welle  gekommen  ist. 

Es  sei  LP  — r,  MP  — «;  ferner  bezeichne  c,  die  Geschwindig- 
keit der  Lichtbewegung  im  1 sten  Mittel,  c,  diese  im  ‘2ten  Mittel; 
t,  und  t,  die  Zeiten  welche  verfliessen,  um  mit  diesen  Geschwindig- 
keiten die  Wege  r und  * zurückzulcgefl,  so  hat  man  die  Beziehungen : 


*)  Diese  Ebene  ist  hier  als  Zckhencbene  angenommen. 
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h 


r 


h 


$ 

c* 


Alle  Strahlen  welche  von  L ausgehen  unterliegen  diesem  Gesetze; 
daraus  folgt,  dass  die  zu  einer  Welleufiäehe  gehörige  Bewegung  der 
Bedingung  entspricht,  dass  die  Summe  der  verflossenen  Zeiteu  im 
eiufallenden  und  gebrocheuen  Strahl  eine  coustante  Grösse  sei,  d.  h. 


t,  -f-t*  = Constans  = T 


1) 


Durch  Einführung  der  Werte  für  und  hat  man: 


= r 


2) 


Ist  e0  die  Geschwindigkeit  der  Lichtbewegung  im  leeren  Raum,  so  ist 
nach  Helmholtz: 


3> 


ni 


und 


c9 

ci 


= »i, 


wobei  n,  und  na  die  absoluten  Brechungs-Exponenten  des  ersten  und 
zweiten  Mittels  bedeuten.  Indem  wir  Gleichung  2)  mit  c0  multi- 
pliciren,  und  gleich  die  absoluten  Brechungs  - Exponenten  einführen, 
erhalten  wir: 


oder  auch: 


«!»•-}- =>  Tc0 

= T°—  ==>  TV, 3) 

"l  "l 


Ha 

Nun  giebt  aber  das  Verhältuiss  — den  Brechungs-Exponenten  n für 
den  Uebergaug  des  Strahles  aus  dem  ersten  in  das  zweite  Mittel, 
und  den  Ausdruck  TC°  — Tc, , eine  Constante,  wird  die  optische 
Länge  A des  Strahles  genannt. 

Wir  haben  also: 

r-j-fui  = A (I) 

als  erste  Bedingungsgleichung  für  dio  Construction  der  Wellenfiäche. 
Um  A für  einen  bestimmten  Fall  zu  ermitteln,  hat  man  nur  zu  be- 
rücksichtigen, dass  für  s = 0,  A = r wird.  In  Fig.  1.  ist  also  L\V'=  A 
für  die  Wellenfläche,  welcher  der  Punkt  M angchört. 

Nehmen  wir  nun  OY  und  OX  als  die  Axen  eines  Coordinaten- 
systemes  au,  wobei  LO  der  senkrecht  einfallende  Hauptstrahl  ist;  uud 
bezeichnen  OT  = ij,  MT  = £,  als  Coordinaten  des  Punktes  M der 
Wellenfläche;  ferner  nennen  wir  noch  die  Winkel: 
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OLP=a 
PMT  = ß 

oder  wenn  der  gebrochene  Strahl  PM  über  P verlängert  wird,  bis  er 
die  Richtung  OX  des  Hauptstrahles  in  C schneidet,  auch 

OC'P=  ß 


Es  folgt  unmittelbar  aus  der  Figur: 


and  hieraus: 


weil 


sin  « 
sin  ß 


n ist. 


C'Pshiß  — rsina 
C'P  — nr  . . 
(Brechungsgesetz). 


4) 

5) 


Nennt  man  noch  C'jP=  r',  so  hat  man: 

r'  - nr (II) 

die  zweite  Bedingungsgleichung  für  die  Construction  der  Wellenflüche. 

Errichtet  man  im  Punkte  O'  eine  Senkrechte  Ali,  wobei  der 
Paukt  O dadurch  gefunden  wird,  dass  man: 


O'O-.LO  = n : 1 


macht,  verlängert  man  ferner  den  eiufallenden  Strahl  LP  über  L 
hinaus  bis  zum  Durchschnitt  C mit  der  Senkrechten  AB,  und  be- 
schreibt vom  Paukte  P als  Mittelpunkt  den  Kreisbogen  CC'  bis  zum 
Durchschnitt  mit  der  Axe  OX,  so  giebt  die  Verbindung  C'P  die 
Richtung  des  gebrochenen  Strahles.  Es 'ist  nämlich  aus  den 
beiden  ähnlichen  Dreiecken  LOP  und  LCO': 


oder  auch 
daher: 


LP:  LC  — LO-.LO' 

(LP+  LC) : LP  — (LO-f  LO')  :LO 
CP:  r = O'O-.LO 


Mit  Benutzung  der  früheren  Proportion  hat  man  endlich: 

C'P  — nr 

wodurch  bewiesen  ist,  dass  C'P  der  Bedingung  (II)  entspricht,  also 
die  Richtung  des  gebrochenen  Strahles  darstcllt. 

Auf  diese  Weise  kann  mau  für  eine  grosse  Anzahl  einfallender 
Strahlen  höchst  einfach  und  schnell  die  Richtungen  der  gebrochenen 
»nstruiren.  (Fig.  2.  wurde  so  ausgeführt). 
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v.  Frank:  Construction  der  Wellenfläche  bei  der  Brechung 


Um  alle  einer  Wellenfläche  zugehörige  Punkto  in  den  verschie- 
denen Strahlen  zu  finden,  bemerke  man,  dass  nach  einer  gewissen 
Zeit  ohne  Gegenwart  der  brechenden  Ebene  yy'  die  Wellenfläche  im 
Schnitt  durch  den  Kreis  WW'  dargestellt  ist,  dass  also  M'  der  Endpunkt 

des  ungebrochenen  Strahles  nach  jener  Zeit  wäre.  Würde  der  Strahl 
nur  gebrochen,  nicht  auch  verkürzt,  so  fände  man  den  Punkt  R, 
indem  man  von  P als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  PM'  den  Bogen 
M'R  beschriebe. 

Wir  hatten  aber  (I)  die  Beziehung  gefunden 
r-j-ri»  = A. 

Weil  für  die  augenblicklich  betrachtete  Wellenfläche  A = LM'  ist, 
LM'  aber  aus  den  Stücken  LP  und  PM'  besteht,  so  hat  man  auch: 

r+»w  = LM'  = LP-\-  PM' 

oder: 

ns  — PM' 6) 

oder  wenn  wir  PM'=s'  setzen: 


Errichtet  man  in  R eine  Senkrechte  RN  zur  Linie  yy',  ferner  von 
N dem  Durchschuittspunkt  dieser  Senkrechten  mit  dem  ungebrochenen 
Strahl  aus  P als  Mittelpunkt  den  Kreisbogen  NM  bis  zum  Durch- 
schnitt M mit  der  Richtung  des  gebrochenen  Strahles,  so  ist  M ein 
Punkt  der  Wellenfläche.  Denn  es  sind  die  Dreiecke  PLC'  und 
PNR  ähnlich,  daher: 

LP\  CP  = PN:  PR, 

weil  aber  PN  = PM  und  PR  = PM'  ist,  so  hat  man  auch : 

r : nr  = * : »' 

und  hieraus  sofort: 

s' 

s “ -» 
n 

also  ist  M ein  Punkt  der  Wellenfläche. 

Macht  mau  diese  sehr  einfache  Construction  für  alle  Strahlen, 
so  erhält  man  den  Durchschnitt  der  Wellenfläche  mit  der  Zeichen- 
ebene, in  einer  Reihe  von  Punkten,  die  dann  durch  eine  continuirliehe 
Linie  verbunden  werden  können.  Bei  dieser  Construction  ist  es  nicht 
notwendig  dio  analytischen  Eigenschaften  der  Wellenfläche  zu  kennen. 

Will  man  jedoch  mehrere  aufeinander  folgende  Wellenflächen 
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(■öBätrniren , wie  es  etwa  in  den  Figuren  2.  geschehen  ist,  so  kann 
man  diese  Arbeit  noch  dadurch  vereinfachen,  dass  man  von  der  Eigen- 
schaft der,  durch  die  Durchschnitte  der  gebrochenen  Strahlen  gebil- 
deten Brennfläche  und  der  Wcllenfläche  Gebrauch  macht. 

Zu  diesem  Behufe  wollen  wir  zunächst  die  Gleichungen  der 
Brenntläche  und  der  Wellenfläche  aufstellen,  oder  mindestens  die  ana- 
lytischen Eigenschaften  dieser  letzteren  für  die  zwei  hier  möglichen 
Fälle  aufsuchen. 

Nennen  wir  für  einen  bestimmten  Strahl 
OP  — a — r sin  a 


die  constante  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  von  der  Ebene 
OL  = l,  so  hat  man  für  die  Coordinaten  £ und  rj  die  unmittelbar 
aus  der  Figur  folgenden  Ausdrücke: 


und 


£ — scosß 7) 

r]  = rsinn+*Bin/J 8) 


Dieser  letzte  Ausdruck  wird,  weil 


ist,  auch: 


sin«  = nsinß 


t)  — (nr-|-*)sin  ß 91 

Indem  wir  aus  Gleichung  (I)  den  Wert  für  s ziehen,  und  berück- 

l 

sichtigen,  dass,  wegen  cos«  = -• 


sin  ß 


wird,  so  bekommen  wir  für  die  Coordinaten  der  Wcllenfläche  die 
Formeln : 


. . . .(IV) 

. . . 

. • • . (V) 

Die  Elimination  von  r aus  diesen  beiden  Gleichungen  würde  den 
Schnitt  der  Wellenfläche  mit  der  Zeichnungsebene  geben.  Da  diese 
Elimination  uns  zu  einer  Gleichung  führt,  aus  welcher  der  Charakter 
der  Wellenlinie  nicht  leicht  zu  erkennen  ist,  so  wollen  wir  lieber  die 
Gleichung  der  Brennfläche  ermitteln,  aus  welcher  wir  dann  sofort  die 
analytischen  Eigenschaften  der  Wellenfläche  ersehen  werden. 

Teil  LX.  a 
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Wir  erhalten  die  Gleichung  der  Brcnnliuie,  wenn  wir  für  sümmt- 
liche  gebrochene  Strahlen  die  umhüllende  Curve  suchen. 

Die  Gleichung  des  gebrochenen  uud  nach  rückwärts  verlängerten 
Strahles  ist  mit  Berücksichtigung  der  zwei  Punkte  durch  welche  er 
hindurch  geht: 


x — nr  COS  ß y 

nr  cos  ß a 


10) 


oder  wenn  man  den  Wert  für  cos  ß einsetzt,  der  aus  sin  ß >= 


folgt,  so  wird 


Es  vereinfacht  sich  diese  Gleichung  noch  dahin:  * 

x— VnV*  — y 
V»V  — (r*  — P) 

und  wenn  man  berücksichtigt,  dass  rs  — l*  = as  ist,  auch : 
x — V n*r*  — n*  y 

setzt  man  noch  den  Wert  für  r ein,  so  hat  man  endlich: 

x — — 1) -)-«*!*  y 
Va*(n*  — l)+nV  ~ a 

der  Schreibkürzung  wegen  setzen  wir: 

n*— 1 = k 
n*Z*  = m 

bo  heisst  die  Gleichung  nun: 

x — ^d*k-\-m  y 

V aplc  -f-  m a 


11) 


12) 


13) 


Um  jetzt  dio  Gleichung  der  umhüllenden  Curve  aufzustellen, 
müssen  wir  Gleichung  13)  nach  a differentiiren,  uud  dann  aus  dieser 
neuen  Gleichung  uud  Gleichuug  13)  a climiuireu.  Vorerst  geben 
wir  Gleichung  13)  folgende  Form 
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a*xs  = (a  — y)*  (a*A-f-»0 14) 

nach  a differentiirt : 

axi  = ( a — y)äoA-(-(o  — y)(as£-f-t>0 15) 

Wir  eliminircn  a auf  die  folgeude  Art: 

Aus  14)  folgt: 

(~flTy)  ” («**+»»)(«—») 16) 

Aus  15)  folgt: 

(a  — y)  = a*k(a  — y)  + a(«2l‘+”t) 17) 

Die  Gleichung  16)  von  jener  17)  abgezogen  giebt: 

0 = my-^^k 18) 

aus  welcher  folgt: 

—i/i *•> 

Die  Substitution  dieses  Wertes  in  Gleichung  14)  umgehen  wir 
dadurch,  dass  wir  die  Gleichung  14)  mit  a multipliciren : 

a3**  = (a  — y)*(a3A:-f -am) 20) 

und  hier  nur  für  a5  den  Wert  aus  Gleichung  19)  substituiren : 

- = («  — y)3  21) 


Wir  erhalten  nun  einen  zweiten  Ausdruck  für  a,  nämlich: 

a = y-yT 


Die  beiden  Ausdrücke  für  a ans  den  Gleichungen  19)  und  22) 
verbunden,  liefern  endlich  die  Gleichung  der  Brennlinie: 


9 


23) 


die  durch  eine  leicht  zu  übersehende  Umformung  auf  die  Gestalt: 


gebracht  werden  kann. 


8* 
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v Frank:  Conslruc/ion  der  Wellenfl&che  bei  der  Brechung 


Man  erkennt  sofort,  dass  die  Brennlinie  die  Evolute  einer  Ellipse 
oder  einer  Hyperbel  ist,  je  nachdem  k negativ  oder  positiv  genommen 
wird,  (m  hat,  als  aus  Quadraten  bestehend,  keinen  Einfluss  auf  das 
Zeichen.)  Stellen  wir  die  früher  gewühlten  Abkürzungen  wieder  her, 
so  hat  man  auch: 


I 3 


Und  hieraus  ersieht  man,  dass  für  n > 1 d.  h.  wenn  der  leuch- 
tende Punkt  im  optisch  dünneren  Mittel  liegt,  die  Brennlinie  die 
Evolute  einer  Hyperbel  wird ; für  n < 1 wo  also  der  Punkt  im  optisch 
dichteren  Mittel  sich  befindet  wird  Gleichung  24)  zur  Gleichung  der 
Evolute  der  Ellipse.  Die  Wellenflächen  also  werdeu  im  Schnitt  der 
Zeichnuugsebnen  im  ersten  Falle  Aequidistante  zu  Hyperbeln  geben, 
im  zweiten  Falle,  sind  diese  Schnitte  Aequidistante  von  Ellipsen. 

Es  lassen  sich  ohne  Schwierigkeiten  die  Axen  ausmittcln,  da  die 
Egolutengleichungeu  sind: 

3 3 

l/  1 f~  b*y* 

Evol.  d.  Ellipse:  y r (a* * 

1 3 

l / 1 / b*y* 

Evol.  d.  Hyperbel:  y — = 1 

Die  Vergleichung  der  vorstehenden  Ausdrücke  mit  Gleichung  24) 
giebt  dann  für 

...  « = ö ■=  -Vl  — n* 

n n 

für 

n ">  1...  0“=*-...  6™  -V"* — 1 

n n 

Unter  diesen  Wellenlinien  wird  auch  eine,  im  ersten  Falle  die 
Grundellipse , im  zweiten  die  Grundhyperbel  sein.  Man  findet  die- 
selbe wenn  man  bemerkt,  dass  der  Abstand  der  Spitze  der  Evolute 
von  der  zugehörigen  Grundcurve  ausgedrückt  ist,  in  beiden  Fällen 

l * 

durch  - Ist  daher  die  optische  Länge  des  Strahles  für  den  ersten  Fall 


so  ist  in  diesem  Augenblick  die  zugehörige  Wellenfläche  ein  Ro- 
tationsellipsoid. Für  den  zweiten  Fall  muss 
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werden,  uud  dann  ist  die  Wellenfläcbo  ein  Rotationshyperboloid.  Für 
jede  andere  optische  Länge  des  Strahles  sind  die  Wellenflftchcn  Ro- 
tationsflächen von  Acquidistanten  zu  diesen  Grundformen. 

Da  die  Brennlinie  zur  Wellenlinie  (den  Vorgang  im  Schuilt  be- 
trachtet) in  der  Beziehung  der  Evolute  zur  Evolvente  steht,  so  können 
die  Durchschnittspunkte  je  zweier  aufeinander  folgender  gebrochener 
Strahlen,  als  die  Mittelpunkte  der  mit  der  Wellenlinie  osculirenden 
Kreise  betrachtet  werden.  Da  wir  schon  früher  die  einfache  Bestim- 
mung der  Richtung  der  gebrochenen  Strahlen  kennen  gelernt  haben, 
60  ergeben  sich  ganz  von  selbst  die  Durchschnittspuukte  1,  2,  3.  — 
Fig.  2.  Weil  man  die  Länge  eines  jeden  einfallenden  Strahles  als 
optische  Länge  für  eine  bestimmte  Zeit  betrachten  kann,  so  ist  es 
von  keiner  Schwierigkeit,  eine  der  Wellenlinie  sehr  genäherte  Korb- 
linie zu  substituiren  die  aus  Bögen  der  osculirenden  Kreise  zusammen- 
gesetzt, von  den  Punkten  1,  2,  3.  u.  s.  w.  successive  beschrieben  wird. 
Je  mehr  einfallende  Strahlen  angenommen  werden,  desto  genauer  ist 
die  Construction. 
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III. 

Flächen  zweiter  Ordnung  mit  einer  Symptosen-Axe. 


Von 

Gustav  von  Escherich. 


Als  ich  durch  die  Behandlung  Steiner’s  „Allgemeine  Betrachtungen 
über  doppelt  berührende  Kegelschnitte“1)  angeregt,  die  einander  cin- 
besehriebenen  Flächen  zweiter  Ordnung  zu  behandeln  versuchte,  be- 
durfte ich  boi  dem  gewählten  Gange  der  Untersuchung  verschiedener 
Sätze  über  jene  Lage  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung,  bei  welcher 
sie  sich  in  ebenen  Curven  schneiden.  Da  die  hiebei  aufgetauchten 
Fragen  meines  Wissens  nirgends  in  rein  geometrischer  Weise  be- 
sprochen sind,  so  habe  ich  dies  in  den  folgenden  Blättern  versucht. 
Zwar  dem  ersten  Anscheine  nach  dürfte  man  die  Untersuchung  dieser 
Lage  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  für  eine  durch  das  Princip  der 
Collineation  und  durch  Einführung  etwelcher  neuer  Begriffe  und  De- 
finitionen schon  erledigte  halten,  da  ja  die  Lagen -Verhältnisse  bei 
Kugeln  zur  Genüge  erforscht  sind.  Und  allerdings  entsprechen  nicht 
nur  zwei  Kugeln  in  einem  collinearen  Systeme  zwei  Flächen  zweiter 
Ordnung,  die  sich  in  ebenen  Curven,  vou  denen  aber  ciue  imaginäre 
sein  muss,  schneiden,  sondern  auch  umgekehrt:  zwei  Flächen  zweiter 
Ordnung,  wolche  eine  sog.  imaginäre  ebene  Curve  gemeinsam  haben, 
kann  man  immer  zwei  Kugeln  collinear  entsprechen  lassen.  Man 
braucht  nur  zum  ersteren  Systeme  dergestalt  ein  collincares  zu  con- 
struiren,  dass  der  sog.  imaginären  ebenen  Curve  der  beiden  Flächen 
im  zweiten  der  sog.  imaginäre  unendlich  ferne  Kreis  entspricht. 

1)  Crellc’a  Journal  Bd.  45. 


Digitized  by  Google 


v.  Etcherich:  Flächen  zweiter  Ordnung  mll  einer  Syznptorcn-Axe  23 

Man  erhielte  also  hiedurch  doch  nur  Resultate,  die  für  einen 
besonderen  Fall  gelten,  und  eine  strenge  geometrische  Methode  er- 
forderte*), dass  man  nun  noch  untersuche,  ob  und  in  wie  weit  diese 
Ergebnisse  für  die  übrigen  möglichen  Fälle  Geltung  besitzen.  Doch 
auch  abgesehen  hievon  kleben  fast  immer  den  Untersuchungen  ver- 
mittelst der  Collincations -Methode  die  Mängel  aller  indirecten  Me- 
thoden au,  so  dass  cs  stets  wünschenswert  erscheinen  wird,  selbst  die 
durch  sie  ableitbaren  Eigenschaften  auf  andere  Weise  aus  Licht  zu 
fördern.  Aber  bei  dem  Vorwurfe  dieser  Abhandlung  vereinigen  sich 
mit  dem  eben  erwähnten  Umstände  dergestalt  alle  Mängel  der  Colli- 
neations-Methode,  dass  selbst  eine  blos  genügende  Erörterung  durch 
sie  ganz  unmöglich  wird.  Diese  gelingt  aber  durch  sehr  einfaeho 
directe  Betrachtungen  in  umfassender  Weise,  wie  cs  die  vorliegende 
Arbeit  zeigen  wird. 

Ausgehend  von  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  sich  in 
reellen  ebenen  Curven  schneiden,  suche  ich  zuerst  die  Kennzeichen 
der  Ebeuen  dieser  Curven.  Dieselben  dienen  dann  zu  einer  allge- 
meinen Definition  dieser  Ebenen,  welche  unabhängig  von  dem  zufälli- 
gen Umstaude  ist,  ob  sich  die  Oberflächen  in  ihnen  wirklich  schneiden 
oder  nicht.  Ebenen  mit  diesen  Kennzeichen  nenne  ich  nach  einem 
von  Chasles2 3)  vorgeschlagcnem  Ausdrucke  Symptoseu-Ebencn.  Die 
Durcbschuittslinie  zweier  Syraptoscn-Ebenen  besitzt  wieder  gewisse 
charakteristische  Eigenschaften,  welche  zu  einer  allgemeinen  Definition 
dieser  Geraden  führen.  Ich  untersuche  nun  die  Lage  zweier  Flächen 
zweiter  Ordnung,  welche  eine  solche  Gerade,  die  ich  Symptosen-Axe 
nannte,  besitzt. 


I. 

Zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  durchschneidcn  sich  bekanntlich 
in  einer  Raumcurvc  vierter  Ordnung.  Diese  Raumcurve  kann  bei  be- 
sonderer Lage  der  beiden  Flächen  in  zwei  ebenen  Curven  zweiter 
Ordnung  zerfallen.  Es  soll  zuvörderst  dieser  Satz  in  rein  syntheti- 
scher Weise  abgeleitet  werden. 

Liegen  fünf  Durchschnittspunkte  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung 
in  einer  Ebene,  so  ist  die  Curve  zweiter  Ordnung,  welche  durch  diese 
fünf  Punkte  bestimmt  wird,  beiden  Flächen  gemeinsam.  Durchschnei- 
den sich  die  beiden  Flächen  ausser  in  dieser  Curve  noch  in  einem 


2)  Poncelet’«  Gesetz  der  ConlinuitHt  hat  and  wol  mit  Rech»  nicht  allge 
mein  Eingang  in  die  Geometrie  gefunden. 

3)  Apercu  hiitorique  Note  XXVIII. 
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Punkte  und  berühren  sie  sich  nicht  etwa  iu  demselben,  so  durch- 
schueiden  sie  sich  noch  iu  unendlich  vielen  Punkten.  Deuu  auf  jeder 
Ebene,  welche  durch  den  Punkt  gelegt  wird,  schneiden  die  beiden 
Flächen  zwei  Curven  zweiter  Ordnung  aus,  die  sich  auf  der  gemein- 
schaftlichen Durchschuittsebeue  der  beiden  Flächen  iu  zwei  rcelleu  oder 
imaginären  Punkten  durchschneiden : ihr  vierter  Durchsclmittspunkt, 
der  ein  Durchschnittspunkt  der  beiden  Flächen  sein  muss,  ist  daher 
stets  reell.  Legt  mau  nun  durch  drei  Durchschnittspuuktc  dieser 
zweiten  Gruppe  eino  Ebene,  so  haben  die  beiden  von  den  Flächen 
ausgeschnittenen  Curven  zweiter  Ordnung  fünf  Punkto,  von  denen 
zwei  imaginär  sein  können,  gemeinschaftlich,  decken  sich  also.  Hier- 
aus folgt,  dass  die  Durchschnittspuuktc  der  zweiten  Gruppe  ebenfalls 
in  einer  Ebene  liegen  müssen,  da  sonst  die  beiden  Flächen  von  jeder 
Ebene  iu  zwei  zusammenfallendcn  Curven  geschnitten  würden.  Man 
erhält  so  den  Satz: 

Liegen  fünf  Durchschnittspunkte  zweier  Flächen 
zweiter  Ordnung  in  einer  Ebene,  so  durchschneiden 
sich  dieselben  iu  dieser  Ebene  und  ihre  übrigen  Durcb- 
schuitt8punkte  liegen  in  einer  zweiten  Ebene. 

Die  charakteristische  Eigenschaft  einer  solchen  gemeinsamen 
Durchschnittsebeno  ist,  dass  die  Polarebeuen  eines  jeden  ihrer  Punkte 
bezüglich  der  beiden  Flächen  sich  auf  ihr  schneiden.  Und  umgekehrt 
kann  eine  Ebene  von  dieser  Eigenschaft  jede  der  beiden  Flächen  nur 
in  gemeinschaftlichen  Punkten  schneiden. 

Diese  beiden  Sätze  geben  die  Möglichkeit  und  Veranlassung  neue 
Begriffe  einzuführen  und  die  Lage  solcher  Flächen  zweiter  Ordnung 
zu  untersuchen  , welche  schlecht  weg  Ebenen  mit  der  angegebenen 
Eigenschaft  besitzt,  ohne  zu  berücksichtigen,  ob  die  Flächen  in  diesen 
Ebenen  sich  wirklich  schneiden  oder  nicht.  Dieso  Ebenen  sollen  für 
die  Folge  mit  einem  eigenen  Namen  belegt  werden  und  „eine  Ebene, 
„welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Polarcbcnen  eines  jeden  ihrer 
„Punkte  bezüglich  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  sich  auf  ihr 
, schneiden,  soll  eine  Symptosen -Ebene  der  beiden  Flächen  genannt 
„werden.“ 

Jeder  Punkt  der  Durchschnittslinie  zweier  Symptoscn-Ebencn  be- 
sitzt somit  dieselbe  Polarebenc  bezüglich  der  beiden  Flächen.  Diese 
Eigenschaft  veranlasst  wieder  die  folgende  allgemeine  Definition: 

„Eine  Gerade,  deren  jeder  Punkt  dieselbe  Polarebene  bezüglich 
».zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  besitzt,  soll  eine  Symptoscn- 
»,Axc  der  beiden  Flächen  heissen.“ 
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Es  soll  nun  im  Folgenden  die  Lage  zweier  Flächen  zweiter  Ord- 
Dong  untersucht  werden,  welche  eine  Syraptosen-Axe  besitzen,  unbe- 
kümmert, ob  dieselbe  der  Durchschnitt  zweier  Symptosen  - Ebenen 
ist  oder  nicht. 


II. 

Es  wird  angenommen  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  besässen 
eiue  Symptosen-Axo. 

Gemäss  der  Definition  der  Symptoseu-Axe  fallen  ihre  Polaren 
bezüglich  der  beiden  Flächen  zusammen.  Daher  bilden  die  Polar- 
ebenen  der  Punkte  der  Symptosen  - Axe  einen  Ebeuenbüschel  und 
somit  erzeugen  die  Punkte  der  Symptosen-Axo  mit  den  Durchschnitts- 
pnnkten  ihrer  Polarebenen  und  der  Symptoseu-Axe  eine  involutori- 
sc.he  Puuktreihe.  Jeder  Doppelpunkt  der  Involution  besitzt  also  be- 
züglich beider  Flächen  dieselbe  Polarebene,  welche  durch  ihn  hindurch 
geht  Hieraus  folgt  der  Satz: 

„Haben  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  eine  Symptosen-Axo,  so 
wird  diese  vou  beiden  Flächen  in  denselben  zwei  reellen  oder  ima- 
ginären Punkten  geschnitten.“ 

Somit: 

„Jede  Ebene,  welche  durch  die  Symptosen- Axe  gelegt  wird, 
„schneidet  beide  Flächen  in  zwei  Kegelschnitten,  welche  auf  der 
„Symptosen- Axe  einen  doppelten  oder  imaginären  Contact  besitzen.*)“ 

Legt  man  oine  Ebene  durch  die  Symptoseu-Axe  so  liegen  ihre 
Pole  bezüglich  der  beiden  Flächen  auf  der  Polare  der  Symptoseu- 
Axe.  Die  Polarebenen  aller  Punkte  der  Ebeue  bezüglich  beider 
Flächen  bilden  nun  zwei  projectivische  Strahlenbündel  um  die  beiden 
Pole  der  Ebeue.  Da  aber  die  beiden  collinearen  Strahlenbündel 
einen  Ebenenbüschel,  nämlich  die  Polarebenen  der  Punkte  der  Sym- 
ptosen-Axe,  gemeinschaftlich  haben,  so  erzeugen  sie  eine  Ebene.  Diese 
Ebene  geht  offenbar  durch  die  Syraptosen-Axe,  denn  in  ihr  schneiden 
sich  die  Polarebenen  des  Durchschuittspuuktes  der  Ebene  mit  der 
Polare  der  Symptoseu-Axe.  Also: 

„Geht  eine  Ebene  durch  die  Symptosen-Axe,  so  liegen  alle  Punkte 


*)  Bei>le  Sätze  ergeben  sich  unmittelbar  ans  der  Anschauung,  wenn  die 
Fliehen  sich  in  zwei  Kbencn  schneiden,  welche  sich  innerhalb  der  Fliehen 
kremen.  Der  zweite  Snlz  folgt  übrigens  aus  der  Eigenschaft  der  Symptosen- 
Axe  bezüglich  beider  Kegelschnitte. 
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„welche  ihren  übrigen  Paukten  bezüglich  beider  Flüchen  conjugirt 
sind,  in  einer  anderen  durch  die  Symptoscn-Axe  gehenden  Ebene.“ 

Hieraus  ergibt  sich: 

Die  Polarebenen  irgend  eines  Punktes  bezüglich 
beider  Flächen  schneiden  die  Sym ptoscn-Axe  in  dem- 
selben Punkte. 

Allen  Punkten  einer  Ebene,  welche  die  Punkte  enthält,  die 
denen  einer  durch  die  Symptosen-Axe  gehenden  Ebene  bezüglich  bei- 
der Flächen  conjugirt  sind,  sind  wieder  die  Puukte  der  letzteren  be- 
züglich beider  Flächen  conjugirt:  also  bilden  diese  Ebenenpaare  eiueu 
involutoriseheu  Ebenenbüschel  um  die  Symptosen-Axe.  Besitzt  dieser 
Büschel  zwei  reelle  Ördnungs- Ebenen,  so  ist  jede  derselben  eine 
Symptoson-Ebene  beider  Flächen.  Somit: 

Verbindet  man  jeden  Punkt  und  seine  bezüglich  bei- 
der Flächen  ihm  eonjugirte  Gerade  durch  Ebenen  mit 
der  Symptosen-Axe,  so  bilden  alle  diese  Ebcucnpaare 
einen  involutorischen  E beneubüsc hei,  d esse u Ördnungs- 
ebenen  Symptosen-Ebenon  der  beiden  Flächen  sind. 

Haben  die  beiden  Flächen  zwei  Symptosen-Ebcnen,  so  kann  mau 
diesem  Satze  auch  die  folgende  Fassung  geben: 

„Die  Polarebenen  irgend  eines  Punktes  bezüglich  der  beiden 
„Flächen  und  eines  Symptosen-Ebenenpaares  schneiden  sich  in  einer 
„Geraden.“ 


m. 

„Ist  ausser  den  Punkten  einer  Symptosen-Axe  noch  ein  Punkt 
„vorhanden,  der  bezüglich  beider  Flächen  dieselbe  Polarebene  besitzt, 
„so  hat,  wenn  dieser  Puukt  nicht  auf  der  Polare  der  Symptosen-Axe 
„liegt,  jeder  Puukt  in  der  durch  ihn  und  die  Symptoscn-Axe  be- 
stimmten Ebene  diese  Eigenschaft.  Ausserhalb  dieser  Ebene  kann, 
„ihren  Pol  ausgenommen,  kein  weiterer  derartiger  Punkt  bestehen.“ 

Die  Polarebene  des  Punktes  schneidet  die  Symptosen-Axe  in 
einem  Punkte,  welcher  die  durch  den  Punkt  und  die  Polare  der 
Symptosen-Axe  bestimmte  Ebene  bezüglich  beider  Flächen  zur  Polar- 
ebene  hat.  Die  Durchschnittslinie  dieser  Ebene  mit  der  Polarebene 
des  Punktes  ist  daher  bezüglich  beider  Flächen  die  Polare  der  Ver- 
bindungslinie des  Punktes  mit  dem  Durchschuittspuukte  seiner  Polar- 
ebene  und  der  Symptosen-Axe.  Jeder  Punkt  dieser  Verbindungslinie 
hat  dieselbe  Polarcbene  bezüglich  beider  Flächcu,  denn  seine  beiden 
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Polarebeneii  haben  eine  Gerade,  die  Polare  der  Verbindungslinie  ge- 
meinschaftlich und  schneiden  nach  (II.)  die  Symptoscn-Axo  in  dem- 
selben Punkte:  also  ist  diese  Verbindungslinie  ebenfalls  eine  Sym- 
ptoscn-Axe.  Da  nun  die  durch  den  Punkt  und  die  Symptoscn-Axo 
bestimmte  Ebene  denselben  Pol  bezüglich  beider  Flächen  besitzt,  so 
gehen  die  beiden  Polarebeuen  jedes  beliebigen  ihrer  Punkte  durch 
diesen  Pol  und  da  dieselben  jede  der  beiden  Symptoson-Axen  in  dem- 
selben Punkte  schneiden  müssen,  so  fallen  sie  zusammen. 

Besteht  ansscr  dem  vorher  angenommenen  Punkte  und  dem  Pol 
der  Ebene,  welche  durch  ihn  und  die  Symptosen-Axe  bestimmt  ist, 
noch  ein  Punkt,  welcher  bezüglich  beider  Flächen  dieselbe  Polar- 
ebene  besitzt,  so  hat  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  bezüg- 
lich beider  Flächen  dieselbe  Gerade  zur  Polaren.  Legt  man  nun 
durch  diese  Verbiuduugslinio  irgeud  eine  Ebene,  so  liegen  ihre  Polo 
die  nicht  zusammcnfallen  können  — denn  sonst  besässe  jeder  Punkt 
dieselbe  Polarcbene  bezüglich  beider  Flächen  *),  was  unmöglich  ist  — 
sowol  auf  der  Polare  der  Verbindungslinie  als  auch  in  der  Polarebene 
des  Durchschnittspunktes  dieser  Ebene  mit  der  Symptosen-Axe.  So- 
mit liegt  die  Polare  der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  mit 
jener  der  Symptosen-Axe,  und  daher  liegen  auch  die  beiden  Punkte 
mit  der  Symptosen-Axe  in  einer  Ebene.  Hieraus  folgt  der  oben  be- 
hauptete Satz. 

Aus  demselben  Sicsscn  einige  wichtige  Folgerungen. 

Da  durch  eine  Symptosen-Axe  höchstens  zwei  Symptosen-Ebenen 
bindurchgehen  können,  denn  sonst  müssten  nach  (II.)  alle  durch  sie 
gelegten  Ebenen  Symptosen-Ebenen  sein,  was  unstatthaft  ist,  so  folgt 
nach  dem  obigen  Satze: 

Zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  können  höchstens 
zwei  Symptosen-Ebenen  besitzen. 

Es  hat  sich  soeben  die  Möglichkeit  gezeigt,  dass  zwei  Flächen 
zweiter  Ordnung  eine  Ebene  besitzen  können,  deren  jeder  Punkt  die- 
selbe Polarebene  bezüglich  beider  Flächen  hat.  Dann  ist  otfenbar 
jede  Gerade  in  dieser  Ebene  eiue  Symptosen-Axe  und  die  Ebene 
kann  deshalb  als  zwei  auf  einander  liegende  Symptosen-Ebenen  auf- 
gefasst werden.  Aus  diesem  Grunde  schneiden  sich  auch  die  beiden 
Polarebeneu  irgend  eines  Punktes  bezüglich  beider  Flächen  auf 
dieser  Ebene.  Daher  können  die  beiden  Flächen  keinen  Punkt  gc- 


*)  Man  zeigt  dies  zuerst  für  irgend  welche  durch  einen  der  beiden  Punkte 
gelegte  Ebene,  woraus  sich  dann  leicht  die  Behnuptung  ergibt. 
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meinscbaftlich  haben,  der  nicht  auf  dieser  Ebene  liegt  und  sie  be- 
rühren sich  deshalb  iu  ihren  gemeinsamen  Punkten.  Denn,  da  die 
beiden  Polarebenen  eines  den  Flächen  gemeinsamen  Punktes  durch 
ihn  gehen  und  sich  auf  der  Ebene  schneiden,  so  fallen  sie  zusammen. 
Es  müssen  sich  auch  die  beiden  Flächen  in  jedem  Punkte,  den  dio 
eine  von  ihnen  mit  der  Ebene  gemeinsam  hat,  berühren.  Ein  solcher 
Punkt  hat  nämlich,  als  Punkt  der  Ebene,  bezüglich  jeder  der  beiden 
Flächen  dieselbe  Polarebene  und  diese  muss,  da  er  auf  der  einen 
Fläche  liegt,  durch  ihn  hindurchgehen.  Diese  Ueberlegungen  lassen 
sich  in  den  folgenden  Satz  zusammeufassen: 

Besitzen  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  eine  Ebene, 
deren  jeder  Punkt  dieselbe  Polarcbene  bezüglich  boider 
Flächen  hat,  so  liegen  alle  ihre  gemeinsamen  Punkte  iu 
dieser  Ebene  und  sie  werden  iu  der  gemeinschaftlichen 
Curve  von  derselben  Kegelfläche  berührt. 

' Zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  einer  solchen  Ebene,  sollen 
einander  einbeschricben  genannt  werden.  Bei  solcher  Lage  der 
beiden  Flächen  sind  die  beiden  möglichen  Symptosen  - Axen  in  dio 
eine  Ebene  zusammengefallen. 

Werden  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  von  einer  derartigen 
Ebene  berührt,  so  haben  dio  Flächen  im  Berührungspunkte  eine  Be- 
rührung der  dritten  Ordnung. 

Es  wäre  jetzt  der  früher  ausgeschlossene  Fall  zu  untersuchen, 
dass  auf  der  Polare  der  Symptosen-Axe  Punkte  liegen,  welche  die 
Eigenschaft  der  Punkto  der  Symptosen-Axe  besitzen.  Dieser  Fall 
wird  am  klarsten  durch  Untersuchung  der  auf  der  Polaro  der  Sym- 
ptosen-Axe liegenden  Punktreihe  erledigt. 

IV. 

Die  Punkte  der  Polare  der  Symptosen-Axe  bilden  mit  den  Durch- 
schnittspunkten ihrer  Polarebenen  bezüglich  einer  jeden  der  Flächen 
und  der  Polare  eine  involutorische  Punktreihe.  Diese  beiden  in- 
volutorischen  Punktreihen  werden  im  Allgemeinen  bloss  ein  Pnnkto- 
paar  K und  K'  gemeinsam  haben.  Diese  Punkte  sind  gemeinlich 
reell  und  nur  dann  imaginär,  wenn  die  Doppelpunkte  der  beiden  In- 
volutionen reell  sind  und  ihre  Strecken  teilweise  auf  einander  liegen. 

Sind  die  Punkte  K und  A"  reell,  so  besitzt  offenbar  jeder  von 
ihnen  dieselbe  Polarebene  bezüglich  beider  Flächen  und  jeder  liegt 
in  der  Polarebene  des  anderen.  Zieht  man  daher  durch  den  einen 
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von  ihnen,  etwa  K,  eine  Gerade,  so  ist  jedem  ihrer  Punkte,  K aus- 
genommen, eine  Gerade  beider  Flächen  conjugirt  und  alle  diese  Ge- 
raden liegen  in  einer  Ebene.  Denn  die  beiden  Ebenenbüschel,  welche 
dnreh  die  Polarebenen  der  Punkte  gebildet  werden,  haben  zwei  ent- 
sprechende Ebenen,  die  Polarebenen  von  K , gemeinschaftlich.  Da 
non  die  beiden  Polarebenen  des  Durchschnittspunktes  der  Geraden 
mit  der  Polarebene  von  K durch  diesen  Punkt  gehen,  so  liegt  K in 
der  durch  die  beiden  Ebenenbüschel  erzeugten  Ebene. 

Legt  man  durch  K irgend  eine  Ebene  E,  so  haben  die  beiden 
collinearen  Strahlenbüudel,  welche  durch  die  Polarebenen  ihrer  Punkte 
gebildet  werden,  zwei  entsprechende  Ebenen,  die  Polarebene  von  K 
und  die  Polarebene  des  Durchschnittspunktes  der  Symptosen-Axe  mit 
£,  gemein.  Die  beiden  zu  einander  projectivischen  Strahleubüschel, 
welche  von  den  Bündel  in  jeder  dieser  Ebenen  ausgeschnitten  wer- 
den, liegen  offenbar  perspectivisch , da  in  die  Verbindungslinie  der 
beiden  Pole  von  E hiernach  zwei  entsprechende  Strahlen  zusammon- 
fallen.  Die  entsprechenden  Strahlen  der  Büschel  in  der  Polarebeno 
von  K schneiden  sich  auf  der  Symptosen-Axe;  die  in  der  zweiten 
Ebene  erzeugen  eine  Gerade,  welche  durch  K gehen  muss,  da  die 
beiden  zur  Durchschuittslinie  der  Ebene  E »nd  der  Polarebeno  von 
K conjugirtcn  Geraden  K enthalten.  Also  schneiden  sich,  mit  Aus- 
nahme von  K,  die  Polarebenen  aller  Punkte  einer  durch  K gelegten 
Ebene  auf  einer  durch  K gehenden  Geraden. 

Jeder  durch  K gezogenen  Geraden  entspricht  auf  diese  Weise 
eine  bestimmte  Ebene,  die  durch  K geht,  und  jeder  durch  K gelegten 
Ebene  entspricht  eine  Gerade,  die  K enthält.  Man  erkennt  nun  leicht, 
dass  sich  eine  solche  Gerade  und  Ebene  wechselseitig  entsprechen. 
Hieraus  folgt,  dass  der  Strahlenbtindel  in  K hinsichtlich  dieser  Ele- 
mente ein  polarer  Strahlenbündcl  ist. 

Aus  der  Construction  der  polaren  Strahlenbtindel  in  K und  K' 
ergibt  sich  unmittelbar,  dass  die  Polarebenen  eines  Punktes  bezüglich 
der  beiden  Flächen  und  der  Strahlenbünddl  sich  in  einer  Geraden 
schneiden  und  dass  also  jede  Symptosen-Axe  und  Symptosen-Ebene 
zweier  dieser  vier  Gebilde*)  eine  solche  bezüglich  aller  ist.  Aus 
diesen  Betrachtungen  fliesst  der  folgende  Satz: 

Auf  der  Polare  einer  Symptosen-Axe  zweier  Flächen 
zweiter  Ordnung  bestehen  im  Allgemeinen  zwei  und  nur 
zwei  Punkte,  (deren  jeder  dieselbe  Polarebene  bezüglich 


•)  Was  man  unter  der  Symptosen-Ebene  der  beiden  Strnblenböndcl  zu 
verstehen  hat,  ist  wol  ans  dem  Zusammenhänge  klar. 
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beider  Flächen  besitzt.  Jeder  derselben  liegt  in  der 
Polarebene  des  anderen  und  ist  der  Mittelpunkt  eines 
polaren  Strahle-nbündels.  Die  Polarebenen  irgend  eines 
Punktes  bezüglich  der  beiden  Flächen  und  Strahlen- 
bündel schneiden  sich  in  derselben  Geraden,  weshalb 
eine  Symptosen  - Ebene  oder  Symptoseu  - Axe  irgend 
zweier  dieser  Gebilde  eine  solche  für  beliebige  zwei 
derselben  ist. 

Ist  der  Ordnungskegel  eines  oder  beider  polaren  Strahlenbündel 
reell,  so  vertritt  derselbe  iu  dein  vorstehenden  Satze  seinen  polaren 
Strahlenbündel.  Diese  Strablenbüudel  und  -Kegel  können  füglich 
Symptosen-Bündel  und  -Kegel  genannt  werden. 

V. 

Die  Erörterungen  in  IV.  beruhen  auf  der  Voraussetzung,  dass 
die  beiden  auf  der  Polare  der  Syniptoscn-Axe  betrachteten  involutori- 
sehen  Punktreiben  nur  ein  Puuktcpaar  gemeinsam  haben  d.  h.  dass 
es  auf  dieser  Geraden  bloss  zwei  Punkte  gibt,  deren  jeder  dieselbe 
Polarebene  bezüglich  beider  Flächen  besitzt.  Bedenkt  man  uuu,  dass 
diese  beiden  Involutionen  durch  drei  zu  einander  projectivisehe  Puukt- 
reihen  erzeugt  werden,  so  erhellt',  dass  dieselben  zwei  Puuktepaarc 
gemeinschaftlich  haben  und  somit  zusammenfallen,  so  bald  noch  ein 
dritter  Punkt  auf  der  Geraden  vorhanden  ist,  welcher  bezüglich  beider 
Flächen  dieselbe  Polarebene  hat.  Da  zwei  solche  involutorische 
Puuktreihen  auf  jeder  Geraden  liegen,  welche  bezüglich  beider  Flächen 
dieselbe  Polare  hat,  so  folgt  hieraus  der  Satz: 

„Liegen  auf  einer  Geraden  drei  Punkte,  deren  jeder  bezüglich 
„zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  dieselbe  Polarebene  hat,  so  ist  diese 
„Gerade  eine  Symptoscu-Axe  der  beiden  Flächen.“ 

Specicll  für  die  Polare  einer  Symptoscu-Axe  ergibt  sich  hieraus: 

„Ist  auf  der  Polare  einer  Symptoscu-Axe  zweier  Flächen  zweiter 
„Ordnung  ausser  den  beiden  Mittelpunkten  der  Symptosen-Strahlen- 
„bündel  noch  ein  Punkt  vorhanden,  der  bezüglich  beider  Flächen 
„dieselbe  Polarebene  besitzt,  so  ist  diese  Gerade  selbst  eine  Sym- 
„ptosen-Axe.“ 

Da  in  diesem  Falle  die  eine  Symptoseu-Axe  die  Polare  der  an- 
dern ist,  so  müssen  wegen  II.  auf  der  einen  dieser  Symptosen-Axe 
zwei  reelle  Berührungspunkte  der  beiden  Flächen  liegen.  Verbindet 
man  jeden  dieser  Berührungspunkte  mit  der  anderen  Symptosen-Axe 
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durch  Ebenen,  so  sind  diese  Derührnngsebeneu  an  die  beiden  Flächen 
Symptoseu-Ebenen  derselben.  Denn  die  beidcu  Polarebenen  irgend 
eines  Punktes  einer  solchen  Ebene  müssen  durch  ihren  Berührungs- 
punkt gehen  und  die  in  der  Ebene  liegende  Symptosen-Axe  in  dem- 
selben Punkte  schneiden. 

Ausser  den  beiden  Berührungspunkten  köuuen  die  beiden  Flächen 
keinen  weiteren  Punkt  gemeinsam  haben.  Denn  jeder  solche  Punkt 
besässe  bezüglich  beider  Flächen  dieselbe  Polarebene,  da  seine  beiden 
Polarebenen  durch  ihn  hindurchgehen  und  jede  der  beiden  Symptosen- 
Aien  in  demselben  Punkte  schneiden  müssten,  also  müssten  nach 
HL  auch  die  beiden  Symptosen-Axen  in  derselben  Ebene  liegen,  was 
offenbar  widersinnig  ist. 

Aus  dem  Vorstehenden  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  III.  den 
Sab: 

Zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  können  im  Allgemei- 
nen höchstens  eine  Symptoseu- Axe  besitzen;  haben  sie 
deren  zwei,  so  müssen  dieselben  entweder  in  einer  Ebene 
liegen,  dann  sind  die  Flächen  einander  einbeschrieben, 
oder  die  eine  muss  die  Polare  der  anderen  bezüglich 
beider  Flächen  sein.  In  diesem  Falle  haben  die  beiden 
Flächen  nur  zwei  Punkte,  die  auf  der  einen  Symptosen- 
Axe  liegen,  gemeinsam  und  berühren  sich  in  denselben. 
Die  beiden  Berührungsebenen  in  diesen  Punkten,  welche 
durch  die  zweite  Symptosen-Axe  hindurchgehen,  sind 
die  Symptosen-Ebenen  der  beide  n Flächen. 

Durch  diesen  Satz  ist  der  in  III.  ausgeschlossene  Fall  erledigt. 
Derselbe  führt  im  Verein  mit  den  Sätzen  in  III,  zu  weiteren  Fol- 
gerungen. 

Haben  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  eine  Symptosen-Ebene , so 
schneiden  sich  die  beiden  Polarebenen  des  Durchchnittspunktes  der 
Symptosen-Ebene  mit  der  Verbindungslinie  ihrer  Pole  auf  der  Sym- 
ptosen-Ebene. Diese  Gerade  ist  daher  die  Polare  der  Verbindungs- 
linie der  Pole  der  Symptosen-Ebene  bezüglich  beider  Flächen.  Da 
nun  die  beiden  Polarebenen  irgend  eines  Punktes  dieser  Polare  Zu- 
sammenfällen müssen,  so  ist  dieselbe  eine  Symptosen-Axe.  Also: 

„Besitzen  zwei  Flächen  zweiter  Orduung  eine  Symptosen-Ebene, 
„so  haben  sie  auch  eiue  in  derselben  liegende  Symptosen-Axe,  durch 
„welche,  wenn  die  beiden  Flächen  nicht  einander  einbeschrieben  sind, 
noch  eine  zweite  Symptosen-Ebene  hindurchgehen  muss.“ 
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Hieraus  folgt  im  Zusammenhalt  mit  dem  obigen  Satze  und  II. 

Besitzen  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  eine  Sym- 
ptosen-Axe und  ist  nicht  gleichzeitig  auch  die  Polare 
derselben  eine  solche,  so  muss  jede  mögliche  der  beiden 
Sympt  osen-Ebenen  durch  dieselbe  Axc  hindurchgehen. 
Ist  auch  die  Polare  eine  Syuiptosen- Axe,  so  mUsscn  die 
beiden  Sy mptosen-Ebenen  in  der  einen  dieser  Axen  sich 
schneiden. 


VI. 

'Mit  Hilfe  der  bisher  entwickelten  Sätze  ist  es  nun  möglich  die 
Frage  nach  der  Realität  der  Syuiptosen- Ebenen  und  Kegel  zweier 
Flächen  zweiter  Ordnung  mit  einer  Syinptoseu-Axe  zu  beantworten. 

Es  ist  zuuächst  der  folgende  Satz  klar: 

„Durchschneiden  sich  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  eine 
„Symptosen-Axe  besitzeu,  so  haben  dieselben  zwei  verschiedene  oder 
„zusammenfallende  Symptosen-Ebcncn , die  durch  die  Symptosen-Axe 
„hindurchgehen  und  in  denen  alle  ihre  Durchschnittspunkte  liegen 
„müssen.“ 

Verbindet  man  die  Symptosen-Axe  mit  einem  Durchschnittspunkt 
der  beiden  Flächen  durch  eine  Ebene,  so  schneiden  sich  die  Polar- 
Ebenen  dieses  Punktes  offenbar  auf  der  Ebeue.  Nimmt  mau  irgend 
einen  zweiten  Punkt  in  der  Ebene  an,  so  schneiden  seine  beiden 
Polar-Ebenen  nach  II.  die  Symptoseu-Axe  iu  demselben  Punkt,  aber 
überdies  auch  die  Durchscbnittsliuie  der  Polar -Ebenen  des  ersten 
Punktes.  Denn  die  beiden  Polaren  der  Verbindungslinie  der  beiden 
Punkte  sind  die  Durchschuittslinien  der  Polar -Ebenen  des  ersten 
Punktes  mit  der  einzigen  Polar-Ebene  des  Durchschnittspunktes  dieser 
Verbindungslinie  und  der  Symptosen-Axe.  Also  ist  diese  Ebene  eine 
Symptosen  - Ebene  und  alle  ihre  Durchschuittspunkte  mit  der  einen 
Fläche  sind  gemeinsame  Punkte  der  beiden  Flächen.  Nach  V.  haben 
die  beiden  Flächen  noch  eine  zweite  Symptoseu-Ebeue  und  in  dieser 
müssen  alle  anderweitigen  Durchschnittspunkte  der  beiden  Flächen 
liegen,  da  sonst  wegen  I.  die  Flächen  drei  Symptoscn-Ebenen  besässen. 

Berücksichtigt  man,  dass  ein  polarer  Strahlenbüudel  einen  Ord- 
nungs-Kegel besitzt,  sobald  ein  Strahl  in  seiner  entsprechenden  Ebene 
liegt,  so  erhält  man: 

„Durchschneiden  sich  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  einen 
„Symptosen-Strablenbündcl  haben,  so  besitzen  sic  auch  einen  Symptosen- 
, ,Kcgcl  und  dieser  geht  durch  alle  ihre  gemeinsamen  Punkte.“ 
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Zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  einer  Symptosen-Axe  können 
also  nach  dem  ersten  Satze  entweder  in  zwei  Curveu  zweiter  Ordnung 
sich  schneiden  oder  blos  in  einer  oder  drittens  sio  schneiden  sich 
gar  nicht. 

Im  ersten  Falle  schneidet  die  Polare  der  Symptosen-Axe  entweder 
die  Flächeu  gar  nicht,  daun  sind  die  Doppelpunkte  der  bei  den  In- 
volutionen in  IV.,  nämlich  die  Durchschnittspunkte  der  Polare  mit 
den  Flächen,  imaginär  oder  sie  schneidet  nach  II  beide  Flächen, 
dann  liegt  aber  die  Strecke  der  Doppelpunkte  der  einen  Involution 
innerhalb  der  anderen.  Also  sind  in  diesem  Falle  die  beiden  Sym- 
ptosen-Strahlenbündel  vorhanden  und  ihre  Ordnungs-Kegel  sind  nach 
dem  vorhergehenden  Satze  reell.  Somit: 

Schneiden  sich  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  in  zwei 
Curven  zweiter  Ordnung,  so  sind  die  Ebenen  dicserCur- 
ven  die  beiden  möglichen  Symptosen-Ebenen  der  Flächen 
und  die  Curveu  selbst  liegen  in  den  beiden  möglichen 
Symptosou-  Kege  ln. 

Haben  die  beiden  Flächen  blos  eine  Durchschnittsebene,  so  besteht 
ausser  dieser  noch  eine  zweite  Symptosen-  Ebene.  Die  beiden  Sym- 
ptosen - Strahlenbtlndel  sind  aber  in  diesem  Falle  imaginär,  da  die 
Polare  der  Symptosen-Axe  die  beiden  Flächen  so  schneiden  muss, 
dass  die  Durchscbnittspuukte  der  Polare  mit  der  einen  von  denen  mit 
der  anderen  getrennt  werden.  Also: 

Haben  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  blos  eine  Cur ve 
zweiter  Ordnung  gemeinsam,  und  berühren  sie  sich  uicht 
etwa  in  derselben,  so  besitzen  sie  nur  zwei  Symptosen- 
Ebenen,  deren  eine  die  Durchschnitts-Ebene  ist. 

Schneiden  sich  drittens  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  einer 
Symptosen-Axe  gar  nicht,  so  müssen  sie  entweder  ganz  in  oder  ganz 
aus  einander  liegen.  In  jedem  dieser  Fälle  können  nach  IV.  die 
beiden  Flächen  entweder  nur  zwei  Symptosen-Ebenen  oder  nur  einen 
Symptoseu-Kegel  besitzen.  Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  stets  das 
eine  oder  andere  dieser  beiden  Gebilde  vorhanden  sein  muss. 


In  beiden  Fällen  sind  offenbar  auf  der  Polaro  der  Symptosen- 
Aie  die  beiden  Punkte  K und  K'  vorhanden  d.  h.  die  Flächen  be- 
sitzen die  beiden  möglichen  Symptoseu-Strahlenbündel. 


Die  Punkte  K und  K’  verbinde  mau  durch  zwei  Ebonen  mit  der 
Symptosen-Axe  der  beiden  Flächeu.  Nimmt  man  nun  einen  Punkt 
dergestalt  an,  dass  er  innerhalb  des  Dreiecks  zu  liegen  kommt, 
welches  auf  der  durch  ihn  und  die  Polaro  der  Symptosen-Axe  ge- 
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legten  Ebene  von  den  Punkten  A',  K und  dem  Durchschnittspnnkt  mit 
der  Symptosen-Axo  gebildet  wird,  so  muss  die  dem  Punkte  bezüglich 
beider  Flächen  conjugirtc  Gerade  diese  Ebene  ausserhalb  des  an- 
gegebenen Dreiecks  schneiden.  Denn  sonst  läge  das  Ebeneupaar, 
welches  den  Punkt  und  seine  conjugirtc  Gerade  mit  der  Symptoseu- 
Axe  verbindet,  innerhalb  des  Ebenenpaares,  das  durch  die  Symptoscn- 
Axe  und  K und  K'  bestimmt  ist.  Also  hätten  (11.)  die  beiden  Flächon 
zwei  Syinptoseu-Ebeuen , überdies  besässen  sic  aber  auch  zwei  Sym- 
ptosen-Kegel.  Denn  verbindet  man  den  Punkt  mit  AT',  so  läge  auf 
dieser  Geraden  der  Punkt  und  der  Durchschnittspunkt  derselben  mit 
seiner  Polar-Ebene  im  Strahlenbündel  K innerhalb  K'  und  der  Polar- 
Ebene  von  K'  für  den  Strahlenbündel  K\  also  hätte  der  Symptosen- 
Strahlcnbündel  K einen  Ordnungs-Kegel.  Das  Gleiche  gilt  vom  Sym- 
tosen-Strahlenbündel  A". 

Die  beiden  Flächen  können  aber  nicht  gleichzeitig  die  beiden 
Symptosen- Ebenen  und  einen  Symptosen- Kegel  besitzen,  da  sie  sich 
(IV.)  in  zwei  Curven  schneiden  müssten:  Es  muss  also  der  Durch- 
8chnittspuukt  der  erwähnten  Ebene  mit  der  dem  angenommenen  Punkte 
bezüglich  beider  Flächen  conjugirten  Geraden  ausserhalb  jenes 
Dreiecks  liegen.  Verbindet  man  nun  diesen  Durchschuittspunkt  und 
den  angenommenen  Punkt  mit  den  Ecken  des  Dreiecks,  so  liegen 
zwei,  aber  nur  zwei  dieser  Verbindungslinien  innerhalb  eines  Winkels 
des  Dreiecks.  Ist  also  die  Spitze  dieses  Winkels  der  Durehschuitts- 
puukt  der  Ebeuo  mit  der  Symptosen -Axe,  so  besitzen  die  beiden 
Flächen  zwei  Symptosen-Ebenen , ist  es  A'  oder  A",  so  hat  der  be- 
treffende polare  Strahlcnbündel  eiueu  Ordnungs-Kegel.  Somit: 

Haben  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  eine  Sy mptosen- 
Axe  und  durchschneiden  sie  sich  nicht,  so  besitzen  sie 
immer  die  beiden  möglichen  Symptosou-Strahleubündel 
und  entweder  die  beiden  Symptosen-Ebenen  oder  einen 
SymptOBcn-Kegel. 

Es  ist  wol  überflüssig  dio  Umkehrungen  ausdrücklich  hervor- 
zuheben. 


VII. 

Besitzen  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  eine  Sym- 
ptosen-Axe,  so  liegen  die  Pole  jeder  Ebene  bezüglich  der 
beiden  Flächen  in  einer  Geraden,  welche  die  Polare  der 
Symptosen-Axe  schneidet.  Denn  diese  Pole  liegen  in  der  Polar- 
Ebene  des  Durchschnittspunktes  der  Ebene  mit  der  Symptosen-Axe. 
Die  s er  Satz  etcht  dem  in  II.  riprok  gegenüber  und  bildet  den  Aus- 


Digrtized  by  Google 


t.  Esche  rieh:  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  einer  Symptosen-Axe.  35 


gangspunkt  einer  dein  Vorhergehenden  reciproken  Betrachtung,  deren 
Ergebnisse  hier  in  Kürze  angeführt  werden  sollen. 

Nimmt  man  in  der  Polare  der  Symptosen-Axe  einen  Punkt  P an, 
so  liegen  die.  Pole  aller  Ebenen,  die  mau  durch  diesen  Punkt  legen 
kann,  in  seinen  beiden  Polar-Ebenen.  In  denselben  bilden  die  Pole 
aller  dieser  Ebenen  zwei  collineare  ebene  Systeme,  die  perspcctivisch 
liegen,  da  jede  Ebene,  die  man  durch  P und  die  Polare  der  Sym- 
ptosen-Axe legt,  bezüglich  beider  Flächen  denselben  auf  der  Symptosen- 
Axe  liegenden  Pol  besitzt,  also  die  beiden  collinearen  ebenen  Systeme 
alle  Punkte  ihrer  Schnittlinien  gemeinsam  haben.  Somit  gehen  die 
Geraden,  welche  die  Pole  derselben  durch  P gelegten  Ebene  verbin- 
den, durch  denselben  Punkt  /",  der  auf  der  Polare  der  Symptosen- 
Axe  liegen  muss,  da  diese  die  Pole  der  durch  P und  die  Symptosen- 
Axe  bestimmten  Ebene  verbindet. 

Diese  Punkte  P und  V entsprechen  sich  wechselseitig.  Dies  wird 
offenbar  bewiesen  sein,  wenn  sich  zeigen  lässt,  dass  zu  einer  durch 
P'  gezogenen  Geraden  g sich  nur  eine  einzige  Ebene  findet,  deren 
Pole  auf  dieser  Geraden  g liegen.  Da  sich  nun  die  Polaren  von  g 
in  demselben  Punkte  der  Symptosen-Axe  schneiden  müssen,  so  liegen 
beide  in  einer  Ebene.  Die  Pole  dieser  Ebenen  aber  liegen  auf  g , und 
dieselbe  ist  offenbar  die  einzige  derartige  Ebene.  Es  bilden  somit 
die  Punkte  auf  der  Polare  der  Symptosen-Axe  in  Ansehung  dieser 
Elemeute  P und  P'  eine  involutorische  Punktreihe. 

Besitzt  dio  Involution  zwei  Doppelpunkte  U und  U\  so  liegen 
die  beiden  Pole  jeder  Ebene,  welche  man  durch  einen  solchen  Punkt 
legt  auf  einer  durch  diesen  Punkt  gehenden  Geraden,  und  jeder  Ge- 
raden, welche  man  durch  diesen  Punkt  zieht,  ist  eine  durch  ihn 
gehende  Ebene  bezüglich  beider  Flächen  conjugirt  Jeder  dieser 
Strahlenbüudel  V und  U'  ist  hinsichtlich  dieser  Elemente,  wie  aus 
dem  vorhergehenden  klar  ist,  ein  polarer  Strahlenbündel.  Hieraus 
ergibt  sich  der  folgende  Satz: 

Besitzen  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  eine  Sym- 
ptosen-Axe, so  bilden  die  Durchschnittspunkte  jeder  Ebene 
und  der  ihr  bezüglich  beider  Flächen  conjugirten  Gera- 
den mit  der  Polare  der  Symptosen-Axe  eine  involutorische 
Punktrciho.  Die  etwaigen  Ordnungspunkte  derselben 
Bind  die  Mittelpunkte  zweier  polarer  Strahleubündel, 
deren  etwaige  Ordnungskegcl  beide  Flächen  berühren. 

Diese  Punkte,  Strahleubündel  und  Kegel  sollen  bezüglich  Um-  ' 
bilical-Punkte,  Strahlenbüudel  und  Kegel  genannt  werden. 

s* 
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Diese  Gebilde  entsprechen,  wie  aus  ihrer  Entstehungsweise  deut- 
lich hervorgeht,  reciprok  den  Symptoscu-Ebenen,  ihren  Polar-Systeinen 
und  ihren  etwaigen  Schuittcurveu  mit  den  Flächen. 

Aus  der  reciprokeu  Betrachtung  von  III.  ergibt  sich,  dass  zwei 
Flächen  zweiter  Ordnung  höchstens  zwei  Umbilical-  Punkte  besitzen 
können,  und  dass  dieselben  bei  den  einander  einbeschriebenen  Flächen 
in  einen  einzigen  Punkt,  den  Pol  ihrer  Symptosen-Ebene  zusammen- 
fallen. 

Die  reciproke  Untersuchung  von  IV.  ergibt,  dass  ausser  in  dem 
Falle,  wo  die  von  der  Symptosen-Axc  an  die  eine  der  beiden  Flächen 
gelegten  Tangential-Ebenen  die  an  die  andere  trennen,  immer  zwei 
Ebenen  k und  k'  bestehen,  welche  durch  die  Symptosen-Axe  gehen 
und  bezüglich  beider  Flächen  einander  conjugirt  sind.  Es  siud  dies 
die  Polar-Ebenen  der  Mittelpunkte  der  beiden  Symptosen-Strahlenbün- 
del.  Jede  dieser  Ebene,  etwa  R,  hat  die  folgenden  Eigenschaften: 

„Legt  man  durch  eine  ihrer  Geraden  Ebenen,  so  liegen  die  Ver- 
bindungslinien der  beiden  Pole  jeder  dieser  Ebenen  mit  der  Polare 
>5der  Symptosen-Axe  'in  einer  Ebene  und  schneiden  sich  in  einem 
„Punkte  der  Ebene  fc.“ 

Jeder  Geraden  in  einer  solchen  Ebene  entspricht  also  ein  be- 
stimmter Punkt,  und  dieselben  entsprechen  sich  wechselseitig.  Es  ist 
also  jede  dieser  Ebenen  hinsichtlich  dieser  Elemente  ein  ebenes 
Polar-System.  Bestehen  die  Umbilieal-Punkte,  so  ist  offenbar  jedes 
dieser  polaren  Systeme  die  Projection  der  beiden  polaren  Strahlen- 
bündel in  den  Umbilical-Puukteu.  Diese  Ausführungen  ergeben  den 
folgenden  Satz: 

Durch  die  Symptosen-Axe  zweier  Flächen  zweiter 
Ordnung  gehen  im  Allgemeinen  zwei  und  nur  zwei  Ebenen, 
welche  einander  bezüglich  beider  Flächen  conjugirt 
sind.  Jede  derselben  ist  der  Träger  eines  Polar-System s. 
Die  Pole  irgend  einer  Ebene  bezüglich  der  beiden  Flächen 
und  der  beiden  Polar-Systeme  liegen  in  derselben  Ge- 
raden, weshalb  einUmbilical-Punkt  irgend  zweier  diesor 
Gebilde  ein  solcher  für  beliebige  zwei  derse.lben  ist*). 

Ist  die  Orduuugscurve  eines  oder  beider  Polar-Systeme  reell,  so 
vertritt  dieselbe  in  dem  vorstehenden  Satze  ihr  Polar-System.  Diese 


*)  Der  Begriff  eines  Uinbilienl- Punktes  zweier  l’ulur-Systeme  mit  derselben 
Syniptoscn-Axc  ist  wol  aus  den)  vorhergehenden  vollständig  klar. 
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Polar- Systeme  und  Ordnuugs-Curveu  köuucn  passend  Umbilical- 
Ebencu  und  -Curven  genannt  werden.  Sie  stehen  offenbar  den 
Symptoseu-Strahlenbüudeln  und  Kegeln  dual  gegenüber. 

Ans  der  in  VI.  reciproken  Untersuchung  folgt: 

Haben  zwei  Flüchen  zweiter  Ordnung  mit  einer  Sym- 
ptosen-Axe  eine  gemeinschaftliche  Tangente, so  besitzen 
sie  zw  ei  verschiedene  oder  Zusammenfalle  n de  Um  bilical- 
Punkte  und  jede  gemeinschaftliche  Tangente  der  beiden 
Flachen  muss  durch  irgend  einen  von  ihuen  hindurch- 
gehen. Allege meinschaftlichen  Tangenten,  welche  durch 
denselben  Umbilical-Punkt  gehen,  bilden  einen  Kegel. 

„Jede  Tangente,  welche  mau  von  einem  Umbilical-Punkt  an  die 
„eine  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  ziehen  kann,  berührt  auch  die 
„andere.“ 

„Haben  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  eine  Umbilical- 
„Ebene  besitzen,  eine  gemeinschaftliche  Tangente,  so  besitzen  sie  auch 
„eine  Umbilical-Curve  und  in  dieser  schneiden  alle  gemeinschaftlichen 
„Tangenten  die  Umbilical-Ebene,  sowie  umgekehrt  die  Tangenten  von 
„den  Punkten  einer  Umbilical-Curve  an  die  eine  Fläche  auch  die 
„andere  berühren.“ 

Hieraus  folgt  aus  Umkehrung  eines  früheren  Satzes: 

„Die  Spitzen  der  beiden  Kegel,  welche  durch  zwei  Umbilical- 
„Curven  bestimmt  werden,  sind  die  Umbilical- Punkte  der  beiden 
„Flächen.“ 

Aus  der  Bestimmung  der  beiden  Umbilical -Ebenen  ergibt  sich, 
dass  ihre  Durchschnittspuukte  mit  der  Polare  der  Symptosen-Axe 
sowol  zu  den  etwaigen  Umbilical-Punkteu  als  auch  zu  den  Schnitt- 
punkten der  beiden  Flächen  mit  der  Polare  der  Symptosen-Axe  con- 
jugirt  harmonisch  sind.  Die  Uinbilical-Ebeuen  bestehen  also  immer, 
wenn  nur  die  Umbilical-Punkte  avei  Schnittpunkte  einer  Fläche  mit 
der  Polare  der  Symptosen-Axe  nicht  trennen. 

Hieraus  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  früheren  Sätze: 

„Haben  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  zwei  Umbilical-Kegel,  so 
„besitzen  sic  auch  zwei  Umbilical-Curven.“ 

„Haben  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  nur  einen  Umbilical-Kegel, 
„so  besitzen  sie  noch  einen  zweiten  Umbilical-Punkt  aber  keine 
„Umbilical-Ebene.“ 
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Da  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  einer  Symptoscn-Axe  ent- 
weder zwei  Umbilical-Punkte  oder  doch  eine  Umbilical-Curve  besitzen 
müssen,  so  folgt  weiter: 

„Haben  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  eine  Symptosen- 
„Axe  besitzen,  keinen  Umbilical- Kegel , so  besitzen  sie  die  beiden 
„möglichen  Umbilical-Ebenen  und  eine  Umbilical-Curve.“ 

* 

VIII. 

Aus  den  zuletzt  entwickelten  Sätzen  ergibt  sich  im  Zusammen- 
halt mit  denen  in  VI.  die  Möglichkeit,  dass  zwei  Flächen  zweiter 
Ordnung  gleichzeitig  zwei  Umbilical-Punkte  und  zwei  Symptosen- 
Ebenen  besitzen  können.  Es  soll  nun  die  Notwendigkeit  dieser 
ConsisteDz  der  Symptosen-Ebenen  mit  den  Umbilical-Punkten  nach- 
gewiesen werden  und  zwar  in  einer  Weise,  die  neue  wichtige  Eigen- 
schaften dieser  Gebilde  erkennen  lässt. 

Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  in  dem  Falle,  als  zwei  Flächen 
zweiter  Ordnung  sowol  die  beiden  Umbilical-Punkte  als  auch  Sym- 
toscn-Ebenen  besitzen,  die  beiden  Flächen  perspektivisch  liegen,  der- 
gestalt, dass  jeder  Umbilical-Punkt  als  Centrum  der  Collineation  und 
eine  beliebige  der  beiden  Symptosen-Ebenen  als  Colliueations-Ebane 
angenommen  werden  darf. 

Denn  construirt  man  zu  der  einen  Fläche  eine  ihr  perspectivische, 
indem  man  den  einen  der  Umbilical-Punkte  als  Collineations-Centrum, 
die  eine  Symptosen-  Ebene  als  Colliueations- Ebene  und  die  beiden 
Polar-Ebenen  dieses  Umbilical-Punktes  als  entsprechende  annimmt, 
so  muss  diese  Fläche  mit  der  anderen  gegebenen  zusammenfallen. 
Denn  diese  beiden  Flächen  sind  einander  «unbeschrieben , weil  ihr 
Umbilical-Punkt,  das  Collineations-Centrum,  dieselbe  Polar-Ebene  be- 
züglich dieser  beiden  Flächen  besitzt,  und  überdies  haben  sie  zwei 
Symptosen-Ebenen,  dio  Polar-Ebene  des  Colliueations -Centrums  und 
die  Collineations-Ebcne. 

• 

Diese  Bemerkung  führt  leicht  zum  Beweise  der  obigeu  Behauptung. 

Es  mögen  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  einen  Umbilical-Punkt 
und  also  auch  eine  Symptosen-Axe  besitzen.  Vom  Umbilical-Punkte 
U ziehe  man  zwei  Gerade , deren  eine  die  beiden  Flächen  F und  Ft 
durchschneide:  A und  .1,  seien  zwei  dieser  Durchschnittspunkte,  die 
auf  verschieden en  Flächen  liegen,  während  die  audero  die  beiden 
Polarebenen  von  U in  U und  ft,  treffe.  Hierbei  mögen  dio  Punkte 
A und  ü zum  System  der  Fläche  F. , A,  und  ft,  zu  /,  gehören. 
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Man  bestimmo  nun  auf  der  ersten  Geraden  einen  Punkt  M,  auf 
der  zweiten  N dergestalt,  dass 

(UMAAt)  — ( UNBB ,) 

ist  Diese  Punkte  M und  N sind  offenbar  die  Durchscbnittspunkte 
der  Geraden  AAt'  und  BBl  mit  der  Ebene  E,  welche  durch  die 
Syraptosen-Axe  und  den  Durchschnittspunkt  der  AB  und  A1Bl  gelegt 
wird.  Construirt  man  nun  filr  U als  Collincatious-Ccutrum,  E als 
Collineations -Ebene  und  B und  Bt  als  entsprechende  Punkte  zu  F 
eine  perspectivische  Fläche  Ft,  so  haben  diese  die  Ebeue  E zur 
Symptosen-Ebene.  Die  Flächen  /’,  und  /j  sind  dann  einander  ein- 
beschrieben, denn  ihr  Umbilical-Punkt  U hat  bezüglich  beider  die- 
selbe Polar-Ebene.  Sie  haben  aber  überdies  den  Punkt  A1  gemein- 
schaftlich, da  der  der  dem  Punkte  A in  F entsprechende  Punkt  At 
in  Ft  durch  die  Relation  bestimmt  ist: 

( UMAAt)  = ( UNBBt)  = (UMAAJ 

Also  fallen  dio  Flächen  Ft  und  zusammen,  somit  ist  E eine 
Symptosen-Ebene  von  F und  Durch  die  rcciproke  Betrachtung 
findet  man,  dass  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  einer  Symptosen- 
Ebene  auch  einen  Umbilical-Punkt  besitzen  müssen. 

Aus  diesen  Bemerkungen  erhält  man  die  Sätze: 

Die  Symptosen-Ebeneu  und  Umbilical-Punkto  zweier 
Flächen  zweiter  Ordnung  bedingen  sich  gegenseitig. 

Zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  können  für  jeden  Um- 
bilical  Punkt  als  Collineations-Centrum  und  irgend  eino 
der  Syraptosen-Ebenen  als  Co llineation s-Ebene  per- 
spectivisch  auf  einander  bezogen  werden. 

Hieraus  fliessen  mehrere  Folgerungeu,  die  sich  dual  gegenüber- 
stehen. 

Legt  man  in  den  Durehschnitts- 
punkten  zweier  Flächen  zweiter 
Ordnuug  mit  irgend  einem  Strahl, 
der  durch  einen  Umbilical-Punkt 
derselben  geht,  Tangentialebenen 
an  die  Flächen,  so  schneiden  sich 
die  Berührungsebenen  verschie- 
dener Flächen  zu  zwei  und  zwei 
anf  den  beiden  Sy  mptosen-Ebenen. 


Legt  man  aus  einer  Geraden, 
welche  in  einer  Symptosen-Ebeno 
zweier  Flächen  zweiter  Ordnung 
liegt,  Tangential-Ebenen  an  dio 
Flächen,  so  gehen  dio  Verbin- 
dungslinien der  verschiedenen 
Flächen  angehörigen  Berührungs- 
punkte zu  zwei  und  zwei  durch 
die  beiden  Umbilical-Punkte. 
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Schneiden  die  Polar  - Ebenen 
irgend  eines  Punktes  einer  Sym- 
ptosen  - Ebene  zweier  Flächen 
zweiter  Ordnung  die  Flächen,  so 
liegen  die  von  den  Polar-Ebenen 
ausgeschnittenen  Curven  in  zwei 
Kegeln,  deren  Spitzen  die  beiden 
Umbilical-Punkte  sind. 


Kann  man  aus  den  Polen  einer 
durch  einen  Unibilical  - Punkt 
zweier  Flächen  zweiter  Ordnung 
gehenden  Ebene  Berührungs- 
Kegel  an  die  Flächen  legen,  so 
schneiden  sich  dieselben  in  den 
Symptosen-Ebcueu. 


Wie  aus  früheren  Bemerkungen  bekannt  ist,  sebueiden  sich  die 
beiden  Polaren  einer  Geraden,  welche  in  einer  Symptoscn-Ebene  liegt, 
auf  dieser  Ebene.  Legt  man  daher  aus  einer  solchen  Geraden  Be- 
rührungsebenen au  die  beiden  Flächen,  so  schneiden  sich  die  Ver- 
bindungslinien der  Berührungspunkte  derselben  Flächen  in  der  Sym- 
ptosen-Ebcne  und  jene  verschiedenen  Flächen  gehen  zu  zwei  und  zwei 
durch  die  beiden  Umbilical-Punkte.  Da  nun  die  Pole  jeder  Symptosen- 
Ebene  auf  der  Polare  der  Symptosen-Axe,  also  auf  der  Verbindungs- 
linie der  Umbilical-Punkte  liegt,  so  folgt  aus  dieser  Figur  und  der 
reciprokeu  Betrachtung: 


Die  Pole  jeder  Symptosen- 
Ebene  zweier  Flächen  zweiter 
Ordnung  liegen  zu  den  beiden 
Umbilical-Punkten  harmonisch. 


Dio  Polar-Ebenen  jedes  Um- 
bilical  - Punktes  zweier  Flächen 
zweiter  Ordnung  liegen  zu  den 
beiden  Symptosen  - Ebenen  har- 
monisch. 


Ebenso  wie  die  Symptosen-Ebenen  und  Umbilical-Punkte  zweier 
Flächen  zweiter  Ordnung  gleichzeitig  bestehen,  tritt  auch  ein  Sym- 
ptosen-Kegel  mit  der  in  der  Polar- Ebeue  seiner  Spitze  gelegenen 
Umbilieal-Curvc  und  umgekehrt  eine  Umbilieal-Curvo  mit  dem  im 
Pol  ihrer  Ebene  gelegenen  Symptosen-Kegel  zugleich  auf. 


Um  diese  Behauptung  zu  erweisen,  lege  man  durch  die  Polare 
der  Symptosen-Axe  dergestalt  eine  Ebene,  dass  sie  sowol  die  beiden 
Flächen  in  zwei  Kegelschnitten  als  auch,  wenn  die  Flächen  etwa  cino 
Umbilical-Curve  besitzen,  dio  Umbilieal-Curvc  in  zwei  Punkten  schnei- 
den. Jeder  dieser  beiden  Punkte,  deren  einer  mit  O bezeichnet  werde, 
hat  als  ein  Unibilical- Punkt  der  Flächen  die  Eigenschaft,  dass  die 
Pole  jeder  durch  ihn  gezogenen  Geraden  bezüglich  der  beiden  Kegel- 
schnitte auf  einer  Geraden  liegen,  welche  wieder  durch  ihn  geht,  und 
dass  umgekehrt  auf  jeder  etwa  durch  O gezogenen  Geraden  zwei 
Punkte  sich  vorfinden,  welche  dio  Pole  einer  durch  O gehenden  Ge- 
raden bezüglich  der  beiden  Kegelschnitte  sind.  Zieht  man  daher 
durch  O cino  Gerade,  welche  den  einen  Kegelschnitt  in  A und  li, 
den  anderen  in  A'  und  li'  schneidet,  und  legt  au  dio  Kegolscbniite 
in  diesen  Punkten  Tangenten,  so  liegt  der  Schnittpunkt  der  demsel- 
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ben  Kegelschnitte  angebörigen  Tangenten  anf  der  Polare  von  O be- 
züglich seines  Kegelschnittes,  und  zudem  liegen  beide  mit  O in  einer 
Geraden.  Da  nun  zwei  Kegelschnitte  bekanntlich  stets  collinear  auf 
einander  bezogen  werden  können,  so  liegen  die  vorliegenden  Kegel- 
schnitte perspectivisch  für  O als  Collineations-Centrum.  Die  Colli- 
neations-Axo  der  beiden  Systeme  muss  durch  den  Pol  der  Ebene  der 
Dmbilical-Curve  gehen,  weil  die  Polaren  von  O bezüglich  der  beiden 
Kegelschnitte  einander  entsprechende  Geraden  der  beideu  Systeme 
sind.  Da  nun  die  Polaren  eines  jeden  Punktes  der  Collineations-Axe 
bezüglich  der  beiden  Kegelschnitte,  sich  auf  ihr  schneiden  müssen,  so 
schneiden  sich  die  beideu  Polar-Ebenen  eines  jeden  ihrer  Punkte  auf 
ihr.  Daher  besitzt  der  Umbilical-Strahlenbündel,  welcher  sich  im  Pol 
der  Ebene  der  betrachteten  Umbilical-Curve  befindet,  einen  Strahl, 
der  in  seiner  zugehörigen  Ebene  liegt,  somit  hat  er  einen  Ordnungs- 
Kegel. 

In  entsprechender  Weise  lässt  sich  der  reciproke  Satz  erhärten. 

Nennt  man  einen  Symptoscn- Kegel  uud  die  in  der  Polar -Ebene 
seiner  Spitze  gelegene  Umbilical-Curve  einander  entsprechend,  so 
kann  man  das  erhaltene  Resultat  durch  den  Satz  ausdrücken: 

Ein  Symptosen-Kegcl  und  seine  entsprechende  Um- 
bilical-Curve bedingen  sich  wechselseitig. 

Mit  Hilfe  dieser  Sätze  kann  man  die  in  VI.  und  VII.  abgeleiteten 
vervollständigen.  Da  aber  diese  Ergänzung  bloss  in  einer  Zusammen- 
fassung der  gewonnenen  Ergebnisse  besteht  und  zu  keinen  ncucu  Re- 
sultaten fuhrt,  so  übergehe  ich  dieselbe. 


IX. 

Vermittelst  der  abgeleiteten  Sätze  Hesse  sich  nun  eine  grosse 
Anzahl  neuer  Sätze  über  Flüchen  zweiter  Ordnung  entwickeln.  Da 
aber  derartige  Untersuchungen  die  gesteckten  Grenzen  dieser  Abhand- 
lung überschreiten,  so  begnüge  ich  mich  bloss  einige,  dieser  Sätze 
anzuführen. 

„Besitzen  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  derselben  dritten 
„Symptoscn-  Ebenen,  so  gehen  die  beiden  Paare  Symptoscn -Ebenen 
„durch  dieselbe  Ecke  des  den  beiden  erstereu  Flächen  coujugirten 
„Tetraeders  und  ihre  Durchschnittslinicn  sind  Strahlen  eines  von  dic- 
„ser  Ecke  ausgehenden  Symptosen-Kegels  der  beiden  ersten  Flächen. 
„Die  beiden  Paare  Uiubilical-Puukte,  welche  die  beiden  ersten  Flächen 
^„mit  der  dritten  besitzen,  liegen  in  der  dieser  Ecke  gegen überstehen- 
„den  Tetraederfläche,  und  ihre  Verbindungslinien  sind  Tangenten 
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„der  in  dieser  Ebcno  gelegenen  Umbilical-Curve  der  beiden  ersten 
„Flächon  *).“ 

„Besitzen  drei  Flächen  zweiter  Ordnung  zu  je  zweien  ein  Sym- 
„ptosen-Ebcnenpaar,  so  schneiden  sich  die  Ebenen  derselben  zu  dreien 
„in  derselben  Geraden  uud  diese  vier  Ourclischnittsliuien  gehen  durch 
„denselben  Punkt.  Die  drei  Umbilical-Punktepaare  liegen  in  dersel- 
ben Ebene  nnd  ihre  Punkte  zu  je  dreien  auf  derselben  Geraden.“ 

„Haben  drei  Flächen  zweiter  Ordnung  eine  Symptosen-Ebene  go- 
„meinsam,  so  schneiden  sich  die  drei  übrigen  in  derselben  Geraden. 
„Ihre  drei  Umbilical-Punktepaare  liegen  in  derselben  Ebene  und  ihre 
„Punkte  zu  jo  drei  in  derselben  Geraden.“ 

Diesen  Sätzen  stehen  reciproke  zur  Seite  und  an  den  letzten 
schliessen  sich  verschiedene  Sätze  über  homothetische  Flächen,  auf 
die  ich  jedoch  nicht  oingehe. 


*)  Unter  Symptosen-Kcgel  verstehe  ieh  hier  die  Kegel,  welche  von  den 
Ecken  des  eonjugirten  Tetraeder*,  die  Schnitt -Curvn  zweier  Flächen  »weiter 
Ordnung  projieiren.  Unter  Umbilical-Curve  das  reciproke  erzeugte  Gehildc, 
die  ligne  de  striction  des  Poneelet.  Ich  bemerke,  dass  sieh  beide  Begriffe 
auch  für  den  allgemeinen  Fall  in  ganz  derselben  Weise  entwickeln  lassen  als 
es  früher  geschah. 
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IV. 

Untersuchungen  über  das  sphärische  Pascalsche 
Sechseck  und  das  sphärische  Brianchons- 
Sechsseit. 


Von 

F.  E.  Thieme. 

i 


§ 1.  Ein  sphärischer  Hauptkreisbogen  wird  durch  die  an  den 
Endpunkten  stehenden  Buchstaben  nach  Grösse  und  Richtung  bc- 
zeichnet;  daher  ist  AB-\-BA  = 0.  Welches  auch  die  Lage  eines 
dritten  Punktes  C auf  dem  Hauptkreisbogen  sein  mag,  immmer  ist 
AB-\-BC  — AC  — AB  — CB. 


Wenn  einfach  von  Bogen  gesprochen  wird,  so  hat  man  stets  dar- 
unter den  Hauptkreisbogen  zu  verstehen.  Der  Durchschnittspunkt 
zweier  sphärischen  Bogen  ist  der  Natur  der  Sache  nach  stets  ein 
Doppelpunkt. 


§ 2.  Das  Yerhältniss  des  Sinus  der  Abschnitte  von  AB  in  dem 

Paukte  C,  also  -!n  ^ „ wird  mit  sin  (ABC)  bezeichnet , woraus  sich 
’ sin  CB  ' ’ 

ergiebt : 

sin  (ABC) . sin  (BAC)  = 1 (1) 


sinfARC)  ist,  in  so  fern  AC  und  CB  innerhalb  des  zweiten  Quadran- 
ten liegen,  positiv,  wenn  C zwischen  A und  B,  negativ,  wenn  es 
ausserhalb  liegt. 

Bezeichnen  a und  b zwei  sphärische  Bogen,  so  stellt  ab  den  Win- 
kel derselben  dar  und  smac  8ei  sin(a4c).  Liegt  c zwischen  a und  b 
sin  bc 
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Bo  ist  sin  ( abc ) positiv,  im  entgegengesetzten  Fallo  negativ  bei  Berück- 
sichtigung der  obigen  Grenze. 


§ 3.  In  dem  Punkte  A von  AB  errichte  man  senkrecht  AM  und 

mache  diesen  Bogen  90°,  so  ist  M der  sphärische  Pol  von  AB  als 
sphärischer  Polare,  kurz  Pol  und  Polare.  Errichtet  mau  in  M senkrecht 
einen  Bogen  aax  auf  AM,  so  ist  derselbe  die  Polare  von  A als  Pol. 
Man  zieht  MB  und  66,  senkrecht  auf  MB,  so  ist  «6,  — Z-  AMB  =• 
180°  — ab,  d.  h.  dcrBogendcr  beiden  Polo  ergänzt  den  Win- 
kel der  Polaren  zu  180°.  Die  Richtung  von  AB  ist  der  Rich- 
tung von  ab  entgegengesetzt,  und  ab  wendet  AB  die  hohle  Seite  zu. 

Man  nehme  ausserhalb  AB  auf  der  Seite  von  B den  Punkt  C 
an,  ziehe  MC  und  ec,  senkrecht  darauf,  so  ist  AC  = 180° — o,o  und 
BC  = 180°  — 6,c.  Daraus  folgt  zugleich: 

Wenn  drei  Punkte  auf  einem  Kroiso  liegen,  so  schnei- 
den sich  ihre  drei  Polaren  in  einem  Punkto  und  umgekehrt. 

Da  -4C]>  AB,  so  ist  ao  < «6,  d.  h.  c liegt  zwischen  a und  6, 
folglich  ist  _ 

sin  (ABC)  — — sin(a6c)  ....  (2). 


§ 4.  Man  verlängere  Fig.  2.  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks 

ABC,  so  dass  AD  — BE  = CF  =■=  90°  und  errichte  senkrecht  in  D, 
E und  F respective  a,  b,  c,  so  ist  das  Dreiseit  abc  die  Polarligur 
von  A ABC\  die  Winkel  des  Dreiseits  ergänzen  die  entsprechenden 
Seiten  des  Dreiecks  zu  180°.  Da  a die  Polare  von  A,  und  6 von  B,  so 
ist  der  Schnittpunkt  von  a und  6 d.  i.  a.b  oder  C\  der  Pol  von  AB; 
eben  so  o.c  d.  i.  Bt  der  Toi  von  AC  und  A . von  BC,  das  Dreiseit 
ABC  ist  daher  auch  die  Polarfigur  von  Dreieck  Ax  BXC,  und  es  ist 
Bx  = 180  — AC  u.  s.  w. 

§ 5.  Durch  die  Spitzen  A,  B und  C des  Dreiecks  ABC  sind 
AAX,  BBt,  CCt  so  gezogen,  dass  sic  sich  in  dem  Punkte  D schneiden, 
denn  aus 

sin-dD  . 

A ADC. : sin  AC.  ~ - ------ -•  s\nADCt 

Sill  Lj 


folgt: 


. sinßD  . ^ 

A CxDB:smCxB  = ,,  sin  CXDB, 

Sill  ('j 


sin(j4ßC,) 


sin-dD  sinf-dDC,) 
sin  DB " sin  ( C\DB) 
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Eben  so  ist: 


sin  [BCAX) 


sin  DB  s\n(BDAx) 
sin  DC  sin  (AXDC) 


s\xx(CABx) 


sin  DC  sinfCß-ß,) 
sin  DA  sin  (D, DA) 


Da  nun  Z ADC , — Z A,  DC  u.  s.  w.  ist,  so  erhält  man: 
sin(ADC’,).sin(i?CA1).8in(AC.ß)  =-{-1  — (3). 

Das  Product  ist  positiv,  weil  die  Abschnitte  dieselbe  Richtung 
haben.  Läge  der  Punkt  D ausserhalb  des  Dreiecks,  so  würden  zwei 
Abschnittsverhältnisse  negativ,  also  das  Product  immer  noch  positiv 
seiu.  Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  wenn  die  drei  Bogen  nicht  durch 
einen  Punkt  gehen,  die  Factoren  auf  der  rechten  Seite  sich  nicht 
aufheben,  das  Product  also  nicht  gleich  1 sein  kann,  woraus  sich  ergiebt: 

Wenndic  durch  dicSpitzcu  eines  sphärischenD re iecks 
gehenden  Bogen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  so  ist 
das  Product  der  drei  Ab  schnittsverhältuisse -f-1  undum- 
gekehrt 


§ 6.  Man  bilde  von  Fig.  3.  die  Polarfigur;  es  seien  respective 
ahcaJh1c1  die  Polaren  von  ABC  AxBxCt ; daun  ist  der  Pol  von  AA, 
— o.a,  — M,  von  BBX  = b.bx  = A’,  von  CC\  — e.ex  ==  O.  Da  AA,, 
BBX  und  CCX  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  so  liegen  MN  und  O 
anf  einem  Kreise;  weil  AB  und  C,  auf  einem  Hauptkreise  liegen, 
»o  schneiden  sich  ab  und  e,  in  einem  Punkte,  u.  s.  w.,  daher  ist  (2) 


sin(AjBC,)  = — sinCobcj), 
sin  (BCAX)  = — sin  (*ca,), 
sin  (CAD,)  — — sin  (coA,), 

folglich 

sinfaAc,) . 8in(ica,).  sin  (cabt)  = — 1. 

Es  sei  ferner  a b = C\  b.c  = A'  und  c.a  = B’,  so  erhält  man, 
da  oc,  =*  B'O,  cxb  = OA’  u.  s.  w.  ist: 

sin(A'Ä'0>.siu(Ä'C’A/)sin(C'A'A)  1 ...  (4) 

Wenn  die  Seiten  eines  Dreiecks  von  einem  Kreise  ge- 
schnitten werden,  so  ist  das  Product  der  drei  Ab  schnitt  s- 
verhaltnisse  der  Seiten  gleich  — l und  umgekehrt*). 


*)  Dieter  Satt  stammt  von  Menclaus  (80  n.  Chr.).  Chatles  Geschichte 
■irr  Gi-om'-trie  SbcrtrUt  von  Prof.  Dr.  Sohnckt  8.  23. 
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§ 7.  Fig.  4.  stellt  zwei  Dreiecke  A II C und  A,  B,C,  dar,  welche 
eine  solche  Lage  haben,  dass  die  Verbindungsbogen  der  entsprechen- 
den Ecken  AAU  BBU  CC\  sich  in  einem  Punkte  D schneiden. 

Bezeichnet  man  durch  Uutereinanderstellen  der  Bogen  den  Schnitt- 
punkt derselben,  so  sei 

AB_  ü c _ c A 
AjB,  ~ C*’  BXC\  ~ A*'  C\AX  “ D*' 

In  so  fern  geschnitten  wird: 

& ABD  von  AjB,  ist : sin (ABCt) .sin (BDBX) .sin (DA Ax)  = — 1 
C\BCD  „ BXCX  „ :sin(ÄC/ls).8in(C’.DC1).8in(D,ö.ß1)  = — 1 
& CAD  „ CtA,  „ :sin(CABt).sin(ADAt).sin(DCCl)  = — 1 

Nimmt  man  das  Product  der  drei  Gleichungen,  so  ergiebt  sich: 

sin (.4 #<?„). sin  (#GV4*).sin(CA,ös).  sin  (BDBX) . sin  ( DBB, ).  siu(JD^lA,) 

sin  (ADA,) . sin (CDCt ) . sin  ( DCC, ) = — 1. 

Es  ist  aber  (1) 

siniBDBJ  .sin(DBB,)  = 1 
sinCDAAJ.sinlAüA,)  — 1 
sin  (CDC,).  sin  (DC  C\)  — 1 

Daher 

sin  (ABCt).  sin  (BCAt).  sin  (CABt)  ■=  — 1 

d.  h.  (4)  C,  A2  und  Bt  liegen  auf  der  Peripherie  eines  Kreises. 

Wenn  die  Verbindungsbogen  von  je  zwei  entsprech  en- 
den Eckpunkten  zweier  Dreiecko  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  so  liegen  die  drei  Schnittpunkte  von  je  zwei 
gegenüberliegenden  Seiten  auf  einem  Kroiso. 

Geht  man  auf  die  Polarfignr  über,  so  seien  respectivo  ABC'A1BlC1 
die  Pole  von  abca,b,c,-,  es  sei  ferner  a.b  = C’,  b.c  =»  A',  c.a  =■  B', 
a1.b1  = b,.c,  = A,'  und  <4.0,  = B,',  daun  sind  C' , A\  B‘,  C,', 

A,',  B,'  die  Pole  von  AB,  BC , CA,  A,B„  B,C„  C1Ai. 

Da  A der  Pol  von  a,A,  von  a„  so  ist  a.a,  der  Pol  von  AA„  eben 
so  ist  b.b,  der  Pol  von  BB,  und  endlich  c.c,  = G’C,;  da  nun  in  der 
ursprünglichen  Figur  AA„  BB , und  CC\  sich  in  einem  Punkte  schnei- 
den, so  müssen  a.a„  b.b„  c.c,  d.  h.  die  Schnittpunkte  der  Paare 
von  Gegenseiten  auf  einem  Kroiso  liegeu. 

Von  ^ — Cg  ist  die  Polare  C'C,',  von  von  At: 

A\B\ 

A'A,'\  da  nun  AiBiCt  auf  einem  Kreise  liegen,  so  schneiden  sich 
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AA,,  B’B,’,  C'C,',  d.  h.  die  Vcrbindungsbogeu  der  Gegeneckender 
Polardreiecke  in  einem  Punkte  d.  h. 

Wenn  die  Schnittpunkte  von  jederaPaare  vonGegen- 
seiten  zweier  sphärischen  Dreiecke  auf  einem  Kreise  lie- 
gen, so  schneiden  sich  die  Verbindungsbogen  der  gegen- 
abcrliegenden  Ecken  in  einem  Punkte. 

§ 8.  Um  die  im  vorigen  Paragraphen  angegebene  Lage  zu  er- 
kennen, bedarf  es  eines  algebraischen  Ausdrucks;  man  wende  folgende 
Bezeichnungen  an,  wobei  das  Untereinanderstellen,  wie  oben,  den 
Schnittpunkt  der  Bogen  bezeichnet: 


AB 

AB 

AB 

— - “ ct 

_ = D 

AXBX 

Bi  Ci 

C?A, 

BC 

BC 

BC 

— N =* 

„ — E 

B\CX 

C\At 

Ä 

CA 

CA 

CA 

— Bi 

= F 

CXAX 

A\BX 

B?C\ 

In  so  fern  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC 

m A1B1  geschnitten  werden,  ist:sin(/l£C8)sin(/iC//)sin(CAF)  - l 

" Bici  r>  n „ :sin  (ABD)  sin  (BCAX)  sin  (CAI)  = — 1 

* CiAi  » « „ isiuCAitt?)  nn(BCE)nn(CABt)  — — l 

Multiplicirt  man  die  drei  Gleichungen,  so  erhält  man: 

«in  (ABCf) . sin  ( BCAt ) . sin  ( CAB3 ) . sin  (ABD) . sin  (ABG) . sin  (BCH) . 

sin (BCE) . sin  (CAF). sin  (CAI)  =—  1. 

Da  At,  Bt  und  Ct  auf  einem  Kreise  liegen,  ist  (4): 
sin  (ABC%) . sin  (BCAt) . sin (CABt)  — — l. 

Dividirt  man  das  oben  erhaltene  Product  damit,  so  ergiebt  sich: 
sin  (ABD)  sin  (ABG)  sin  (BCH)  sin  (BCE)  sin  (CAF)  sin  (CAI)  = -f- 1 (5) 

Ist  Gleichung  (5)  erfüllt,  so  schneiden  sich  die  Verbindungsbogen 
son  je  zwei  Eckpunkten  zweier  Dreiecke  in  einem  Punkte  und  die 
am  Schnittpunkte  an  je  zwei  entsprechenden  Seiten  liegen  auf  einem 
anptkreise,  und  ist  eine  dieser  Bedingungen  erfüllt,  so  ist  es  auch 
He  andere , und  es  gilt  Gl.  (5). 
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§ 9.  Es  seien  A1BlCi  drei  sphärische  Dreiecke,  welche  eine 
AiBiCi  solche  Lage  haben,  dass  AtAsA3  auf 
■^a^3C3  ciupm  ersten,  BlBiB3  auf  einem  zweiten, 
CjCjCj  auf  einem  dritten  Kreise  liegen  und  dass  diese  drei  Kreise 
sich  in  einem  Punkte  schneiden*). 

Wendet  man  auf  A A1B1C1  und  A AiB.1Ct  § 7.  an,  so  ergiebt  sich: 

A1Bl  B3Ct  C1A1  . 

. liegen  auf  einem  Kreise. 

^3^  ^3^3 

d.  i.  y3  cr3  ß3 

Eben  so  folgt  aus  A A2BtCa  und  & A3B3C3: 

AsB2  BaCt  C’aAa  . 

liegen  auf  einem  Kreise. 

A3.Ö3  B3  C3  C3A3 


d.  i. 


Yx 


Pi 


Endlich  folgt  aus  A A3B3C3  und  A A1BlC1: 

A3B3  B3C3  C3A3  jjpgen  auf  ejnem  Kreise. 

AjBt  BXC1  C\  At  t 

d.  i.  yi  "ä  ßi 

Man  zieho  nun  die  beiden  Dreiecke  «,0*03  und  ß1ßiß3  in  Be- 
tracht, so  ergiebt  sich 

#itti 

c3A3 " C*’ 


ßtßt 

ßj«3 

ßißi 


BiCx 

CiAt 

UpC's 


ßaßi  CtAt  *’ 

CjCjCj  d.  h.  dio  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Seiten  der 
A atata3  und  A ßißißi  liegen  auf  einem  Kreise,  folglich  sclincideu  sich 
«jtfj  nsßt  a3ß3  in  einem  Punkte.  Aber  auf  a1ß1  liegt  y„  auf  a3ßa  liegt 
y,  und  auf  a3ß3  liegt  y3  daher  schneiden  sich  die  drei  Kreise  «1ßsyJ, 
“tßiYi  und  a3ß3y3  in  einem  Punkte,  das  heisst: 

A^B,  B~C3  C7A1 
a7b3  b7c3  (\At 


*)  Steiner«  Vorlegungen  über  synthetische  Geometrie  bearbeitet  von  Prof. 
Dr.  Schröder.  Thl.  2.  § II. 
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A«BS 

b2c2 

C.A. 

A$B3 

C^A, 

Ä 

44 

OyA 

Ä 

44 

(\A 

befinden  sich  auf  drei  in  einem  Punkte  sich  schneidenden  Kreisen: 

Wenn  die  Spitzen  dreier  sphärischen  Dreiecke  auf 
drei  in  einem  Punkte  sich  schneidenden  Kreisen  liegen, 
so  befinden  sich  die  Schuittpunkte  von  jedem  Paare  ent- 
sprechender Gegenseiten  auf  drei  in  einem  Punkte  sich 
schneidenden  Kreisen. 

Es  ist  leicht  nachzuweiseu  dass,  wenn  man  auf  die  Polarfigur 
übergeht,  man  die  Umkehrung  erhält. 

Wenn  die  Schnittpunkte  von  jedem  der  drei  Paare 
entsprechender  Seiten  dreier  sphärischen  Dreiecke  auf 
einem  Hauptkreisc  liegen,  so  befinden  sich  die  Spitzen 
derselben  auf  drei  sphärischen  Dogen,  welche  sich  in 
einem  Punkte  schneiden. 

§ 10.  In  Fig.  5.  sei  M der  Mittelpunkt  eiuor  Kugel,  AB  ein 
Nebenkreis  auf  derselben,  deren  Pol  sowie  der  Gegenpol  1",  daher 
l’SI  die  Achse.  Mau  ziehe  den  Halbmesser  MA  und  errichte  darauf 
senkrecht  den  Kreis  AC',  so  ist  derselbe  die  Polare  von  A.  Der 
Bogen  vom  Pole  nach  einem  Punkte  des  Nebenkreises  (PA)  heisse 
der  sphärische  Halbmesser;  es  sei  A'C  der  Durchschnitt  der  Ebene 
PMA  mit  dem  Kreise  A'C',  so  ist  P' Al  = 90  — PA.  Durch  A'  lege 
man  den  Parallelkreis  A'B'. 

Verbindet  mau  eiuen  Punkt  D'  des  Bogens  A’C"  mit  dem  Mittel- 
punkte AI,  so  bilden  MA',  MD'  und  MP'  eine  rechtwinklige  Ecke, 
worin  A' MP'  Kathete,  D All"  Hypotenuse  ist,  daher  Z.  D' Ml"  > 

Z A'AfP'i  legt  man  daher  durch  P'D'  einen  Kreis,  so  ist  P'D'1> 
1"A',  woraus  folgt,  dass  Kreis  A'C"  den  Nebeukreis  A'B'  in  dem 
Punkte  A'  tangirt.  Dreht  man  nun  den  Halbmesser  so,  dass  A längs 
des  Nebenkreises  AB  sich  bewegt,  so  werden  die  Polaren  stets  den 
Nebenkreis  A'B'  berühren,  so  dass  daher  A'B'  die  Polarfigur  von  AB 
ist:  Die  Polarfigur  eines  Nebenkreiscs  ist  wieder  ein 
Nebenkreis,  dessen  sphärischer  Halbmesser  den  ersten 
zu  90°  ergänzt 

Daraus  folgt  auch,  dass  die  Polare  eines  Punktes  der  Hauptkreis 
ist  und  umgekehrt. 

Teil  LX.  4 
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Nimmt  man  auf  der  Peripherie  des  Nebenkreises  Ali  zwei  Punkte 
au  und  verbindet  sie  durch  einen  Hauptkreisbogeu,  so  sind  die  Pola- 
ren zwei  den  Polarkreis  berührende  Kreise;  der  Schnitt  derselben  ist 
der  Pol  des  llauptkrcisbogcns  Aß.  Daraus  folgt,  dass  weuu  man  iu 
dem  Nebeukreise  Aß  ein  sphärisches  Drei-,  Vier-  oder  Sechseck  be- 
schreibt, die  Polarfigur  ein  Dreiseit,  Vierseit  oder  Sechsseit  um  den 
Polarkreis  ist. 

§11.  Es  stelle  Fig.  6.  eine  Kugel  mit  der  Kugelhaube  ßCKD 
dar,  M ist  der  Mittelpunkt  der  Kugel,  A ein  Punkt  der  Kugelober- 
fläche, AßC  und  ADE  sind  den  Nebenkreis  schneidende  Hauptkreise, 
A T der  ihn  berührende.  Durch  den  Mittelpunkt  M und  die  Ilauptkreis- 
bogen  lege  man  Ebenen,  welche  sich  iu  der  Geraden  MA  schneiden. 
Die  erweiterte  Ebene  dos  Nebeukreises  schneide  MA  in  U,  sie  werde 
von  den  Ebenen  der  Hauptkreisbogeu  in  liDE , LUC  uud  U T ge- 
schnitti  n. 

Aus  der  Planimetrie  ist  bekannt,  dass  Uli.  VC = UD.UE 
= UT  ist. 

Aus  A UCM  folgt: 

U M.  sin  C MA 
' 6 ~ sin  MC  U. 


Da  A MliC  gleichschenklig,  so  ist 


oder 

daher 

Eben  so  folgt: 
folglich 

Eben  so  ist 


2 ZL  MCU  = 1811°  — ZL  CMB 

Z.  MC  U = 90  — $ Z.  CMB, 

* 

_ UM.  sin  CMA  U ,1/si n .1 C 

cos  £ CMB.  cos  j MC. 


Uli 


Uli . uc  = 


UM.  sin  Aß 
cos  £ liC 

UM*  sin  AB  .sin  AC 
cos  $ UC* 


folglich 


UD.UE  — 

sin  AJS.sin.AC 
cos  £ UC * 


UM  * sin  .1 D . sin  A E 


cos  £ DE* 

sin ylD . sin  AE 
cos  £ DE* 
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Deukt  mau  sich  AC  um  A herumgedreht  bis  zur  Coiucidenz  mit 
AT,  so  wird  AB  — AC  «=  AT  und  BC  gleich  Null,  voraus  folgt: 


sinzl/i.  siuAC  sin  dD.sin AE  . . . „ 

cos  $ BC*  “ cos  £ DE*  ~~  slUjlV  (6J  ) 

Fällt  A zwischen  B und  C so  ist  sin  Jd//siu$.4C  negativ. 

Die  Gleichung  6 gilt  auch  noch  für  die  grössere  Kugelhaube. 


§ 12.  lu  Fig.  7.  stellt  ABC  ein  sphärisches  Dreieck  dar,  welches 
den  Nebenkreis  der  Kugel  in  den  Punkten  DEFGHI  schneidet;  dio 
Punkte  D und  1,  E und  F. , G und  H sind  durch  Hauptkreisc  ver- 
bunden und  geben  ^ Durch  Anwendung  von  Gl.  (G)ergiebtsich: 

sind/).sindfc'  sin  .17.  sin  AH 
cos $ DIA  cos  | HD 

sinBF.siuBG  sin //A.  sin  BD 

cos  J FG*  cos  J DE* 


sin  CH.  sin  CI  sin  CG.  sin  CF 
cos  $ HI * cos  J FG* 

Durch  Multiplication  dieser  Gleichungen  erhält  man 


sin  AD  .siu  AE.  sin  BF.  sin  BG . sin  C//.siu  CI  — sin  AI.  sin  AH.  sin  BE 

• sin  BI) . sin  CG . sin  CI 

d.  i. 

sind/)  siu  A E sin  BF  siu  BG  sin  CH  siu  CI 
sin  DB  siu  Eli  sin  FC  siu  GC  sin  HA  siu/.l  1 

wofür  mau  auch  schreiben  kann: 

siu  ABD . siu  A BE . sin  BCF.  siu  BC G . siu  CA II . sin  CAG  = 1 


Das  ist  aber  Gleichung  (5),  folglich  schneiden  sich  die  Verbindungs- 
bogen der  gegenüberliegenden  Eckpunkte  AAt,  BBJt  CC\  in  einem 
Puukte,  und  die  Schnittpunkte  von  jedem  Paare  von  Gegenseiten 


•)  Schul«:  KUmcnl.uc  S|d>driV.  Tbl.  2.  § !S4  giebt  für  Gl.  (6) 

tg  J AB.X%\AC  ■=  tg^/lDtg  \AE  = \g\AT*. 

Aus  Fig.  fi-  lässt  sich  diese  Gleichung  leicht  nbleiten  durch  Anwendung  von 

denn  es  ist 

UA  ^ ^ 

UM+MA  = UsidiBtg^AC=tgiAD.^AE  = tSiAT*. 

4* 
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DE  EF  FG 
GH  11 1 ID 

liegen  auf  einem  Kreise ; nun  ist  aber  DEFGHI  ein  in  einen  Neben- 
kreis beschriebenes  sphärisches  Sechseck , welches  Pascalsches 
Sechseck  heisst;  daraus  folgt: 

In  einem  Pascalschen  Sechsecke  liegen  die  Schnitt- 
punkte von  jedem  Paare  von  Gegenseiten  auf  einem 
Kreise,  welcher  Pascalscher  Kreis  heisst. 

§ 13.  Geht  man  auf  die  Polarfigur  von  § 7.  über,  so  ist  D der 
Pol  einer  Tangente  d an  dem  polaren  Nebenkreise;  ebenso  ist  die 
Tangente  e die  Polare  von  E,  datier  der  Schnittpunkt  der  beiden 

Tangenten  der  Pol  von  der  Seite  DE-,  die  Polarfigur  vom  Pascal- 
schen Sechseck  ist  daher  ein  um  den  polaren  Nebeukrcis  beschriebe- 
nes Scchsseit:  Brianchons-Sechsseit. 

Da  in  dem  Pascalschen  Sechsecke 


DE  EF  FG 
GI1  HI  ID 

auf  einem  Kreise  liegen,  so  müssen,  wenn  man  mit  die  Verbindungs- 
bogen der  Schnittpunkte  ^ und  ^ bezeichnet, 

dg  eh  f i 
eh  f i gd 

sich  in  einem  Punkte  schneiden  d.  h. 

In  einem  Brianchons-Sechsseit  schneiden  sich  die 
drei  Verbindungsbogen  von  je  zwei  gegenüber  liegen- 
den Eckpunkten,  Brianchons-Kreise  genannt,  in  einem 
Punkte:  Brianchons-Puukt. 

§ 14*).  Man  bezeichne  die  Spitzen  eines  Pascalschen  Sechsecks 
mit  den  Zahlen  123456,  und  die  Folge  der  Zahlen  bestimme  zugleich 
die  Aufeinanderfolge  der  entsprechenden  Ecken.  Permutirt  man  die 
sechs  Zahlen,  so  erhält  man  720  Verbindungen,  von  welchen  jede  ein 
Pascalsches  Sechseck  giebt;  von  diesen  sind  aber  je  sechs  identisch, 


*)  Man  vergleiche  die  Beziehung  auf  die  folgende  Entwickelung : 
Steincr-Sehrötcr  Vorlesungen  Thl.  2.  § 28. 

Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  von  George  Salmon , frei  be- 
arbeitet von  Prof.  l)r.  Fiedler  Art.  28f>  u.  287. 
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nämlich  123456,  2:14561,  345612,  456123,  561234,  612345.  Von  den 
übrigen  fallen  wiederum  je  zwei  zusammen,  z.  11.  das  Sechseck  325416 
ist  identisch  mit  361452,  daher  hat  mau  720  durch  12  zu  dividiren, 
um  die  Auzahl  der  verschiedenen  Pascalsehen  Sechsecke  zu  erhalten, 
d.  b.  es  giebt  60  Pascalschc  Sechsecke  (von  sechs  auf  der 
Peripherie  gegebenen  Punkten  kanu  man  sechzig  verschiedene  Pascalsehe 
Sechsecke  bilden),  insofern  man  nur  die  kleinern  Bogen  berücksichtigt 

In  jedem  Pascalscheu  Secksecke  liegen  die  Schnittpunkte  von 
jedem  Paare  von  Gegenseiten,  Pascalsehe  Punkte,  auf  einem  Kreise, 
Pascalscher  Kreis,  daher  giebt  es  sechzig  Pascalsehe  Kreise. 

12  — — 
Der  Pascalsehe  Punkt  ( d.  h.  der  Schnittpunkt  von  12  nnd  34, 

kommt  in  acht  Pascalschon  Sechsecken  vor,  von  denen  aber  je  zwe 
identisch  sind : 

125346  126345  125436  126435 
216435  215436  216345  215346 


Daher  gehen  vier  Pascalsehe  Kreise  durch  denselben  Pascalschcn 


Punkt,  die  Anzahl  der  Pascalschcn  Punkte  ist  demnach 


3X60 

4 


— 45. 


Man  kann  auch  noch  auf  einem  andern  Wege  zu  demselben  Re- 
sultate gelangen.  Die  sechs  Eckpunkte  des  Pascalschcn  Sechsecks 
geben  fünfzehn  Verbindungsbogt  u.  Betrachtet  man  den  Verbindungs- 
bogen 12,  so  gehen  durch  die  Endpunkte  acht  Verbindungsbogen  (13, 
14,  15,  16  u.  s.  w.),  folglich  für  die  andern  Punkte  noch  sechs  Schnitt- 
punkte übrig,  für  alle  fünfzehn  neunzig,  jedoch  fallen  je  zwei  zusammen 


/12  56\ 
\56  12/ 


giebt  45. 


Es  giebt  fünf  und  vierzig  Pascalsehe  Punkte. 

§ 15.  Mau  stelle  Brianchons-Sechsscit  dar  durch  I.  II.  III.  IV. 
V.  VI.  und  zwar  so,  dass  jj  der  Pol  von  12  u.  s.  w.  ist. 

Da  es  sechzig  Pascalsehe  Sechsecke  giebt,  so  giebt  es  auch  sechzig 
Brianehons-Sechsseite,  so  wie  sechzig  Brianehous-Puuktc;  vier  Brian-, 
chons-Punkte  liegen  auf  einem  Brianchous-Kreise,  deren  es  fünf  und 
vierzig  giebt 

§ 16.  Jedes  Pascalsehe  Sechseck  kann  man  sich  aus  zwei  sphä- 
rischen Dreiecken  entstehend  denken,  wovon  jo]  eine  Seite  des  einen 
je  zwei  Seiten  des  andern  auf  der  Peripherie  des  Nebenkreiscs 
schneidet; 
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Thieme:  Untersuchungen  über  das  sphärische 


Die  Seiten  des  einen  Dreiecks  seien:  AB  =12,  BC  =34,  CÄ  =56. 
,,  ,,  ,,  andern  ,,  ,,  A^B^  — 35,  B^C^  ■ 16,  C, A , — 24. 


Der  Pascal  sehe  Kreis  des  Sechsecks  124356  wird  dann  darge 
stellt  durch: 

12  34  56  A,B1  CtAj 

35  16  24  AB  BC  CA. 


Der  dritte  Punkt  folgt  aus  den  beiden  andern,  denn  aus 


folgt 


56 

24 


1*2  34 
35  16 


Nach  § 12  schneiden  sich  die  Verbindungsbogeu  der  gegenüber 
liegenden  Eckpunkte  in  einem  Puukte,  das  ist: 

12 
56 

12 
34 

34 
56 


12 

35 

46 

56 

24 

13 

12 

35 

46 

34 

16 

25 

34 

16 

25 

56 

24 

13 

35 

24 

35 

16 

16 

24 


oder  wenn  man  die  dritten  Punkte  ergänzt: 


Dies  sind  die  Pascalschcn  Kreise  der  drei  Sechsecke: 


124653 

164352 

134256 

die  sich  in  einem  Punkte  schneiden;  dieser  Punkt  ist  offenbar  kein 
Pascalscher  Punkt,  er  heisst  Steinerscher  Punkt.  In  einem 
Stciner’schen  Punkte  schneiden  sich  drei  Pascal  sehe  Krei  se. 

Man  beachte,  dass  bei  den  Sechsecken  die  ungeraden  Punkte 
unveränderlich  sind,  während  die  geraden  bestehen  aus  263,  632,  326. 

Die  Charakteristik  des  Steiuerschcn  Punktes  ist: 
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12 

35 

46 

56 

24 

13 

34 

16 

25, 

wovon  die  beiden  ersten  Colouuen  den  ersten,  die  zweite  und  dritte 
den  zweiten,  und  die  dritte  und  erste  den  dritten  Pascalsclien  Kreis 
geben.  Da  die  dritte  Colonue  durch  die  beiden  andern  bestimmt  ist, 
so  liegt  auf  einem  Pascalscheu  Kreise  nur  ein  Steinerseber  Punkt, 
in  welchem  sich  drei  Pascalscho  Kreise  schneiden,  woraus  folgt:  Es 
giebt  zwanzig  Steinerscne  Punkte. 

§ 17.  Jeder  Eckpunkt  vom  Briauchons-Sechsseit  ist  der  Pol  einer 
Seite  des  Pascalsclien  Sechsecks;  der  Schnittpunkt  von  zwei  gegen- 
über liegenden  Seiten  des  Pascalsclien  Sechsecks  ist  daher  der  Pol 
des  Verbinduugsbogeus  zweier  gegenübe  r liegenden  Eckpunkte,  d.  h. 
ein  Pascalscher  Punkt  ist  der  Pol  eines  Brianchons- Kreises,  daher 
ist  der  Brianchous-Punkt  der  Pol  des  betreffenden  Pascalsclien  Krei- 
ses; nun  schneiden  sich  aber  drei  Pascalsche  Kreise  in  einam  Punkte, 
dem  Steiuerschen  Punkte,  also  liegen  drei  Brianchons- Punkto  auf 
einem  Kreise,  St  ein  er  scher  Brianchons-Kreis:  Auf  einem 
Steinerschen  B ri anebon s- K re ise  liegen  drei  Brianchons- 
P unkte;  solcher  Steiuersche  Brian chons-Kreiso  giebt  es 
zwanzig. 

§ 16.  Um  den  Schnittpunkt  der  beiden  Pascalscheu  Kreise 


12  35 
56  24 


46 

13 


und 


56 

34 


24 

15 


13 

20 


zu  untersuchen,  nehme  man  drei  Pascalscho  Kreise,  von  welchen  jo 
zwei  eineu  Puukt  gemeinschaftlich  haben,  als  Seiten  eines  sphärischen 
Dreiecks  au  uud  Sechsecksbogen,  welche,  in  den  drei  Kreisen  Vor- 
kommen, als  Seiten  eines  zweiteu  Dreiecks,  daher 


12 

56 

34 

12 

35 

46  ) 

56 

24 

13  } 

34 

15  26  ) 

45 

26 

13  t 

23 

15 

46  i 

16 

24  35  | 

Der  Durchschnitt  der  beiden  ersten  Dreieeksseiteu  ist 


zweiten 


t»  V? 


11  11 


dritten 


( 12 
(45 

( 56 

( 23 

( 16 


Diese  Schuittpuukte  liegen  auf  dem  Pasoalschen  Kreise 
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12  56  34 

45  23  16’ 

daher  müssen  sich  die  Verbindungsbogen  der  gegenüber  liegenden 
Ecken  in  einem  Paukte  schneiden,  d.  i. 

12  46  56  24  34  26 

56  13’  34  15’  12  35' 

oder  wenn  man  die  dritten  Punkte  ergänzt: 

12  46  35  56  24  13  34  26  15 

56  13  24'  34  15  26'  12  35  46 

Das  sind  drei  Pascalsche  Kreise,  welche  sich  in  eiuem  Punkte 
schneiden,  welcher  weder  ein  Pescalscher  noch  ein  Steiuerscher  ist, 
er  heisse  Kirkmannscher  Puukt:  Drei  Pascalsche  Kreise 

schneiden  sich  in  einem  Kirkmanu sehen  Punkte. 

Die  Charakteristik  des  Kirkmannschen  Punktes  ist: 

12  46  35 
56  13  24 
34  26  15 
12  35  46. 

Vou  den  drei  Verticalcolonnen  ist  nur  die  erste  vollständig,  die 
beiden  andern  enthalten  Wiederholungen,  man  kann  aber  die  zweite;*““ 
die  dritte  und  alle  droi  vervollständigen,  dies  giebt: 


12  46  35 
56  13  24 
14  25  36’ 
35  46  12 


12  46  35 
56  13  24 
23  45  16' 
46  12  35 


12  46  35 
56  13  24 
34  25  16' 
12  46  35 


Dies  giebt  drei  Kirkmannsche  und  eiu  Steinerscher  Punkt,  welche 
sämmtlich  auf  dem  Pascalschen  Kreise  liegen: 


12  46  35 
56  13  24 

Auf  eine  m Pascalschen  Kr  eise  liegen  drei  Kirkmannsche 
und  ein  Steinerscher  Punkt. 


Da  es  60  Pascalsche  Kreise  giebt,  auf  jedem  derselben  drei 
Kirkmannsche  Punkte  liegen,  in  welchen  sich  wieder  je  drei  Pascalsche 
Kreise  schneiden,  so  erhält  man:  Es  giebt  sechzig  Kirkmannsche 
Punkte. 
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§ 19.  Nach  § 18.  schneiden  sich  drei  Pascalsche  Kreise  iD  einem 
Punkte,  folglich  müssen  die  Pole  der  ersten  <L  i.  drei  Brianchons- 
Ponkte  auf  einem  Kreise  liegen:  Kirkmann scher  Brian  chons- 
Kreis,  welcher  die  Polare  von  dem  Kirkmannschen  Punkt  ist.  Kerner 
liegen  drei  Kirkmaansche  und  ein  Steinerscher  Punkt  auf  einem 
Pascalsehen  Kreise,  folglich  schneiden  sich  drei  Kirkmannscho  Brian- 
chons-Kreise  und  ein  Steinerscher  Brianchons-Kreis  in  einem  Brian- 
chons-Punkte.  Auch  folgt  ans  § 18,  dass  es  sechzig  Kirkmannseho 
Brianchons-Kreisc  giebt 

§ 20.  Die  drei  Pascalschen  Kreise : 

12  34  56  45  16  23  36  24  15 

45  16  23  (w)  36  24  15  12  56  34 


schneiden  sich  in  einem  Kirkmannschen  Punkte.  Auf  jedem  Kreise 
nehme  mau  einen  Pascalschen  Punkt  so  an,  dass  je  zwei  wieder  auf 
einem  Pascalschen  Kreise  liegen;  dadurch  entsteht  ein  sphärisches 
Dreieck,  dessen  Eckpunkte  auf  den  drei  Kreisen  des  Kirkmannschen 
Punktes  liegen: 


56 

56 

24 

13 

A>  — 23 

A’ßi  — 23 

16 

45 

A 

liegt  auf 

a 

24 

24 

15 

36 

*’  = 16 

B'°l  “ 16 

34 

25 

V i 

11  11 

ß 

15 

15 

23 

46 

r»  ” 34 

C'A'  ~ 34 

56 

12 

c, 

11  if 

7 

Mau  bilde  die  Ergänzungen  von  A,/3„  13,6',  und  CIA1  und  füge 
zur  ersten  Ergänzung  eiue  Horizontalcolouno  von  a , zur  zweiten  von 


Daher 


AtBt 

Cs 


80 

erhält 

man 

14 

35 

26 

|-®8 

= 23 

16 

45 

35 

26 

14 

,6’s 

— 24 

15 

36 

14 

26 

35 

,At 

56 

34 

12 

14 

35 

26 

23 

16 

45 

d. 

i.  Aq  — ■ 

56 

34 

12 

14 

26 

35 

Das  ist  offenbar  ein  auf  dem  Kreise  a liegender  Kirkmannscher 
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Punkt.  Ebenso  zeigt  man,  dass  Bt  ein  auf  ß,  Ct  ein  auf  y liegender 
Kirkmannscher  Punkt  ist.  Auf  « liegen  demnach  die  Punkte  At  und 
Aj,  auf  ß II,  und  Bs,  auf  y C,  und  Ct\  re,  ß und  y schnitten  sich  aber 
in  einem  Kirkmanuschen  Punkte;  da  nun  je  zwei  gegenüber  liegenden 


ABC 

Spitzen  der  beiden  sphärischen  Dreiecke  . 1 ' ’ auf  drei  in  einem 

Punkte  sich  schneidenden  Kreisen  liegen,  so  liegen  die  Schnittpunkte 
von  jedem  Paaro  von  Gegenseiten  auf  einem  Kreise  d.  i. 


AtB,  B,C\  CIAl 

.'l.j/ig  BSC$  f,  .*1  o 


56 

24 

13 

16 

34 

25 

15 

23 

46 

23 

16 

45 

24 

15 

36 

34 

56 

12 

14 

35 

26 

35 

26 

14 

26 

14 

35 

Dies  sind  aber  drei  Steinersehe  Punkte,  welche  demnach  auf 
einem  Kreise  liegen,  dieselbe  haben  eine  Horizontalcolonne  und  je 
zwei  eine  Verticalcolonne  gemeinschaftlich.  Man  kann  noch  einen 
vierten  Steiuerschen  Punkt  hinzufügen,  der  dieselbe  Eigenschaft  be- 
sitzt, nämlich : 

14  26  35 
25  13  46 
36  45  12 


Daraua  folgt:  Vier  Steinersche  Punkte  liegen  auf  einem 
Kreise,  Steiuerschen  Kreise. 

Die  Charakteristik  des  Steiuerschen  Kreises  ist: 

14  26  35  14  26  35  14  26  35  14  26  35 

23  45  16  25  34  16  23  15  46  25  13  46 

56  13  24  36  15  24  56  34  12  36  45  12. 

§ 21.  Die  Zahlen  1—6  geben  15  Combinatiouen  zu  zwei ; ordnet 
man  9 in  drei  Vertical-  und  drei  Horizontal-Colonnen , so  giebt  cs 
nur  vier,  welche  mit  12  34  56  anfangeu,  nämlich : 

12  34  56  12  34  56  12  3 1 56  12  34  56 

35  26  14  36  25  14  45  26  13  46  25  13 

46  15  23  45  16  23  36  15  24  35  16  24 

Diese  vier  geben  offenbar  nur  einen  Steinerschen  Kreis.  Mit  12 
beginnen  drei  Combinationeu,  nämlich: 

12  34  56  12  35  46  12  36  45 
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Mit  1 beginnen  folgende  fünf  Combinationeu 
12  34  56,  13  24  56,  14  23  56,  15  23  46,  16  23  45, 

daher  giebt  es  fünfzehn  Verbindungen,  welche  Charakteristiken  des 
Steinersehen  Kreises  sind.  Es  giebt  fünfzehn  Stcinorsche 
Kreise. 

§ 22.  Der  Steinerscho  Punkt  ist  der  Pol  eines  Steiuersehen 
Briauehons  Kreise;  vier  Steinersche  Punkte  liegen  auf  einem  Steiner- 
sehen Kreise,  folglich  müssen  sich  vier  Steinersehe  Briauehons  Kreise 
in  einem  Puukte  Steinerscher  Brianchons  Punkt  schneiden. 

In  einem  Steinerschen  Brianchons  Punkte  schneiden 
sich  vier  Steinersche  Brianchons  Kreise;  es  giebt  fünf- 
zehn Steinersche  Brianchons  Puukte. 

§ 23.  Man  bilde  aus  den  neun  Punkten  des  Kirkmannscheu 
Punkten 

12  35  46 
34  26  15 
56  13  24 
12  46  35 


drei  sphärische  Dreiecke,  so  dass  je  zwei  Ecken  je  eines  Dreiecks 
auf  einem  Pascalschen  Kreise  liegen,  also: 


35 

24 

13 

26’ 

Bl  ~ 15’ 

Cl  ~ 46 

12 

„ 56 

„ 56 

34’ 

B'  ” 34’ 

“ 12 

46 

_ 13 

_ 24 

15’ 

““  26’ 

C 3 “ 35 

woraus  sich  ergiebt: 


35 

24 

16 

24 

13 

56 

„ 13 

26 

"i"«  — 26 

15 

34' 

15 

46 

23’ 

C'Al  — 46 

35 

A.Bt  — 34 

BxCt  *= 

56 

CtAx  = 12 

- , 46 

13 

25 

13 

21 

56 

24 

15 

^ = 16 

26 

34' 

ß3C\  = 

26 

35 

14 

C*Ai  “ 35 

46 

45 

12 


36 

12 


Da  die  drei  Bogen 
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Aj  A , A 3 

b,  Bt  n3 

Cj  Cj  C3 

sich  in  einem  Kirkmannschen  Punkto  schneiden,  so  liegen  (§  9)  die 
Schnittpunkte  von  jedem  Paare  von  cntprechendcn  Gegenseiten  auf 
drei  in  einem  Punkto  sich  schneidenden  Kreisen,  das  ist: 


16 

AiBi 

25 

AtUt 

A.ßa 

“ 34 

a3b3 

34 

s 

ß,C, 

23 

ßtC2 

14 

11,0, 

b»c. 

“ 56 

B3C3 

56 

C.A, 

45 

c2A2 

36 

C,A, 

CtA3 

— 12 

CgAa 

12 

(•'3a3 

35  24  16 
= 26  15  34 
13  46  25 

15  46  23 
= 24  13  56 
35  26  14 


26  13  45 


= 35  46  12 
21  15  36 


Der  Schnittpunkt  der  beiden  ersteu  Ycrticakolonnen  ist  der  Steiner- 
sche  Punkt: 

16  23  45 
34  56  12 
25  14  36. 


Durch  diesen  Steinersehen  Punkt  geht  der  Kreis,  welcher  die  drei 
Kirkmauusche  Punkto  enthält: 


35 

24 

16 

15 

46 

23 

26 

13 

45 

26 

15 

34 

24 

13 

56 

35 

46 

12 

13 

46 

25 

35 

26 

14 

24 

15 

36 

24 

35 

16 

46 

15 

23 

13 

26 

45. 

Dieser  Kreis,  welcher  eiuen  Steinerschcn  und  drei  Kirkmannscho 
Punkte  enthält,  ist  weder  ciu  Pascalseher  noch  Steinerscher,  er  heisse 
Cayley-Salmonscher  Kreis:  Auf  einem  Cayloy-Salm on sehen 
Kreise  liegen  ein  Steinerscher  und  drei  Kirkmanusche 
Pnn  kte. 


Die  Charakteristik  dieses  Kreises  ist: 


16 

23 

45 

35 

34 

56 

12 

26 

25 

14 

36 

13 

24 

24 

16 

15 

46 

15 

34 

24 

13 

46 

25 

35 

26 

35 

16 

46 

15 

23 

26 

13 

45 

56 

35 

46 

12 

14 

24 

15 

36 

23 

13 

26 

45. 
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Jeder  Kirkinannsche  Punkt  hat  mit  dem  Steinerseben  eine  Vcrtical- 
colonnc  gomeinsehaftlich.  Da  von  den  60  Kirkmanuseheu  Puukten 
je  drei  auf  einem  Cayley-Salmouschen  Kreise  liegen,  so  ergiebt  sich: 
Die  Anzahl  der  Cayley-Salmouschen  Kreise  ist  zwanzig. 

§ 24.  Da  ein  Steinerscher  und  drei  Kirkmauusche  Punkte  auf 
einem  Cayley-Salmonschen  Kreise  liegen,  so  müssen  sich  die  Polaren 
derselben,  d.  i.  ein  Steinerscher  Briauchons  Kreis  und  drei  Kirk- 
mannsche  Briauchons  Kreise  in  einem  Punkte,  Cayley-Salmouscher 
IJriancbons  Punkt , schneideu:  In  einem  Cayley-Salmouschen 
Briauchons  Punkte  schueideu  sich  ein  Steinerscher  Bri- 
anchous  Kreis  und  drei  Kirkmauusche  Brianchons  Kreise. 


§ 25.  Es  seien  folgende  vier  Cayley-Salmonsche  Kreise  gegeben : 


12 

34 

56 

12 

35 

46 

12 

34 

56 

12 

35 

46 

45 

16 

23 

45 

26 

13 

-— — & j A | , 

45 

26 

13 

45 

16 

23 

36 

25 

14 

36 

15 

24 

36 

15 

24 

36 

25 

14 

12 

46 

35 

12 

46 

35 

12 

35 

46 

12 

34 

56 

- 

12 

35 

46 

12 

34 

56 

45 

16 

23 

45 

26 

13 

= S3A'3, 

45 

26 

13 

45 

16 

23 

36 

24 

15 

36 

14 

25 

36 

14 

25 

36 

24 

15 

12 

56 

34 

12 

56 

34 

S bezeichnet  einen  Steinerschen,  A'  einen  Kirkmanuschcn  Punkt 


S,  und  Aj  haben  gemeinschaftlich  den  Pascalscheu  Kreis 
‘S  n ^1  n n ii  « n 


45  16  23 
36  25  14 
45  26  13 
36  15  24 


Diese  beiden  Kreise  gehen  durch  den  Pascalschen  Punkt 
daher  ist 


45 

36 


Ebenso : 


45  S,A’, 

36  ~ SjA\' 

Sj  und  A"4  haben  gemeinschaftlich  ^ ^ 

Ol)  J 4 JD 


S4 


45  26  13 
36  14  25 


Diese  beiden  Kreise  gehen  auch  durch  den  Punkt  „„ 

36 

Durch  diesen  Punkt  gehen  daher 


/ 
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Thieme:  U nttrxut'hiutyen  über  das  xphäri- che 


^lÄ’g  &3A4 

s2k\  sak.; 


Folglich  ist 

45 

SjA;, 

&,A'4 

36 

SiK 

Ebenso  lässt  sich  zeigen 

12 

S,k\ 

s4/r3 

45 

= StK, 

A3As 

36 

S,A'4 

S,A's 

12 

” -S4A’, 

- s3a, 

Ordnet  man  diese  Ausdrücke  so  zusammen: 


S,  A'j  S3  Aj  S,  K\  St  A's  &,  A’s  S4  Ax 

A'ä  Sjj  A'4  S4  A'4  S4  K3  &,  ' ' A4  S4  A'3  S3 

so  kauu  mau  jo  drei  Verticalcolounen  als  ciu  Dreieckspaar  nehmen, 
bei  welchen  die  Verbindungsbogen  der  Spitzen  sieh  in  einem  Punkte 
schneiden,  daher  die  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Seiten  auf 
einem  Ilauptkreise  liegen. 

Aus  den  obigen  Verbindungen  ergiebt  sich  leicht: 


12 

S3*i 

S3Aj 

_ ^1^3 

-S.A, 

<SsA'4 

36 

~ StK3 

S4A8 

S3ki 

“ S4A's 

s4a4 

45 

SjAs 

S,ATs 

S,As 

«Ä 

= &Ä 

36 

SiKi 

s8a4 

- S4A3 

_ 

S3A'4 

= s4a3 

S*A3 

12 

S,A4 

s,a4 

_s,a-4 

s4at, 

sä 

SjjA3 

45 

SgÄ'jJ 

sä 

S3ATä 

“ SjAfj 

Aus  den  einzelnen  Dreiecken  vou  (I),  (II)  uud  (III)  ergiebt  sich: 


Auf  ein.  Kreise  lieg,  die  Punkte 

12  <SjA',  «JA* 
3b  »S2A2  ÄjA3 

.S4A,  . jAj’ 

s,s;, 

A'2A4 

S*S4 
A',  A';, 

45  jS|Aj  ÄjjA3 

S8A2  a,a4 

SjS2  ^ 

S»S4 

>5  19  1»  1? 

36’  S3A3’  Sj,A'2’ 

s4a4’  S.AV 

a8a4 

A',A» 

45  S,  A'j  A'2A'2 

S4A4  SjA3 

A2A3 

s,s4 

99  59  99  »1 

9» 

12  s2a2  s4a4’ 

A’s  A 5 Ä]  A’j 

A',A'4’ 

AgA3 

Dies  ist  nur  möglich  wenn  die  Bogen 

,SjA’,,  S,Ä*,  S3K3  und  S4A'4 
sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Dies  sind  aber  vier  Cayley-Salmonsche  Kreise,  woraus  folgt: 
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Vier  Cayley-Salmonschc  Kreise  schneiden  sich  in 
einem  Punkte,  dem  Cayley-Salmonschen  Punkte;  solo  her 
Punkte  £iebt  es  fünfzehn. 

Das  letztere  findet  mau,  wenn  mau  die  Betrachtung  von  i 21 
auf  die  Verticalcolonnen  anweudet. 

§ 26.  Da  der  Cayley-Salmousche  Brianchons  Punkt  der  Pol 
eines  Cayley-Salmonschen  Kreises  ist,  so  ergiebt  sich  nach  § 25.: 

Vier  Cayley-Salmonschc  Briauclions  Punkte  liegen 
auf  einem  Cayley-Salmonschen  Brianchons  Kreise,  wo- 
von es  fünfzehn  giebt. 

§.  27.  Aus  § 25.  ergiebt  sich  aber  auch  noch,  dass  die  Punkte: 


12 

s1s3 

SiSi 

36’ 

a'-aY 

A,  As 

45 

SA 

5^84 

36 

A3A, 

A',  As 

45 

sa 

SJSi 

12' 

A’i  A'4 

A,  A3 

auf  drei  Kreisen  liegen,  die  sich  in  dem  Cayley-Salmouschen  Punkte 
schneiden;  die  Verbindungen  von  S geben  Steinerschc  Kreise,  denn 
.SjS*  u.  s.  w.  haben  eine  Vcrtical-  und  eine  Ilorizontalcolonne  ge- 
meinschaftlich; dagegen  haben  A',Ä't  u.  s.  w.  nur  dieselbe  Vertical- 
colonne  vollständig,  daher  liegen  sie  nicht  auf  einem  Pascalschen 
Kreise. 


Durch  einen  Cayley-Salmonschen  Punkt  gehen  drei 
Kreise  mit  den  Charakteristiken: 


S,S. 


Sy% 

AjA,  AjAs 


S,*Skj 

Aä  A; 


SA  SA  S,S:i 


K.K 


in.i 


A\  A", 


§ 28.  In  § 14  ist  nachgewiesen  worden,  dass  es,  ohne  Rücksicht 
auf  die  Ergänzungen  sechszig  Pascalsche  Sechsecke,  daher  auch  eben 
so  viel  Brianchons  Sechsseite  giebt.  Berücksicht  mau  aber  die  Er- 
gänzungen, so  ergiebt  sich:  Es  giebt  Sechseke,  123456  als  Grundform 
angenommen: 

1 

1 . 

3 . 


mit  keiner  Ergänzung: 
„ einer  „ 

„ zwei  Ergänzungen: 


12 

12,  23 
12,  34 
12,  45 
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Th  i nur : Un/eiMic/m itt/e <i  ülter  das  s/diänsche  etc. 


„ drei  Ergänzungen  3 . . 12,  23,  34 

12,  23,  45 
12  34  56 

„ vier  „ 3 . . 12  23  34  45 

12  23  34  56 
12  23  45  56 

„ fünf  „ 1 . . 12,  23,  34,  45,  56 

„ sechs  Ergänzungen:  1 . .12,  23,  34,  45,  56,  61. 

Daher  ist  mit  Berücksichtigung  der  Ergänzungen  dio 
Anzahl  der  Pascalscheu  Sechsecke  60  X 1‘4  *=  7i40;  eben  so 
gross  ist  die  Anzahl  der  Brianchons  Sechsseite. 
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V. 

Geometrische  Deutung  der  Fundamentalgrössen 
zweiter  Ordnung  der  Flächentheorie. 


Von 

R.  Hoppe. 


Eine  Fläche  sei  in  beliebigen  Parametern  u,  v bestimipt.  Von 
einem  beliebigen  Punkte  derselben  P gehen  die  Parameterlinien  (u) 
und  (t>)  und  eine  Liuie  « aus.  Auf  diesen  drei  Linien  nehmen  wir 
die  entsprechenden  consccutiven  Punkte  P»,  P„  P,  so,  dass  der  letzte 
bei  gleichzeitiger  Variation  von  u und  v um  dieselben  Incremente 
Cu,  Bv  entsteht,  welche  die  beiden  ersten  bestimmen.  Entwickelt  man 
die  Coordinaten  der  3 Punkte  bis  auf  zweite  Ordnung,  so  kommt: 

dx  „ . 0*z  0u* 

x*  = ar+äi+0^  2 


dx 


*• = *+  ~a„8v  + sr*  r 


8v*  2 


, dx  _ . 0z  . . 0*a  0«s  . d*x  » „ 0%  0t»51  , dx  0*« 

= x+^0“+0ead  + 0i*T  +0u0t.8"S,’  + 0^  2~  + 07>Y 

* dx  0*e 

+ 0«  2 


wo  0*u,  0*t>  im  Sinne  einer  Variation  längs  « zu  verstehen  sind,  hier 
jedoch  nicht  näher  bestimmt  zu  werden  brauchen,  weil  die  2 letzten 
Terme  auf  das  Resultat  keinen  Einfluss  haben. 


Die  partiellen  Differentialquotientcn  2.  Ordnung  kann  man  nun 
in  der  Form 


s 


Ttil  LX. 
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Hoppe:  Geometrische  Oevtung  der  Fundamentaler  Hasen 


d*X 

du * 


dx 

du 


+Aifc+Ep 


d*z  „9a’,  , 9*  . 

du$v  = B&l  + Ii'dv  + Fp 


C‘X 

dv* 


du 

,8x 

du 


+ Ci  ll + Gp 


auf  solche  1.  Ordnung  reduciron,  wo  p,  q,  r die  Richtungscosinus  der 
Normale,  und  E,  F,  G die  Fundamentalgrösscu  2.  Ordnung  (s.  Arcli. 
LIX.  S.  230.  §.  5.)  bezeichnen.  Dann  wird 


Zu 


Xv 


= A'^+/r*£  + /r^+3' 

dx  dx 

= l£+ L'^,  + L*p+X 


ST» 


dx  dx 

Mdu+M'  äT-  + MtP+* 


dr 


(i) 


und  die  Coeflicienten  haben  die  Werte: 


A'  = Su  + JA  Su*;  A,  = JA,  au*;  A,  = J A’0m* 

L =»  Z,,  = ae+JC’.a»-8;  L,  = jGdv* 

M = du  -f-  J A Sit*  -f-  B du  dv  -(-  J Cdv1  -f-  Jcs« 

Mr  = 3»  + -jA,  a»*-f-  Ej  8»t  JC,  J9*e 
Mt  ■==  J K du- -j-  Fdu.  dv  -|-  JO'  St»* 

Bezeichnen  ferner  A,  A„,  Ar  die  Dreiecke  PPUP r,  PPuPt,  PPtP», 

und  (p)(q){r),  puquru,  Pt  q> r,  die  Uichlungscosinus  ihrer  Ebenen  oder 

Normalen,  so  ist 
7 • 


2J(p)  - 


yu—y  yt  — y 
zu  — z zv  — z 


2duPu  — 


i y>  — yu  yu—y 
*«  — *u  *«  — * 


2A*  pt 


y>—yt  yv  — y 
z, — zc  z,  — y 


und  nach  Einführung  der  Werte  (1)  erhält  man: 


ßy  , ..  h 


9y  . dy 


KU..  + A'i  fl“  + K%i  L ÄT,  + Li  äT, + 


2A(p) 


du 

dz 


dv 

dz 


K&+KiZ,  + Ki 


dv 


dz 
* du 


dv 

i dz  . 

+ L'bv+L*r 
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* ■ dy  dy  . By  » rr  I 

(3/  A')  l -f  (3/,-  Kt)£  + (M,-K,)q  K£+K, £+hiq 

2d»p%  = i 

i + + *£+*,■»+  *>; 

2J,p,  = ! 

r-  0 0 

(Af-Ji)g*  + (Af.-A,)  (Mr-Lfr  A^+Z,  £ + L,r 


oilcr  nach  Zerlegung  der  Determinanten 


KL  KL 

Wp)  “ ! „ r 7?'  + 


e.V  i 

0U^ 


A',A,  IAT.Lj  0- 
i9u  * 


+ 


\By  I 

*,  A. 


Ä»  A 


* Cz 


[9ti 


2JHpM 


\By  \ 

\M  — K K I M—KK  du<1 

' ip+ 

M , — A,  A, : 3/j — A'ä A'2 , g, 

9u  r 


+ 


!?»  ! 

.1/,— A,A,  ?',v 


2Jtpt  = 


j 3/  — L L 


'.By 

\ M — L L s,i' 


'tH-  I 


J — 2i]  Lj  | L%L*%  [03 

Ou  ' 


M.j — A'2A'2  02 
dvT 

|9y 

Sv  1 


+ 


LaL$ 


dz 


wo  tdnSv  das  Flächenelement  ausdrückt.  Da  die  Entwickelung  nur 
auf  2 successive  Ordnungen  gültig  ist,  so  können  die  Terme  4.  Ord- 
nung wegfallen,  das  sind  die  Producte  von  je  2 der  Grössen  A'j,  Ka, 
A,  Lt,  M—K  und  Mx — A„  und  man  erhält: 


2J(  p)  = KLj  tp  -f  KLf 


By 

dy 

Bnq 

— Aj  A's 

8vq 

Bz 

Bz 

du  r 

Bvr 

2 ^mPh  *= 


A’(A'1-3/,)<p+  A(As-3/s) 


By 

By 

a* 

Bvq 

+ (M.-K.)K, 

a* 

\cz 

|&r 

\dvr 

5* 
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2 d,pc 


(M—L)Li  tp-\-(M—L)J L, 


Sy 

dy 

duq 

-LyiM^-LJ 

dv  9 

dz 

dz 

dur 

dvr 

Nimmt  man  die  Quadratwurzel  aus  der  Quadratsumme  der  jo  3 
Analogen  und  beachtet,  dass  nur  der  erste  Term  in  allen  3 Aus- 
drücken zweite  Ordnung  enthält,  und  dass  die  Producte  des  ersten 
und  zweiten , sowie  des  ersten  und  dritten  bei  jener  Addition  eine 
Summe  null  geben,  so  findet  man: 

2J  - KLtt  = (l  tdudv 

2JU  *■=»  K(Ky — Af,)t  = — (0u0»-f-  ^Su*0o+^Sw0o*-f-$3tt0*o)* 

2/1,  *=  (M — L)Lyt  = (3u9»-f  g 8u80e-J- 
woraus  nach  Division  der  vorigen  Gleichungen: 


(p)=H- 


Ltt 


9 y 

dy 

du  q 

Kt 

9 

dz 

Kt 

dz 

du  r 

dv  r 

das  ist 


Pu  ■ 


i M*  Kj 

Myt 


dy 

du  9 
dz 

du  r 


K, 

Kt 


dy 

dv  9 
dz 

dv  r 


p,  — p + 


Ls 

Lyt 


dy 

du  9 | 
dz 

du  r | 


jt  Q Zij 

~Mt~ 


dj 

I 0ti  9 

dz 

dvr 


. , Gdv 

(P)=P+~2T 


i Sy 

Sy 

du  9 

1 

_Edu^9 

dz 

^ dz 

0^r 

j dv  r 
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Sy 

Sy 

. FSn-f- 
P+  t 

du  q 

Edu 

Sv  * 

dz 

2 r 

dz 

SS  r 

dv  r 

P’  =P  + 


Gdv 

2t 


Sy  n 

\Sy 

du  q 

$Edu  -\-  Fdv 

Sv  q 

dz 

t 

\ 3* 

du  r 

dv  r 

Die  consocutiven  Punkto  auf  den  Parameterliuien  nach  negativer 
Seite  hin,  entsprechend  den  Iucremcuten  — du,  —8v,  seien  I\’. 
Diese  bilden  mit  P und  bzhw.  mit  Pt,  Pu  zwei  neue  Dreiecke 

PPtPu,  PPhPv 


Die  Richtungscosinus  ihror  Normalen  seien 

(j>.)(<?t)(rt),  (p*)(q«)(ru) 

und  die  Flächenwinkel,  welche  ihre  Ebenen  mit  der  des  Dreiecks  d 
bilden, 

dr,  8,i 


der  Flächenwinkcl  zwischen  den  Ebenen  der  Dreiecke  und  4, 
bezeichnet  durch  ö.  Dann  findet  man,  durch  Vorzeichenwcchsel  der 
du,  de  die  ( pr),  (p„),  und  nach  Subtraction: 


(p)~  (Pv)  *=  — 


Edti 


Sy 

Sv  ^ 


dz 

Sv 


?» 

du  q 
dz 

SS  r 


pu — P c = 


F 

t 


Sy 

du  q 


du  r 


Nun  ist 


-f-  8r 


j Sy  l\ 

\ävq' 

Sy  q 

dz 

Sv  r | 

* 

dz  r 

i 
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2sin~  = VTT/»)  — (";>»)  |*+ 1(9)  — (fl«)l*+Kr)-—  Ml* 
2sin-“  = l/\(p)  — (i>«)|*+l(«>—  (««)!*+{(»•)— Ml* 
2s'n2  ” ' Ö’»—  />»)*+('/«  — 5e)* +(r« — r,)* 


Nach  Einsetzung  der  Werte  findet  man: 


d = 


F 


0£ 

t 


In  Arch.  LIX.  S.  227.  §.  1.  ist  die  geometrische  Deutung  der 
Fundamentalgrössen  1.  Orduung  c,  f,  g gegeben,  nach  welcher  y e Pu 
und  ~^güv  die  Parameterlinienelementc  ausdrückeu.  Die  letzten 
Gleichungen  enthalten  die  Deutung  der  Fundamentalgrössen  2.  Ord- 
nung, die  sich  in  folgender  Form  am  übersichtlichsten  darstellt: 

tdudv ' d«  tBuBv 

^ y g Bv  du*  * >/  e.  Oil  cvt 


(du  Bo 
duBv 


Die  Kanten  der  3 Flächcuwinkel  sind  die  Sehuen  der  3 Linienele- 
mente der  Curven  (c),  (u)  und  «;  jeder  der  Winkel  ist  durch  das 
zugehörige  Linienelement  zu  dividiren,  alle  dann  mit  dem  Flächcn- 
clemeut  zu  multiplicircn,  dann  die  einzelnen  bzhw.  mit  8 u*,  Bv *,  Puch* 
zu  dividiren,  endlich  der  Grenzwert  zu  nehmen.  Die  winkclbildendeu 
Ebenen  sind  stets  durch  die  2 conseeutiven  Punkte  der  Parameter- 
linie zu  beiden  Seiten  der  Winkelkante  zu  legen. 
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VI. 

Zur  Theorie  der  Symmetriepunkte  erster  Ordnung. 


V..n 

Emil  Hain. 


I. 

Es  seien  xa  die  Punkteoordinatcn  eines  Punktes  P in  der  Ebene 
des  Fundamentaldreiecks  ABC.  Ist  nun 

xa  = 

wo  rp  nnd  ij>  constant  oder  auch  symmetrische  Functionen  der  Seiten 
abc  sind  und  ist  ausserdem: 

xt,  = <pb-\- 

Xe  = cpc-\-1pa  -f-  l/>4 

so  heisst  P ein  Symmetriepunkt  erster  Ordnung.  Ist  ip  nicht  gleich 
Null,  so  können  die  Coordinaten  x„  durch  ip  dividirt  werden  und  es 
ist  dann  qp : t|>  ebenfalls  constant  oder  symmetrisch.  Die  Form  eines 
Symmetriepunktes  erster  Ordnung  ist  also  tpa-\-b~\-c.  So  erhält  man 
für  <p  =-f- 1 das  Inkreiscentrum,  für  cp  — 0 den  Punkt  ft-pc.  Will 
man  den  Punkt  a d.  i.  den  Grebe’schen  Punkt  auch  mit  einbeziehen, 
so  ist  in  diesem  Falle  9 = + ce.  Die  Construction  des  Punktes 
ipa-j-4-j-c  ist,  wenn  <p  eine  numerische  Constante  bezeichnet,  folgende: 

Man  zieht  die  Höhen  des  Droiecks.  Die  Höhe  von  A auf  BC 
wird  über  ihren  Schnittpunkt  Ha  um  H„Al  = cpa-\-b-\-c  verlängert. 
Man  zieht  durch  A1  Parallele  zu  BC.  Sie  bilden  ein  dem  Urdreieck 
ähnliches  Dreieck  AtBtCt.  Die  Geraden  AAt  treffen  sich  im  Sym- 
metriepunkt cpa-\-b-\-c. 
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<P  und  *P  seien  die  Punkte  cpa-\-b-\-c  und  Ihre 

Mitte  ist  der  Punkt: 


(pa+^  + e tpa+6-f-c 

2a  (epa  b-\-  c)  2a(ipa  -\-b-\-c) 

= (qpa  — j—  ä — {- c) (ip-Sa* -\-22bc) -j-  (ip«-)-Ä-|-  c)  (cp Zn1  -\-'12hc) 


2<pi/>Z?a*-f-  2(g>-|-lp)  2bc 

4Zie-f-  (<JD  — '«P)  Ü*  J 


+ * + « 


Die  Mitte  der  Pnnkte  cp  und  tp  ist  also  der  Punkt: 


2cprp2a'i-{-2(cp-\-tp)  2bc 
A2bc-\-(cp-\-  tp)  2er 


Die  Mitte  der  Punkte  -|-<P  und  — <P  ist  der  Punkt:  <ptp2a*:22t,c. 
Damit  ein  Punkt  * die  Mitte  zweier  Punkte  cp,  tp  sei : ist  notwendig,  dass 


woraus: 


2qpip.£as-J-2(<p  — j—  t^)  2bc 
4 — j—  ( — |—  qo)  2a* 

X(p-\~Xty  — 2<ptp  2 Ehe 
cp  -j-  tp  — 2j[  2a* 


m. 

Ist  P=p„  ein  Symmetricpuukt  des  Dreiecks  ABC  und  P'  = pn’ 
derselbe  Symmetriepuukt  für  das  Mitteudrcieck,  so  ist: 


, ha — pa 
Po  — — Tj 

WO 

/,  = 2 A ABC  _ 2 F 
a a a 

(Archiv  LVIII  164). 

Für  P = ipa-f-Ä-j-c  hat  man: 


pa  — 2 F. 


epa  -f-  b -f-  e 
Cp  2a*  -j-  22bc 


r’  = 5 - = fc[*  <*■+«•>+*+  ifc] 


Die  Symmetricpunktc  erster  Ordnung  des  Mitten- 
drciecks  sind  Symmetricpunktc  vierter  Ordnung  des 
Urdrciecks. 
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Die  Punkte  <pa-{-b-\-c  liegen  auf  der  Geraden  b — c.  Sonach 
liegen  auch  die  Punkte  P'  auf  einer  Geraden.  Für  «30  = — 1 erhält 
man  P'  = ie(4+e).  Dem  Inkreiscentrum  entspricht  der  Spiokorschc 
Punkt.  Für  <p  = 0 wird  P'  = bc{lc-\-  Ehe).  Die  Gerade  b — c des 
Mittendreiecks  ist  also  die  Verbindungsgerade  der  Punkte:  ic(6-(-c), 
4c  (4c  4-  Ebc)\  sie  ist  die  Symmetriegerade: 


i ea(c-\-a) 
I ab(a  + l) 


ca  (ca  -}-  Ehe)  \ ( c-\-a  Ehe  ; 

ab  (ab Ehe)  \ ( a-f-i  Ehe  ' 

= a(b  — c)  (Ehe — a*) 


ö*|-i 


ca  | 
ab  J 


Den  Abstand  d eines  Punktes  pa  von  der  Geraden  Eatxa  = 0 
gibt  die  Formel: 



y Ea^  — 2Eblc1  cos  « 

wo  a = CAB. 


Für  den  Abstand  des  Punktes  bc(b-\-c)  von  der  Geraden  b — c 
hat  man  also: 

, 1>r  bc(b-\-c) 

= b~C'  Pa  “ ^F'  '2abcEa 

£a^°^EaEaHh-c) 

Za*  = 2Za*-2Zbc 

Ea  (a  — b)(a  — c)  (&*  — )—  c5*  — o*) 


— 2Zb1c1cosa 


abc 


Die  Gerade  a(b  — c)(Zbc — a*)  ist  parallel  der  b—c , also  gibt 
d ihren  Abstand. 

DorAbstanddcrGeradenallerSymmetricpunkto  erster 
Ordnung  eines  Dreiecks  von  derselben  Geraden  des 
Mittendreiecks  ist  gegeben  durch  dio  Formel: 

f F Ea*(b  — c) 

V abc  [3abc  Ea*  — 4 abc  Ehe -j-  Ea*  (4-f-c)  — Xa5] 

Die  Verbindungsgerade  der  Punkte  P,  P'  ist  die  Gerade: 


(pb  — c —f-  a 
yc-\-a-\-b 


ca  [<p  (c*  -f“  «2)  + ca  4~  ^bc] 
ab[(p  (a-  -(-  b*)  -f-  ab  -(-  Ebc\ 


„2 

b ca  ( c * -f-  a*) 

1 = qp* 

\ 

c aA(a!4~4s) 

ca  (ca  -f-  Ehe)  1 c-\-a  cn(c*-j-aS)  i 1 

ab (ab-\-  Ehe)  \'  , a-\-b  ab (a* -j- fis)  | ( 


+ 


c 4"  a ca(ca-\-Ebc) 
a-\-b  ab(ab-\-Ebc) 

<P*At  4*  <pAi  4*  Aq 
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wo  At,  A,,  A0  nach  b und  c symmetrische  Funktionen  bezeichnen, 
die  für  ungleichseitige  Dreiecke  nicht  Null  werden.  Es  gilt  also 
der  Satz: 

Die  Einhüllende  dor  Verbindungsgeradon  der  Sym- 
metrie punkto  orstor  Ordnung  eines  Dreiecks  mit  den  ent- 
sprechenden Punkten  des  Mittendreiocks  ist  oin  Kogel- 
schnitt 


IV. 

Gibt  es  einen  Symmetriepunkt  erster  Ordnung,  dessen  Umkreis- 
polare  parallel  seiner  Harmonikalcn  ist? 

Die  Harmonikalc  eines  Punktes  xa  und  seine  Umkreispolaro  sind 
bezüglich  die  Geraden  xbxc,  bxc-{-cxt.  Für  ra  = qpa-f-6-|-c  ist: 

XbXe  = (qpi  + = ßy 

bxc  -f- exh  — ft  (<pc— f-a  — ä)  — J—  e(qp&  — (—  c — }—  <»)  = by-\-cß 
wenn  während  der  Rechnung  <pa-\-b-{-c  = a gesetzt  wird. 

Die  Bcdiuguug  des  Parallelismus  zweier  Geraden  a„  o,  ist: 

Za  b.1  Cl  = 0 

6,  Cj 

Sonach  haben  wir  zu  setzen: 


Za 

I 


ya 

ca-{-ay 


aß 

aß  -j-  ba 


= 0 


| “l, 

Ca  -\-ay  ap-f-ia 


ay 

ca 


aß  ; 
ba  I 


Nun  ist: 


Zaa,(  h — e) 


*=  Za<\*(by  — cß ) ■=  0 

by  — cß  = (b  — <r)  (a  — (—  ft  — |—  c) 
n*  = ijp*  <**—(—  (ft  — c)  — }—  (ft  -|—  f)* 

<p*Za3  (b  — c)  -f-  2 q>  Za 2 ( b * — c*)  -f-  Za  ( b * — c*)  (6  -f-  c) 


Somit  ist: 

tpiZai(b — c)-f-  Za3(c — b)  — 0 
<p  = i 1 

Es  entsprechen  also  nur  das  Inkreiscentrum  und  der  Punkt 
b-\-c  — a der  angegebenen  Bedingung. 
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V. 


Die  Entfernung  <1  zweier  Punkte  />,»,  qa  ist  durch  folgende  Formel 
gegebcu: 

rf*  =—  ifi  £a{pb  — qb)(pe  — qc) 

Bezeichnet  7 das  Inkreiscentrum,  so  ist  für  0 — p0,  1 = qa: 

tprt-fA+c  2F 

^,|J  " ' qp  ■£«*-{-  2 Zbc  a-j-6-j-c 


pb—qb  = 27’ 


qr/<  -{-  r -j-  a 1 
qp  in2  -j-  2 2.7«;  Za 


“ (v Za* -[-‘2 Zbc)  . Za  ^ 'ia^  + (“  + c)  2Äc] 

Nun  ist: 

£a.  27i  = Za*-\-‘2Sbc 
(a-)-Ä-(-e)2^fi — Za*  = '2Zbc 
bZa  — Za * = — (a  + c)Za  + 2Zbc 

Hieraus  folgt: 

2 F 

P"  ~ ® (V-l)(ia  + *c-a*  - e*) 

Wir  können  also  setzen: 


d = 


<P--  1 « 

qp-ff  ' 


wo  r und  9 symmetrische  Funktionen  der  a sind  und  kein  qp  ent- 
halten. Demgemäss  ist: 


<bl  = 

qp  + t ’ 


d>7:  !F7  = 


VI 


tp  — l 


'g+r 

qp  — 1 < ip  — 1 
qp  + « ‘ lg  + « 


9 


(qp  — 1) (</>-(-«)  VI  — (tl> — l)(<p-f-r)  <P7 
q>(ig  — 1 )<*>/—  V(qp—  1)  VI  = t[(<p  — 1)  VI—  (tg  — 1)  <P7] 

Dies  führt  zur  folgenden  Relation: 

qp  (i/>  — 1)  0/ — Tg  (qp  — 1)  VI 
(ig— 1)  01—  (qp—  1)  VI  = C0DSt' 


Wird  die  Distanzformel  auf  die  Punkte  -|-<p  und  — qp  angewendet, 
so  erhalten  wir: 
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_ op  y«+6+c  _ „„  — ya-fa+c 

— J — <p£a*+2£bc 

4.F<i>[2A.£&c — (e-|-a).£as] 
rb  — Vb  = (<p2a*+2Ebc)  (—  g>Ä»*-f  2£4cj 

Bezeichnen  wir  mit  dtp  die  Distanz  der  Punkte  -f-  9>»  — 9;  so 
können  wir  setzen: 

. v 

0ap 


*_ 


wo  t und  # symmetrische,  von  cp  freie  Functionen  der  Seiten  a sind. 
Sonach  ist: 

dy.a*—  vt_e-  lU»_t 

— t)chp  = <p(tys  — f)rfij. 

<pil>(<ptl<P  — = e ( — cp<l<ii) 

Cß  da  — Ipdib 

— const. 

1 \)<iy — tpdij, 


VI. 

Die  Harmonikalo  des  Punktes  qpa-|-i-}-c  >st  die  Gerade: 

(qpi— (—  J—  o)(qoc  — (—  « — |—  = 9?*äc— f-  «)o(**-|-c2  — |—  «A— f-  ac)  — f-  (<*— f-A)  (a-f-  c) 

Ihre  Gleichung  ist  also: 

tp2£bcxa-\-<p£(bi-\-ct-\-  oA-J-fw) xa-\-  £ (« -j- A)  (o -|- e)  x0  =»  0 
Hieraus  folgt  durch  Differentiirung: 

2cp£bcxa-\-  2^(6*-(-c*+a4-(-ac)3:o  **»  0 

£ (b2  -f-  C*  -}-  (lb  -|-  ac)  Xa 

^ 2 £bcxa 


Die  Einführung  dieses  Wertes  gibt  dio  Gleichung  der  Einhüllenden : 


2 £bcxa  £(bt-\-ci-\-ai-\~oe)xa 

£(b1-\-ci-\-ab-\-ac)  Xa  2£  (a-\-b)(a-\-c)xa 


Aus  der  Form  dieser  Gleichung  ergibt  sich  die  Einhüllende  als 
ein  Kegelschnitt,  dessen  Tangenten  die  Geraden  bc , (a-f-A)  (a-|-c) 
d.  i.  die  Harmonikaleu  des  Grebe’schcn  Punktes  und  des  Punktes 
A-f-c  sind.  Will  man  bestimmen,  in  welchen  Punkten  dieser  Kegel- 
schnitt mit  der  Goraden  A,-|-c,(-|-aA-(-ac  d.  i.  mit  der  Umkreispolareu 
des  Punktes  A-J-c  sich  schneidet,  so  erhält  man:  • 
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£bcxa  ■ £ (a  4)  (a  -f-  c)  x4  = 0 

Die  Schnittpunkte  xa  gehören  also  dem  System  der  Geraden  Ac 
and  (u-|-A'(a  -|-e)  an.  Ihr  Schnittpunkt  kann  nicht  ein  Punkt  der 
Gurre  sein,  weil  bc  und  (a-f-A)(a-|-e)  ihre  Tangenten  sind.  Es  kön- 
nen also  nur  die  Berührungspunkte  dieser  Tangenten  jene  Punkte 
sein,  in  welchen  der  Kegelschnitt  die  Gerade  A*-j-cs-f-a*-j-ac  trifft 
Diese  Gerade  ist  also  die  Polare  des  Schnittpunktes  der  Geraden  bc 
und  (a-(- A) (a-(- c).  Nun  ist  aber: 


_ ca  ab 

0 i (A  + cjftA  + a)  (c-fa)  (c-f-A) 


(a-j~A-}-e)  £a*  (A*  — c*)  =0 


Die  Geraden  bc  und  (a  + A)(a-(-c)  sind  also  einander  parallel. 
Die  Polare  A*-j-c*-|-aA-f-ae  ist  ein  Durchmesser.  Die  Einhüllende 
ist  ein  Centralkegelschnitt. 


Die  allgemeine  Gleichung  eines  Kegelschnittes  ist: 


Hier  ist: 


£ganXai-\-'2£guXbXr  = 0 


9aa  — 2abc£a  -j-  2A*c*  — a*  (A*  — <r*)  — b*  — c*  — 2a  (6s-f-  c*) 
gbc  — a(A5-(-c3)-{-aAc^a 

-f-  n*  ( A*  -(-  e*)  — a 4 — 2A*c*  — aJ  (A  -|-  c)  — Ac  (A*  -f-  c*) 


woraus : 


Wien,  Mai  1876. 


£gaa  — 2£gcb 


* 
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VII. 

Beziehungen  zwischen  Dreieck  und  Kreis. 

Von 

Emil  Hain. 


I. 

Der  Mittelpunkt  eines  Kreises  sei  gegeben  durch  die  Coordinaten 
aßy  in  Bezug  auf  das  Fundamentaldreieck  AltC\  der  Radius  dieses 
Kreises  sei  ä.  Es  ist  die  Gleichung  desselben  in  trimetriseheu  Punkt- 
coordinaton  zu  bilden. 

Die  Entfernung  d zweier  Punkte  p„,  q»  ist  durch  folgenden  Aus- 
druck gegeben: 

— abcEa  (pu  Egqa — qbEgpa)  (pr  Eaqa  — qe  Egpa) 

( £<’Pa  ■ Eaqa)'1 

Für  qa  = o,  p„  = r„,  d = ö erhalten  .wir: 
ö*  (Eaa)*  .(EaxaY  *= 

— <iie[(2^ia)2.  Eaxixc — Eaa  Eaxa.  Ea  (ßre-\-  yxb)  -f-  (Eaxa)iEaßy'\ 

[<J* . = 

— abc ( Eaa)1 . Eaxbxc -f-  abcEauEaxaEa (ßxc  -|-  yxi) 

Nun  ist: 

Eaxa  ■ Ea  (ßse  -f-  yxb)  ■= 

Ea  (by  cß)  x„*  -|-  E [a  (b2 + c2)  -f-  a (bß  -|-  cy)]  xtrc 

Die  verlangte  Gleichung  des  Kreises  ist  also  folgende: 

Ea s | [d* . ( E o«)s  -j-  abcEaßy]  — bc  (by  -f-c/})  Eaa  j ra2 
-f-  Ehe  ^^.(Eaay-^-abcEaßyl  — uo(4a-}-cs  — a*) Eaa]  xtXc  = 0. 
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Die  Gleichung  des  Inkreises  kann  aus  dieser  allgemeinen  Gleichung 

gebildet  werden,  wenn  wir  setzen: 

„ . 2F 

Zaa  = £a,  o — j,~ 

Der  Coefticient  von  x,,1  wird: 

o*  \4F*  -\-abcZa  — 4c  (4 -f-  c)Za\ 

= 4a**(* — a)  |(* — 4)(* — c)  — 4e} 

= —4^  »*(*  — «)* 
wo  2#  = a-{-b-\-c. 

Ferner  erhalten  wir  für  den  C’oefticienten  von  x»x,: 
bc  [&F*-\-2abcZa — o(4*4~c* — a*)2a\ 

= bc  {8/’*  4~a  (a4-*'t"cKa*  b*  — c*4-24c)  J 
“ 8 4c*(* — 4)(* — c)(*  — a-\-a) 

= 84c*1  (»  — 4)  (*  — c) 

Es  ist  sonach  die  Gleichung  des  Inkreises: 

<£«*(«  — a)*xa1 — 2Zbc(s  — 4)(*  — c)xn>  — 0 
(Archiv  LIX  Seite  86). 


II. 


Die  gefundene  allgemeine  Kreisgleichung  gewinnt  in  einigen  Fül- 
len eine  besondere  Einfachheit.  Für 

6*  .(Zaa)*-\-  abcZaßy  = 0 

bekommen  wir: 

Za(by  -\-cß)  xa* — Xa(414-e11  — a*)xsxf  — 0 

Diese  Gleichung  ist  die  eines  Kreises,  dessen  Centrum  aßy  uud 
dessen  Radius  gegeben  ist  durch: 

V — abcZaßy 

d==  — z^r 

Ein  anderer  Specialfall  ist  2aßy  — 0.  Dann  befindet  sich  der 
Mittelpunkt  des  Kreises  auf  dem  Umkreise  des  Fundameutaldreiecks. 
Wir  erhalten: 

Za 1 [<5*^00  — 4c  (4y  4*  cß)~\  •r®1 

4*  X4c[2d**Eao — ao(41,4“<;,  — n*)]x»Xc  — 0 
Setzen  wir  hier  x0  — 4c,  so  folgt« 
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Dd^aet — Zbc(by-\-cß)  — Zaa  (i*  — J—  c*  — «*)  = 0 
i)dsZaa  — 2 Zaa  (AÄ-|-  c3)  -f-  Za3a  =-=  0 

Setzen  wir  2As-{-2c* — «*  = A*a*  und  bezeichnen  wir  mit  ptt  die 
Seitennormalen  des  Centrums,  so  wird: 


Diese  Relation  gilt  also  für  alle  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf 
dem  Umkreise  des  Fundameutaldreiecks  liegen  und  die  sich  im  Schwer- 
punkte desselben  schneiden. 


Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  fi,  so  kann  nach  I.  gesetzt 
werden : 

Pffaa  ==  a*  I [d*.(Zaa)*-\-abcZaßy] — bc(by  -|-  cß)Zaa) 

2 pgbc  — bc  \2[d* .(Zaa)*-]-  abcZaßy] — — a*)Zaa\ 

Hieraus  folgt: 


unabhändig  von  ö.  Somit  sind  zwei  Kreise  (gnn,  gbc),  (gaa',  gu')  con- 
centrisch,  wenn: 


III. 


Die  Gleichung  des  Kreises  sei: 

Zg„axai-\-2Zgberi,Xc  = 0 


2/1  (^~bc)  = ["“(**+«*— a*)—2bc(by+cß)]Zaa 


Es  sind  also  die  Differenzen: 


9'ia  gbc 
a*  bc 


gaa  gbc , gbb  gca , 9cc  gnb  gaa  gbc  . gu 

cP  bc  " 4*  ca  c*  ab  a * bc  4* 


gab' 

ab 


so  ist  nach  I. 


Setzen  wir 


IV. 

i*  .(Zaa)*-\-abcZaßy  = e 
^ = * — bc(cy-f-cß)Zaa 


jf  — t — Cfl(on-|-ay)ia«r 
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j = £ — ab(aß-\-  ba)Zaa 
% 

= 2 1 — aa(A*-f-e* — a*)Zaa 


Diese  Gleichungen  ergeben: 


gu>  ,gcc 
A*  ' c* 


'2gbc 

bc 


— — a*(Zaa)3 


c*giA  -f-  b *gce  — 2 bcgbc  = — a*A*c*  ( Zita)* 

Es  ist  also  der  Kegelschnitt  (g,M,  goe)  ein  Kreis,  wenn: 

b*9cc  -f-c*yw,  — 2 bcgu 
— c'*gw,  -f-  a*gcc  — 2 cagcn 
*=  atgib  -\-b*g,M  — '2abgab  = COllSt 


V. 

Nach  III.  können  wir  setzen: 

a (A*-[-  e* — ■ a*)  (t — 2 Ae*  ß — 2b*cy  = — ^c) 

— 2c*aa-\-b(c*+ai—bi)ß—2ca3y  = — 

— 2aA*a — 2a*A(3-f-c(a*-)-A* — e*)y  = 

Diese  drei  Gleichungen  genügen  zur  Bestimmung  der  Coordinaten 
des  Mittelpunktes.  Es  ist: 


gaa  gbc 
a*  bc 

- 2Ac* 

— 2A*c 

+A(c*+«*-A*) 

— 2ea* 

gce  gab 
e*  ab 

2a*A 

-}-c(«*-}-A* — i 

*•) 

bc  ( bcgaa  — algbr) 

— 2c3 

— 2A* 

ca  ( cagu  — b3gCa) 

c*  + a*— A* 

— 2a* 

ab{abgcc  — ctgai,) 

— 2a* 

Ilaben  die  Coefficienten  von  ga„  in  Bezug  auf  n,  A,  c die  Dimen- 
sionen r»,  so  ist  der  Mittelpunkt  im  Allgemeinen  ein  Punkt  von  der 
Dimension  m -f- 10. 

Teil  LX.  6 
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VI. 

Zwei  Kreise  (</„„ , gu)  und  (g„„\  gu')  schneiden  sich  höchstens 
in  zwei  Punkten.  Der  Kegelschnitt  lgna-\-kgaa',  </<«•+  kgu')  geht  also  ' 
durch  dieselben.  Dcgenerirt  derselbe  in  ein  System  von  zwei  Gera- 
den ; so  ist  die  eine  Gerade  die  Radicalaxe  beider  Kreise  von  der 
Form  die  andere  ist  die  uncudlich  eutferutc  der  Dreieckebeue. 
Dann  können  wir  ser/.eu: 

£ ( gan  + i-gna')rai  + 2 £ (gt,c  -f-  kgbc')  nie 
— £ar„ . £a1ra 
= £ualr„'i-\-  £(bct  -f-ci,)a-43c 

woraus  folgt : 

flfl , — g,ia  kg, tn 

bcl  -f-  cbl  — 'Igu  “|-  ~kgic' 

Aus  diesen  Gleichungen  muss  sich  l als  symmetrische  Function 
der  a ergeben.  Wir  erhalten: 


. . 0,  , bgCc-\-kbgCc'  . rgub-\- kegu,' 

2gu+2i.gbc  = - — 1 b — 

1,-gcr  -f-  r^gi.b  — 2hcgu- 
b-ijcc'  -f-  c-guj  — 2bcgte 

Die  Radicalaxe  der  beiden  Kreise  ist  also  die  Gerade: 


G — b*gCc  -\-c*gi,b  — ‘2begu 

W — b-gn'  -f-  C*gi,b'  — 2 beghe' 


für  den  Umkreis  ist: 


• g,ui'  = 0,  gu ' =-j-o 

Also  ist  die  Radicalaxe  des  Umkreises  und  des  Kreises  (gnn,  gu) 
die  Gerade  heg  an- 

Ebenso  ist  die  Radicalaxe  des  Kreises  (g„a',  gu)  in  Bezug  auf 
den  Umkreis  die  Gerade  bcg,m'. 

Drei  Gerade  a„  aa,  a3  schneiden  sich  in  einem  Punkt,  wenu: 


i rti  *j  ci  I 
aa  b3  c3  = 0 

i a3  ^ 4 CS 
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.Für 


«1  = hctjan 
«i  = hcgnn 


erhalten  wir  eine  Determinante,  die  in  die  Summe  zweier  Deter- 
minanten zerlegt  werden  kann,  deren  jede  Null  ist.  Es  sehneiden 
sich  also  die  Radicalaxeu  dreier  Kreise  in  einem  Punkte. 


VII. 

Der  Kreis  (g„„,  gw)  trifft  die  Gerade  BC,  für  welche  xa  = 0,  iu 
deu  Punkten 

ghb  Xb^-^grr  Te*-\-2gbeTbTc  = 

woraus : 

Tb  _ — Obe +V yix*  — gbbgcc 

Tc  gu 


Setzen  wir  während  der  Rechnung  V gi,r  — gbbgcc  ==■  n,  so  haben  die 
Schnittpunkte  der  liC  mit  dem  Kreise  die  Coordinaten: 

o — gbc-\-a  +£»46 
0 —gbc — « + 344 

Bezeichnen  wir  die  Mitte  dieser  beiden  Puukte  mit  At,  so  müssen 
wir  zunächst  die  Seiteunormalen  der  erstereu  berechnen,  um  die  Coor- 
dinaten von  At  anzugeben.  Die  Seitennormalen  sind  den  Coordinaten 
proportional,  sie  sind  also: 

0 ( — <744* 

0 (— gbc  — o)fi  gbbg 

wo 

_ 2 F 

— bgbc-\-hu-\-cgbb 

2 F 

**  — J>gbc  — ha  -f-  egbb 

Sonach  ist: 

yt,=0,  k(—  «74c -f  «) -|- ft  (—  gbc  — o),  (A-}-f*)£t44 

Nun  ist: 

k(  gu  -f-  a)  -f-  n ( — gbc  — n)  = hgbc-  — cgbCgu  — An*  = gib ( hgee  — •'gbc) 
(A  + p)  <744  = <744  (Cff44  — hgbc) 

6» 
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Wir  haben  also: 


Aj  = 0,  hgce  — cgtc,  cgu,  — hgu 

Die  Seiteunormalen  der  A,  sind: 

2 Fjbgte  — eff  he) 2 Fjcgbb  — bgtw) 

’ Afy«  + c'-gbi  —2  öcgbc ' >rgcc  + — '2bcgu 

Nun  ist  aber  1' *gCc  + c*gbb  - ibcgic  constaut.  Also  ist  der  Schwer- 
punkt des  Dreiecks  AlBICi  der  Punkt 

agcc  — cg«c  QQbb — hg  ab 

Es  gilt  derauach  der  Satz: 

Trifft  der  Kreis  (gca,  gbP  die  Seiten  BC  des  Fundamentaldreiecks 
in  zwei  Punkten,  deren  Mitte  A,  ist:  so  ist  der  Schwerpunkt  des 
Dreiecks  A1B1C\  der  Punkt: 

a (gbb  + Qcc)  — hgab  — cg„. 

So  entspricht  jedem  Kreise  ein  Punkt,  der  auch  daun  noch  reell  ist, 
wenn  die  Schnittpunkte  des  Kreises  mit  der  BC  imaginär  sind. 

VIII. 

V sei  ein  Punkt  in  der  Ebeuc  eiues  Dreiecks,  PA  treffe  BC  in 
Pa.  Es  ist  die  Gleichung  des  durch  die  Pa  gehenden  Kreises  zu 
bilden,  wenn  P = p,tptpc  gegeben. 

Dann  ist  Pa  = Opipe  und  wir  haben  folgendes  System  von 
Gleichungen: 

pi*gbb-\-pc*gcc-i-2pbpegbc  — 0 
c*gbb-\-b*  gcc  — 2 Lcgbc  = M 

wo  M nach  a,  A,  c symmetrisch  ist.  Hieraus  ergibt  sich: 


0 

Pb1 

Pc * 

Pb  pc 

0 

0 

0 

0 

Pc * 

0 

pepa 

0 

0 

P-* 

0 

0 

* 0 

pa  pb 

M 

c* 

A* 

— Ae 

0 

0 

M 

0 

a * 

0 

— ca 

0 

M 

a * 

0 

0 

0 

— ab 

Lassen  wir  den  symmetrischen  Factor  M weg,  mit  dem  jedes  gM  und 
gu  multiplicirt  ist  und  vertauschen  wir  die  erste  und  vierte,  zweite 
und  sechste  Colonne;  so  folgt: 
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PbPc 

0 

pc* 

0 

0 

Pb* 

0 

0 

Pc* 

0 

Pcpa 

0 

0 

pa  pb 

0 

0 

0 

Pb* 

ffa  a ==J 

— bc 

0 

A* 

1 

ü 

c • 

0 

0 

o* 

1 

—ca 

0 

0 

—ab 

0 

1 

0 

a* 

Die  weitere  Determinautcurechuung  gibt: 

„ g,x n = aj>bpc  (/?'+/—«') 

= api,]ic(ap„-\-bpi1)  (apa-\- cpc) 


wo 


Werden  diese  Werte  in  die  Gleichung 

pb*gt>b  + pc*gcc  + 2 pt  pc  gbc  = 0 
eingesetzt,  so  bekommen  wir: 


2gt*  = — pn[ppb(y’+«'—  ß')  + cpe(a’-\-ß'—  y')] 

Der  Kreis,  der  durch  die  Fusspunkte  der  Transversalen  des  Punktes 
r = pa  geht,  hat  also  die  Gleichung: 


laptpciß’-j-  y—  o‘)ras — Epa[bpb{y' — ß')-\-cpc(a'-\-ß' — y')]wc  = 0 


Ist  p„  ein  Punkt  von  der  .Dimension  n,  so  sind  die  Coeflicieiiten  gna 
von  der  Dimension  6n~|-4.  Der  Mittelpuukt  des  Transversalkrcises 
ist  somit  nach  V.  im  Allgemeinen  ein  Punkt  von  der  Dimension 
6n-j- 14. 

IX. 


Trifft  die  Seitennormale  eines  Punktes  P die  Seiten  BC  des 
Fundamental  drei  ecks  in  Af,  so  ist: 

Ap  = 0 pb-\-paCosy  pc-\-pncosß 

Für  einen  Punkt  Q erhalten  wir: 

Aq  = 0 qs-f-^aCOSy  5c-j-9ac08^ 

Die  Punkte  AP,  Aq  liegen  auf  einem  Kegelschnitte: 

Eg  an  ra*-\-2  Egbc  *b  rc  =■  0 

Setzen  wir  die  Coordiuateuwertc  für  AP , Aq  oin,  so  bekommen  wir: 

( Pb  +P«  cos  y ) igbb  -f-  ( Pc  -f-  pa  cos  ß)  *gcc 
-f-  2 ( p»  -f  p„  cos  y)  ( 7>c + Pa  COS  0)  04c  = 0 
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(qi , + 9«  COS  y)*!ßb-\-(<Jr  4-  qn  COS  ßYgcc 
+ 2 (qh  -f*  qa  COS  y)  (qc  + q„  COS  ß)gbc  = 0 

woraus : 

( V>‘  + Pa COS  y)  (/)<  + Pa  COS  ß),  (/»c-f-^nCOSfJ)2 
9«»  _ — I (qh  4-  qa  COS  y)  (qc  + q„  COS  ß),  (g«  + 9«  COS  ff)*  [ 

2<? öc  j (ph  4“ 7>o  cos  y)s,  ( ^c+;)'‘c'08  ß)2 

(5»  4- 9«  cos  y)2,  (<Zc  4-9«cos/3):! 

— ( /tr  4“ /'«  COS  ß)  (qc  -j-  q„CDs  ß) 

( />(<  4-  j>„  cos  y)  (gc  4-  (/„  cos(S)  4“  ( ]'c  4~  l>o  cos  0)  (<74  4-  9«  cos  y) 

Für  5«  = pi,pc  wird  der  Zäler  nacii  a und  c,  der  Kenner  nach 
h und  c symmetrisch.  Es  ist  dann: 

gu> — pi.  ( p,  +p«  COS  ß)  (p, 1 4 -pe  cos  ß) 

2gu  — ph  ( pi,  4~  pa  cos  y)  ( p„  -f  />,  cos  ß)  + ( pe  4~  p«  cos  ß)(p„  4 ~pi-  cos  y) 

Die  AP.  Aq  liegen  also  auf  dem  Kegelschnitt: 

gaa  = — pa  ( pb  4“  Pc  COS  Qf)  ( pc  4~  Pb  COS  ff) 

2ghc  = />t(7’6  4-^'iCO8y)(/>,,4-;>cCos^)4-7>c(/>c+^«C0S^)(7,''+^eos  /) 
Dieser  Kegelschnitt  ist  ein  Kreis,  wenn : 

e^gbc  4-  bsgce — 2bcghr  = const. 

Hier  wird: 

c*ph  ( Pc  4~/>'i  cos  ß)  (p„  4-  pc  cos  ß)  4-  b2pc  ( p,i  4-7'»  cos  y)(jn  4-  P* cos  Y) 

4-  bcpi,(  ph  4~  p„  cos  y)(  7),,  4~  pc  cos  ß)  4-  hcpA  pr-\~P”  cos  ß)(  p«  4-  Pb  cos  y) 
— cpb  ( Pa  + PC  cos  ß ) [c  (pr  -\-p«  COS  ß)  4"  b (pb  4-/’«  COS  )’)  ] 

4-  *pc  (pn  4~  P>>  cos  y)  [b  ( pb  4-7»«  cos (p<-  ~\~P"  cos  0)] 

= [ppb  ( pa  4*  pc  COS  ß)  4“  bpc  ( pu  4-  ph  cos  y)  ] . Zajht 

= £ap»pc . Eap„ 

Die  Fusspunkte  der  Seitennormalen  der  Punkte  p„  und  pi,  pc 
liegen  also  auf  einem  Kreise.  (Fiedler-Satinon  Kegelschnitte  3.  Auti. 
S.  202). 

X. 

Treffen  die  Geraden  PA,  QA  die  BC  in  Qa\  so  liegen  die 
Punkte  Pa,  Qn  auf  einem  Kegelschnitt.  Unter  welcher  Bedingung 
wird  derselbe  ein  Kreis? 

Ist  P = pa,  Q = qa-,  so  ist  der  Kegelschnitt  (g,M,  ghe)  bestimmt 
durch 

g«a  ~ pb  Pc  qbqc,  gbc  — — pa  qa  ( pb  qc  + pc  qh) 

(Archiv  LIX  Seite  85). 
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Dieser  Kegelschnitt  ist  ein  Kreis,  wenn 

+**?« — 2bcghc  — const. 

Hier  wird: 

C*/Jf  P'I  <!'  '/-*  + ,jtp«pb  q«  qb  + "2/>c p„  q„  pb  qc  + '2bcp„  q„ pr  qt, 

= p,i  q«  [c*/>r  qr  -)-  4*  pb  q>,  -f-  '2bc  ( ph  <jc  -]-  pc  qb)  ] 

Wir  haben  sonach  folgendes  System  von  Gleichungen: 


qc  qn  ( C27V Pn  + '2brp„ph)  -f-  q„  fjh  (lrp„ pt,  -j-  2bcp„pc)  = M 


wo  M symmetrisch  nach  a,  b,  c ist.  Die  Glieder  der  Determinante 
des  Nenners  geben  die  Coefficienten  der  qb  qc ; sie  lautet,  wenn  «/)„-)- 
2 bpt  = ab  gesetzt  wird: 


Sonach  ist: 


0 cpncu  bp„bc 

| 

cpb  c„  0 apbdc  I 
bpcbn  apedb  ' 0 i 


qbqc  = 


1 cpan  bp„bc 
1 ü apb  ac 

1 apc  ab  0 


= a (b p„pc  Ob bc  -f-  cp„ pt,  ac  Ch  — ctphpe  «6 ac) 


Setzen  wir  noch  apbpc  — so  erhalten  wir: 

q„  = bc  (o'b„  ab  -}-  y bcCa  — ß'bcba)  (a'e«  (tb  -f- ß'cb  b„  — y'c„  <-(,) 

So  entspricht  also  jedem  Punkte  ein  zweiter,  dessen  T'ransversalfuss- 
puukte  mit  denen  des  ersten  auf  demselben  Kreise  liegen.  Für 

Pa  = - ist : 
a 

n abc 

o»  = 3 = ae,  apbpc  = = — * = “ 


qa  = bc(at~\~c%  — 


= bc.ab.ac 


b*)(at-\-b*—c*) 

-j-c2 — A*\  — c2 

ac  J \ ab 


==  COS  ß cos  y. 


Dem  Schwerpunkt  entspricht  also  der  lloheupunkt,  die  Fusspuukte 
ihrer  Transversalen  liegen  auf  dem  Feuerbachschen  Kroise. 


Wien,  Juni  1876. 
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VIII. 

Die  Höhenschnitte  der  Dreiecke  aus  vier  Geraden. 

Von 

Emil  Hain. 


Eine  Gerade  schneide  die  Seiten  HC  des  Dreiecks  ABC  in  A,. 
Ihre  Gleichung  in  trimetrischen  Punkteoordinaten  bezogen  auf  dieses 
Dreieck  sei: 

ajra-j-bjTh-f-Cjrc  =0 

Es  ist  also: 

At=  0 + c,  -i, 

D,=— e,  0 + *, 

C,=  + *i  ai  0 

Bezeichnen  wir  die  Höhenschnitte  der  Dreiecke  BtCtA  mit  91, 
so  schneiden  sich  in  9t  die  Normalen  von  /i,  und  C,  auf  bzbw.  AB 
und  AC. 

Nun  ist  die  Gleichung  der  Senkrechten,  welche  vom  Punkte 
fo£»!c  auf  die  Gerade 

a'xa  -f-  b'xb  -f-  c’xc  — 0 

gef&llt  wird: 

Xa  ia  »o 

Xi  I b Ui  =0 
Xc  ?e  «c  I 

wo  «„  <=  a—  6'tosy  -c'cosß,  wenn  mit  a die  Winkel  des  Fuudanien- 
taldreiecks  bezeichnet  werden. 
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Indem  wir  diese  Formel  anwenden,  gelangen  wir  zur  Aufstellung 
der  Gleichungen  der  .0,91  und  C',9l. 


Es  ist 
Somit : 


ACj  ~ AB  ==  0,  0,  1. 

Xa  — c,  — cob/3 
.ö,?l  = t\,  0 — COSa 

Xc  -f  - o,  -J-  1 

Die  Coordinaten  der  Bt 91  sind  die  Uuterdcterminanten  der  x„ ; 
sonach  erhalten  wir : 

91  = a,  COS  a,  Cj  o,  COS  ß,  c,cosa 

Eine  Vertauschung  gibt: 

= a,  cosor,  A,  COS  er,  A,  — a,  cosy 

Somit  ist  9t  der  Punkt:  a„,  a»,  ac ; wo 


aa 


aj 


Oe  = 


c,  — n,  COS  ß et  C08  a 

A,cosa  A, — a,  cos  y 

c,  COS  a a,  COS  a 
A,  — a,C0Sy  a,  COS  a 

! a,  cos  n c, — a,C 08/3 


a,C0Sa  A,  COSa 

Ist  //  = cos cosy  der  Höhenschnitt  des  Urdreiecks,  so  ist: 


9 ff  = cos  n 
Die  Rechnung  gibt: 


o»  ac 
cosy  cos  ß 


, cos  ß 


ac  «a 
cosa  cosy 


a, i 06 

cosy  a 

' \ cosp  COS  CE 


cosa 


«4  COS  a* 


06  Oe 

cosy  cosß 

o, cos y -f- c, cos a — A,  <i,cos0-|-*i  cosa  — e, 
cos  y cos  0 

c,  cos  a — A,  AjCOSa  — c, 
cos  y * cos  ß 
= a,  cos  «*[e,  (cos  a cos  /S  -f-  cosy)  — A,  (cos  a cosy  -f-  cos  /J)] 

Ist  r der  Umkreisradius  des  Fundamentaldreiccks,  so  ist: 


o,  cosa2 


somit  ist: 


2F 

2r  cos  a 2r  cos  ß cos  y =*  — 
’ a 
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Ferner  ist: 


I 

C08cr 

I 


at  ac 


Q =z — a.  COS o“  (bc* — cbt) 

cosy  cosp  bcr  1 v 1 u 


cos  (3 


ac  an 


= COsß(acCOSy — a„  cos«) 


Cosa  cosy 

Werden  die  Werte  für  a„  und  ac  eingesetzt,  so  folgt: 

«cCosy  = cos  « («j  cos  « cos  y-f«/ cos /3  cosy  — <*j  e,  eosy) 

an  cos  ct  — cosafftjc,  — UjÄj  cos  ß — a,c,  cosy-f-o, 2 cos eosy — i^cos«*) 

Oc  cos  y — aa  cos  n = ij  cos  « [a,  (cos  ß -f-  cos  a cos  y)  — c,  sin2o] 

Nun  ist: 


a i F ■ t aF 

cos  p + cos  « eos  y = , sin*o 


bcr 


Wir  erhalten  also: 


ac  an 


cos  ß 

Aehnlich  erhalten  wir: 
cosy 


. = .-r-  b.  COS n cos ß (ca. — ac.) 

C08 a cosy  I rbc  1 rv  1 


aa  ab 

COS/?  COS« 


Cj  cos  « cos  y (abl  — a-fi) 


Die  Gerade  81//  hat  also  die  Form: 
F 


rbc 


rc,  C0sa*(ir1  — cA,) 


-r-b.  cos  «cos  ß (ca.  — ac ,) 
rbc  1 1 1 


c1  cos  a cos  y (abj  — io, ) 


Indem  wir  den  gemeinsamen  Factor  /"cosa:rJe  ausscheiden er- 
gibt sich  uns  81//  als  die  Gerade  a,  cos  a (bcx — cbx).  Somit  fallen, 
wie  bekannt,  die  81//  zusammen.  Die  Punkte  81  liegen  mit  H in 
einer  Geraden. 


Ist  u,  eine  Symmetriegeradc , so  ist  diese  Gerade  der  Höh  n- 
schnitte  die  Symmetriegerade  o,  (ic, — ci,)cos<*.  So  erhält  man  z.  B. 
für  a,  = 1 die  Gerade  (b — c) cos«.  Sie  trifft  die  b — c im  Paukte: 


c — a a — b 

(c  — a)cosß  (a  — J)cosy 


£5  (c  — a)  (a — b)(b  — c)  =•  b-\-c — a 


Die  Gerade  a1  trifft  die  a1(bcl — cbx)cosa  im  Punkte: 
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A,  bl{cal  — ae ,)C0Sj3  

c,  c,  (aA,  — ba 1)  cos  y 

v 

a bt  c,  £cA,  (a*-j- A*  — e*)  -{-Ac,  (as-j-  c*  — A*)  — 2aA  ca,] 

Ist  />*  ein  Symmetriepunkt  von  der  Dimension  n,  so  ist  seine 
Harmonikalc  von  der  Dimension  2n  und  die  Gerade  der  Höheu- 
schuitte  in  Bezug  auf  die  Harmonikale  von  p„  trifft  dieselbe  in  einem 
Punkte,  dessen  Dimension  im  Allgemeinen  6«-|-4  ist. 

Wien,  Juni  187G. 
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IX. 

Ueber 

isogonal  entsprechende  Punkte  des  Dreiecks. 


VOD 

Emil  Hain. 


Ist  P = pa  ein  Symmetriepunkt  des  Dreiecks  ABC  und  /dessen 
Inkroiscentrum ; so  fallon  im  Allgemeinen  AP  und  AI  nicht  zusam- 
men, sondern  bilden  einen  Winkel  a',  so  dass  PA1  = Auf  der 
andern  Seite  der  AI  kann  eine  Gerade  denselben  Winkel  a'  mit  Al 
bilden.  Sie  treffe  die  BC  in  Q„,  so  dass  QaAI  = <*'.  Für  diesen 
Fall  gilt  nun  der  Satz,  dass  sich  die  AQa  in  einem  Punkte  treffen. 
(Salmon-Fiedler,  Kegelschnitte,  Seite  63.)  Dieser  Punkt  ist  der 
Symmetriepunkt  Q = ptpe.  Schendel  nennt  die  Punkte  P,  Q einander 
isogonal  entsprechend.  (Schendel,  Elemente  der  analytischen  Geometrie^ 
Seite  45).  Man  kann  sie  auch  wegen  der  Form  ihrer  Coordinaten 
reciproke  Punkte  nennen. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  verlängern  wir  PA,  bis  die  BC  in 
Pa  getroffen  wird.  Ziehen  wir  von  Pa  die  Senkrechten  auf  AC  und 
AB,  bo  sind  die  Seitonnormalen  von  Pa: 


0 


APa  sin 


APa  sin 


wo  CAB  — a. 

Ebenso  sind  die  Seitennormalen  von  Qa: 

0 AQa  sin  — o'^  AQasin  Q + «') 

Also  ist: 
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Sonach  ist: 


Qa  = 0 1 V~ 

pe 

= 0 pc  pi 

= 0 p„pc  pttpt  - 


Die  AQa  treffen  sich  also  im  Punkte  Q = pt,pc.  Ist  also  P~p„ 
gegeben , so  kann  durch  einfache  Zeichnung  der  Punkt  Q = pt,pc  be- 
stimmt werden.  So  entspricht  dem  Schwerpunkte  S = bc  der  Grebc’sche 
Punkt  G = a,  dem  Höhenschnitt  H = cos  ß cos  y das  Umkreisccntrum 
U = cos  n. 


Die  reciproken  Punkte  der  Symmetriepunkte  erster  Dimension 
sind  zweiter  Dimension.  So  ist: 


P = qpa-f-Ä-f-c 

Q = (<p4-f-c-j-a)(qpc-f-«  + *) 

Mau  bat  identisch : 

£(b — e)  (<pa  -j-Ä-j-c)  =■  0 

Somit  liegen  die  Punkte  P auf  der  Geraden  b — e.  Ferner  ist: 

n.(q>a-\-b-\-c)£(b — •=■ 

£{b  — c).(<pa-J-Ä-4-e)  (<pa-|-i-f-c)(g>44-<j-|-a)  -=  0 

Es  liegen  also  die  Punkte  Q auf  dem  Kegelschnitt: 

2 ( b — c)xb  rc  — 0 

welcher  dem  Fundamentaldreieck  umschrieben  ist  und  durch  das  In- 
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kreiscentrum  desselben  gebt.  Nun  ist  aber  / ein  innerer  Punkt.  Es 
kann  der  Kegelschnitt  also  nur  eine  Hyperbel  sein. 

Die  Form  der  Polare  des  Punktes  in  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 


ist: 


£gbexirc  = 0 


a 


2 gbclbtc 
Bin 


gen  | c + gab  ib 


In  unserem  Falle  bat  die  Gerade  die  Form: 


(o  — b)  ib — (a — c)tc 

Also  ist  die  Gerade  b — c Tangente  in  I.  Setzen  wir 
(fl  — b)  ib  — (a  — c)  ic  — a 


so  ist  in  der  Mittelpunkt  und  man  findet 

in  — a(b  — c)Ä 

Er  ist  also  ein  innerer  Punkt  des  Dreiecks. 

Die  Tangenten  dieses  Kegelschnittes  in  den  Ecken  des  Dreiecks 
haben  die  Formen: 

0 a — b c — a 

a — b 0 b — e 

c — a b — c 0 

Das  Dreieck  dieser  Tangenten  hat  den  Flächeninhalt: 


abcFei* 
eh, etc 


WO 


0 

a — b 

c — a 

et  — 

a — b 

0 

b - c 

i c — a 

b — c 

0 

a — b 

0 

b — c 

eta  = 

c — a 

b — c 

0 

i 

a 

b 

c , 

— 21/(6 — r) 


= — 2 a(b—c)* 


Die  Tangenten  des  Reciprocalkegelschuittcs  aller  Symmetriepunkte 
erster  Dimension  in  den  Ecken  des  Fundamcntaldreiecks  bilden  ein 
Dreieck,  dessen  Fläche  die  Hälfte  der  des  Fundamcntaldreiecks  beträgt. 

Der  Umkreis  des  Fundamentaldreiecks,  dessen  Gleichung 

£a*bXc  = 0 

trifft  die  Hyperbel 
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2(b — c)rt,xc  = 0 

ansser  in  den  Punkten  A noch  in  einem  vierten  Punkte  £n.  Dann  ist: 


Die  Elimination  von  gibt: 

Sb 

Sc  ~ 

— a*  — 6*  ab-\-ac  — b * — e* 

bc  -{-  ba  — c * — a * ^ ab  -J-  ac  — b*  — c* 

Sa  = (bc  -f-  ba — c* — a*)  (ca-\-cb — o* — 4*) 

Der  reciprokc  Punkt  von  Sa  liegt  im  Unendlichen,  da 

= J£a!(4-f-c) — 2a  (4*  -f-  c!)  — 0 

wie  Oberhaupt  alle  reciproken  Punkte  des  Umkreises  auf  der  Geraden 
a liegen. 

Die  Gerade  p„  ist  die  Harmonikale  des  Isogoualpunktes  von  />„■ 
Fiir  welchen  Punkt  ist  die  Gerade  pa  senkrecht  auf  der  ptp/l 

Die  Bedingung  der  Orthogonalität  zweier  Geraden  a,,  ist: 

2a1ai  = X^Cj-j-ijCjJcos« 

Für  a,  = pa,  öj  = pbpc  erhalten  wir: 

3 pnpbpc  = ^Pn(pö*  + Pc*)COSa 

Der  Ort  aller  Punkte,  deren  Harmonikalen  senkrecht  stehen  auf 
den  Harmonikalen  ihrer  Isogonalpunkte  ist  die  Curve: 

2 Xa  (xbi  -J-  Xc*)  C08  a — SxaXbXe  = 0 

Zwei  Gerade  a1,  sind  parallel,  wenn: 

Za(i,c,  — b^Ci)  = 0 

Der  Ort  aller  Punkte,  deren  Harmonikalen  parallel  sind  den 
Harmonikalen  ihrer  Isogonalpunkte  ist  also: 

2axa(xbi  — xc*)  = 0 

eine  Curve  dritten  Grades,  welche  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  und 
sein  Inkreiscentrum  hindurchgeht. 

Trifft  PA  die  Gerade  BC  in  Pn,  und  setzen  wir  BPa  = ab, 
CPa  = Oc;  SO  gibt  die  Figur: 
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Pa  = 0 ac  sin  y ab  sin  ß 

Verschiebeu  wir  ab  und  <ic,  so  dass: 


BQa 

= CPa  = 

ac 

CQa 

= BPa  = 

ab 

so  ist: 

Qa  = 0 

ab  sin  y 

OrSinjS 

Es  ist  aber  auch: 

£ 

II! 

o 

ac  c 
ab  b 

1 

= 0 

pb 

Pc 

1 

Somit  ist: 

ac  hpb 

llf 

O 

ab  cpc 

1 

bpb  b 
cpc  c 

= 0 

e*pc 

b*pb 

= 0 

a*c*pepa 

a*b*pa  pb 

Die  AQa  treffen  sich  in  Q'  ~ btcipbpe.  Die  Punkte  pa  und 
bictpbpe  stehen  also,  wie  die  Punkte  p„  und  pbpe,  in  einfacher  gegen- 
seitiger Beziehung  und  werden  für  ein  anderes  Coordinatensystem 
auch  reciprok.  (Hoppe,  Archiv  LVII  Seite  422)  für  P = pbfc  wird 
Q'  = b*c*pa. 

Construirt  man  also  für  die  Punkte  einer  Geraden  die  Isogonal- 
punkte in  Bezug  auf  die  Winkelhalbirenden  und  von  diesen  die  Punkte 
der  gleichen  Seitenabschnitte,  so  liegen  die  letzteren  auf  einer  Geraden. 

Steiner  bat  in  Crelle’s  Journal  Band  II.  folgenden  Satz  über  das 
Dreieck  aufgestellt: 

Fällt  mau  aus  einem  willkürlichen  Punkte  P in  der  Ebene  eiues 
Dreiecks  ABC  auf  die  Seiten  die  Lote  PAp , nimmt  in  diesen  drei 
Loten  drei  beliebige  Punkte  Ai  als  Ecken  eines  anderen  Dreiecks 
AjBjCj  an  und  fällt  auf  dessen  Seiten  aus  den  Ecken  des  gegebenen 
Dreiecks  Lote,  so  treffen  sich  diese  in  einem  Punkte  <2. 


Wir  wollen  die  Form  dieses  Punktes  Q für  den  Fall  PAX  = AxAf 
untersuchen.  Es  ist  dann: 


P 

Ap 


_P« 
— 2 


Pb 

P«  cos  Y 

j>oC08y-J-2pi 

2 


Pe 

Pc-\-pa  COS/3 

pa  COS  ß + - 7>c 
2 
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Sonach  ist: 


Iit  = pbcasy-j-2p„  pb  p&cosa-j-2pc 

C’,  = p«  COS  (J -|- 2p„  Pc  COS  ft  -)-  2j>c  pc 

Die  Gleichung  der  ByCx  sei: 


Und  zwar  ist: 


aa 


<li  Ta-\-(HXb-\-ClcXc  = 0 

pb  piC08O  + 2pc 

pc  COS  a -J-  2 pb  pc 


ab 


pb  cosa-f-2pc 
Pc 


pb  cos  y-(-2pa  | 

pcCos/S-f-SJp«  ! 


ac  = 


pb  cos  y-\-2p„ 
pcC0sß-{-2pa 


Die  Rechnnng  gibt: 


Pb 

pc  COS  a -f-  2 pb 


aa  — — \3pbpc-\-pbpc  COS  ft* -f-  2cOSer(p»*-f-pcl!)] 

= pc  (pb  cosacos  ß — P6 COS  y -j-2/>c cos /3)-|-2/>,i(pj, cos  a 
ae  ”■  pb  (pc coser cos  y — pr eos/J-|-  2pb  cos  y)  -j-  2 pa  ( pc  cos 

Die  Senkrechte  vom  Punkte  £„  auf  die  Gerade  a,  hat  die  Gleichung: 


wo 


xa 

1« 

Ua  \ 

\ Xb 

Ib 

Ub  1 -= 

0 

\ Xc 

Ic 

«c  1 

M„ 

= "l 

— b 

, cos  y — 

e,  COS  ß 

von  A auf 

ist: 

- I, 

tb  — 0 

- Ir 

a,  =~  a 

Vi, 

by 

— ab, 

ct  =. 

Die  Gleichung  lautet  also: 


Xn 

l 

«a 

1 

Xb 

Xb 

0 

Hb 

Mfe 

XC 

0 

UC 

Die  weitere  Aufführung  gibt: 


a»  = 2 p(a,  uc  = 2 pb  co 


wo 

a — pa  ( 1 — COS  O*)  -j-  pb  (cos  a cos  ß -|-  cos  y)  -f-  pc  (cos  ft  cos  y -f  - C08  ß) 
Die  Gleichung  der  Normalen  von  A auf  BtCt  ist  also: 

T«n  LI.  7 
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n Xc  XI, X<^  

p<  ]>b  ]>aPc  papi. 

Diese  Normalen  schneiden  sieh  also  im  Punkt  Q = pupc.  Es 
ist  hicmit  eine  andere  Constructiou  des  reciproken  Punktes  von  Pn  = pa 
gegeben: 

Man  fülle  von  P auf  die  BC  Lote,  welche  iu  Ap  treffen  und 
halbire  PAp  in  Av  Die  Normalen  von  A auf  B1C\  treffen  sich  in 
Q = pi,pc. 

Der  Umkreispol  der  Geraden 

ajXa-j-^n-l-CjXc  = 0 
ist  der  Punkt:  a (Mj -f- rc,  — aat). 

(Archiv  LVIII  Seite  89). 

Trifft  die  Gerade  at  die  Seiten  BC  in  A',  so  liegen  die  Mitten 
der  AA'  in  einer  Geraden,  der  Gaussischen  Geraden  der  a3.  Ihre 
Form  ist: 

- o (bc3at  -j-  caibi  — eib.jC., ) 

(Archiv  LIX  Seite  384) 

Für  a4  = pi,pc,  a,  = pn  werden  die  Geraden  <iä  und  <i,  die  Ilar- 
monikalen  von  V und  Q.  Sonach  gilt  der  Satz: 

Die  Gaussische  Gerade  der  Ilarmonikalen  eines  Punktes  und  der 
Umkreispol  der  Ilarmonikalen  des  reciproken  Punktes  haben  die- 
selbe Form. 

Wien,  Juli  1876. 
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X. 

M iscellen. 


1. 


Eine  geometrische  Aufgabe. 

(Fortsetzung  von  N.  XXX.  1.  im  vorigen  Teile.) 

/ 

Fenier  bedürfen  wir  der  Wertbestimmung  von  cos  (u,  — »*) 
eosfuj-f  «*)  und  sin(»]-|-Mi),  nämlich  cos(n, — ns)  = l— -2sin* 

N 2p*  , . . M,  «j  • y «1  + «2 

= — » cos  (i*,  + «,)  = cos*  - ! ■,  - — sm*  — = 

(r  COS  cp  -f-  «0*  — r*sin*9  „ . “l  + «2  «i+u* 

— J . sin  («,  + «*)  = 2sin  — cos  - ■ = 

2 r sin  9 (r  cos  9 + «) 

JV 


Durch  Einsetzung  dieser  Werte  in  Gl.  (3)  erhält  mau  nun  nach 
Beseitigung  des  Nenners  A'  und  Anordnung  der  Glieder  nach  den 
Unbekannten  cos  cp,  wobei  die  mit  cos*<p  und  cos;,<p  multiplicirten 
Glieder  sich  tilgen: 


(7) 

und 


«COS  <p(o*  — r*-f2rp)  = rs  — r*p — r(2p*  + «*)  + a*ß 

+ p — r o*  — r*+ 2rp 
008  9 = — “ (lT3r-^2rp- 


Hieraus  ergiebt  sich 

a)  das  Uauptresultat,  dass  uuter  der  Voraussetzung:  a* — r*  + 
2rp  = 0 der  Wert  von  9 beliebig  ist. 

*f  O f 

b)  dass  für  «*  — r*  + 2/  p 0 cos  9 = =-^ — . welcher  Wert 


Digitized  by  Google 


lüü 


Misct'Htn. 


geometrisch  leicht  zu  deuten  aber  nur  dann  real  ist,  wenn  entweder 
a>p+r  (wodurch  zugleich  a>p — r)  oder  p — r<a<p-f-r, 
d.  b.  wenn  die  Kreise  entweder  ganz  getrennt  liegen  oder  einander 
schneiden.  Unbrauchbar  aber  ist  das  Ergebniss  b)  für  o<^r  — p 
(wodurch  zugleich  « »•  p) , d.  h.  weuu  der  eine  Kreis  ganz  im 

anderen  liegt  uud  keinen  Puukt  mit  ihm  gemein  hat,  — natürlich 


unter  der  immer  noch  geltenden  Annahme,  dass  a8  — r8  -f  2rp 


> 

< 


0 


Für  « = p±r,  also  für  (äusserlich  oder  innerlich)  berührende 
Kreise  ist  <p  = 0. 


Endlich  sei  bemerkt,  dass  — abgesehen  vou  der  Annahme 
a8— r8  + 2rp=0  — die  Coordinaten  des  Punktes  A 

X = n-f  r-  + r~,  y = ~-|/(a-)_,.  qp  p)(a  — r±p) 

geometrisch  leicht  darzustellen  sind. 

Berlin.  Ed.  Liebrocht. 


2. 

Kugel  Ton  excentrischer  Masse  und  centrischer  Trägheit. 

Die  gegebene  Masse  M soll  in  einer  gegebenen  Kugel  vom 
Radius  c so  verteilt  werden,  dass  sie  einen  gegebenen  Schwerpunkt 
und  für  alle  Axen,  die  durch  den  Mittelpunkt  gehen,  ein  gleiches  ge- 
gebenes Trägheitsmoment  J hat. 

Der  Mittelpunkt  sei  Anfang  der  ryz , die  z Axe  gehe  mit  ihrem 
positiven  Arme  durch  den  Schwerpunkt.  Sei  ferner 

x = pcos^cosip;  y — pcosflsinqp;  a=psin& 

also  das  Volum 

c H Ui 

» — f p 8 8p  / cos  &8&f  dtp 

0 -Ji  0 

uud  e.  der  Abstand  des  Schwerpunkts  vom  Mittelpunkt. 

Um  nun  die  Aufgabe  in  grösster  Allgemeinheit  zu  lösen,  setzen 
wir  die  gesuchte  Dichtigkeit 

Q = </-f  3' 
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wo  q willkürliche  Function  von  p,  9,  cp  ist,  während  q'  die  sämmt- 
lichcn  Bedingungen  spcciell  auf  einfachste  Weise  erfüllen  soll.  Sei 

q — a «t  cos  2<p  -f  - a4  sin  2qp  — {—  (a3  — j—  a4  cos  cp  -f-  a5  sin  cp)  cos  9 
-f-  (°ti  a i COS  cp  -J-  ag  sin  cp)  sin  9 -f-  cc,  p 

dann  wird  bei  Integration  über  die  ganze  Kugel 
fq'dv  = ^2a-|- 77  «3+^09  ^ 

, 277c4 

J iqcv  =»  — — at 


faq'dv 


2 77  c4 


f 'X.  2Rc* 

J tq  Öv  = — g—  ae 


77c6  1 

r16  4 , 577  \ 

V 3 " 3 07  “»  2 03  J 

, 877  c6 

5 ' 

1 9 

77c5 

/ 16  ,4  , 57?  > 

ö aT  5 "l  T T “3 

1 , 877  c« 

K. 

H — 5“ 

, . 77c5 /16  , 

/(*  +y  )9  dv==~5  ( "3  a + ;i^«3 

, Äc»  Ä 

/ yn  ov  = -5- "2  «» 

Jtxqöv  = “5“  2 7 


\ , 877cH 


, ,a  *c*4 

f zyq  dv  = -g-  3 a2 


Setzt  man  also  zur  Abkürzung 

/ = m ; / = X]  f yqdv  = F;  / sgSt’ 

/ (y*+  -'>5  &'  = A ; / ,yzq  0e  = — D 

f (**-|-  x*)qdv  = JJ ; / zxqdv  = — 7v 

/(** + y*)«  Se  = t';  / *yq  3«  = — F 

so  erhält  man  die  10  Bediugungsgleichungen : 


M 


477  <r*  3e 

1 -j g (2a-(-  77u;1  -j-  2 a») 


277  c4 


0 = y-f 


27?  c4 
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, 2Rc 4 

CM  = Z -| q % 


8. Rc6 
9 


«a 


8ßc6 
9 09 


, ,.*«716  4 _l5ä  \ i 

y = A + -ft“  { 3 » - 3 “>  + -y  «»  j + 

y=*+T\3  ° + 3"1+  2 °3  ) + 

„ , Äc5/16  , \ . 8/fcfi 

./  = C+  -y  a-|-3/fa3  JH °i' 

„ _ . Rc*  Ä _ . Rcb  R 

o = — -D+  “y  2 ■ “85  0 = -i+y  2n, 

„ „ . Rcb  4 

0 = — a« 

1 5 J " 

Hierdurch  worden  6 von  den  10  constanten  Cocfficienten  direct  ein- 
zeln bestimmt,  während  die  4 übrigen,  a , o„  o-j,  , aus  4 linearen 
Gleichungen  gefunden  werden.  Setzt  man  die  so  erhaltenen  Werte 
in  q ein,  so  wird  die  gesuchte  Dichtigkeit  (1) 


Q = q + 


5 (A+B+  25  C'  — 21 J A — 11 


Rc’  \ 


IG 


+ 3 


3 


u cos  2<p  + , /■'sin  2 (p 
c 4 


. A-\-B — 2C  . K cos qp+D sing)  . A-\-B-\-C- — 3 J 

+ --  -cos^+2- — - sin  # — 3 0 


) 

-f-  {(A/— m)^c — 3q\  + AZcsinfl— (Zcosqp-f- Ksin <p)cosd— Zsind} 

In  Betreff  des  auomal  gewählten  Terms  o9p  ist  folgendes  zu  be- 
merken. Stellt  man  den  Ausdruck 


. A-\-  U-\-C—XI 
■5 


) 


"'■>  ~ 2Äe4('W  ”*  + " 12c* 

entwickelt  dar,  so  reducirt  sich  der  Factor  in  der  Klammer  auf 

M—  m -}-  5 A — — — =•  J (1_ fjc-')  0*^9  ff  */ cos»  8&  dtp 


Wäre  nun  q unabhängig  von  o,  so  zerfiele  das  Integral  zur  Rechten 
in  2 Faetoreu,  und  der  erste  ist  dann  null.  Demnach  wäre  M be- 
stimmt durch  «t,  ./,  A , Zf,  C und  Hesse  sich  nicht  einer  beliebigen 
Grösse  gleich  machen.  Folglich  musste,  um  der  Aufgabe  zu  genügen, 
mindestens  ein  Term  p enthalten. 

Die  einfachste  Lösung  entspricht  offenbar  q — 0,  wofür  zugleich 
A,  B,  C,  D,  E,  F,  m verschwinden.  Es  bleibt: 


Digitized  by  Google 


MisceUen, 


103 


45./  (g  3\ 

, . 3 Al  /5  , . \ 

(i  4Äc*(c  4) 

1 4"  2Ji r4  \2 c 3p  + c sin 

(2) 

Setzt  man 

./  = 

■äO+Ö"* 

(3) 

so  wird 

347  , 

(0  , 1 — a , . \ 

Q 2Äc4^ 

(^.jPH ff-fesin#) 

(4) 

Soll  also  die  Dichtigkeit  in  allen  Punkten  positiv  sein,  so  erhält  man 
die  2 Bedingungen : 

0 < ® < 1 j 0 < e < c 


Offenbar  gilt  der  letzte  Ausdruck  von  Q nicht  allein  für  q = 0, 
sondern  für  jedes  <jr,  das  die  Form  von  q für  beliebige  Coefficienten 
a bat,  weil  es  daun  mit  q verschmilzt  Um  also  andere  Grenzbe- 
dingungen zu  erhalten,  muss  man  in  der  Wahl  von  q die  Form  vou 
q'  überschreiten.  Dass  überhaupt  die  Grenzen  eines  positiven  Q er- 
weitert werden  können,  mag  au  einem  Beispiel  gezeigt  werden. 


Sei  q = Ap*;  dann  wird 

8 Rleh  , 16R*e7 

m = - - — ; A = B = C = -T. — 


die  übrigen  Integrale  verschwinden,  und  man  erhält: 


M 3Afesin» 

7 / ' 2 Rc* 


(5) 


oder,  wenn  man 
setzt, 


Al  =■=  4 H0c:,n 


Q — bc*  [(^)  + ^(<V—  35)  e + — + 


csin 


i 


Benutzen  wir  diesen  Ausdruck  zuerst  für  positives  //,  so  ist  bei 
unbeschränkter  Variation  vou  o und  & der  kleiuste  Wert: 


(3  3 / 24\’  t \uc  | 

«i  = *cJI|7  + i2(l-a)fi—  [ou  — -5)  — ^ 

Dieser  wird  in  2 Fällen  nicht  erreicht.  Erstens  wenn 

24 


Ofl 


35  > 


0 
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ist,  so  ist  der  kleinste  Wert: 

Q,  = bc*  | y g (1  — ff)/*  — 


c 


Zweitens  wenn 


— ff/i 


= 11 

>35 


ist,  das  Minimum  also  ausserhalb  der  Kugel  liegt,  so  ist  der  kleinste 
Wert: 

n , * ( 3+  « 2 6/i«  1 

^ = 2^-35-  cf 


ln  allen  3 Fällen  muss 


f-h'|d—  ff)f*  > 0 


sein,  damit  Q positiv  wird. 

Im  ersten  Falle,  bedingt  durch 

11  . . 
“35<öf‘< 


.24 

35 


hat,  bei  unbeschränkter  Variation  von  /»,  Q,  soinen  grössten  Wert  für  * 


±Ö/i 


y5i 

~3!T 


(f*  > 0;  ± ff  > 0) 


(7) 


und  dieser  liegt  für  beide  Vorzeichen  innerhalb  der  Grenzen  des 
Falles.  Entsprechend  den  2 Vorzeichen  wird 


positiv  für 


Q,  = 64f*c*|  j — (|i;  ]/j)lb--c} 


4 1/  5 1 — j—  9 
7 

*<- 

c " 4 


<«< 


4^51— 9 


<±”>°  I 


(8) 


Die  beiden  andern  Fälle  schräuken  die  Intervalle  für  0 und  e bei 
günstigster  Bestimmung  von  /i  enger  ein  als  der  erste,  kommen  da- 
her nicht  in  Betracht.  Dasselbe  gilt  von  der  Auwendung  negativer 
b.  Setzen  wir  den  Wert  (7)  von  /t  ein,  so  hat  sich  gezeigt,  dass  die 
Dichtigkeit 


Q = Wc>  { ± yii  (!)  + 2«  (1  + » j/ f7) +-iLy±  ha  y 


3 

17 


6c  sin  & | 
">  c 1 


(9) 
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wenn  « und  e in  den  Intervallen  (8),  d.  i.  in  Dccimalen  geschrieben 
— 5,3664  . . . < ff  < 2,7950  ... 

e (0,26  - 3,1305«  (ff>0) 
^*0,25+1,6305«  (ff<0) 

liegen,  in  allen  Punkten  der  Kugel  positiv  ist,  und  die  Kugel  die 
Masse  M,  für  alle  diametralen  Axen  das  Trägheitsmoment  J (3)  und 
einen  Sehwerqunkt  im  Abstand  =e  vom  Mittelpunkt  hat.  Die  Grenzen 
von  o sind  viel  weiter  als  für  6 — 0;  die  äusserste  Grenze  vou  e ist 
}e  geblieben.  Ihr  entspricht  nur  ff  — 0,  d.  i. 

2 

J—  gA/c*;  Q — g^j(l  + sin©) 

Wie  mit  der  Kugel,  kann  man  offenbar  mit  jedem  Körper  ver- 
fahren und  den  Schwerpunkt  und  das  Trägheitscentrum  in  2 belie- 
bige Punkte  legen.  R.  Hoppe. 


3. 


Demonstration  lllmeutalre  de  deux  formales  logarithmiques. 

1.  Formule  logarithmique.  Considerons  une  hyperbolo 
equilatere  zy  = 1,  et  la  tangente  YAX,  au  sommet  A,  qui  rencontre 
lea  axes  de  coordonuees  en  des  point  X,  Y,  tels  que  OX  = O Y = 2. 

Soit  M un  point  de  l’hyperbole  dont  l’abscissc  OP=  OB-{-BP— 
1 -1-  * est  comprise  entre  cello  du  sommet  A , savoir  OB  = 1 et 
OX  *=  2.  Supposous  que  l’ordonnde  PMe  de  ce  point  rencontre  la 
tangente  AK  en  T,  et  une  parallele  AM  ä Taxe  des  x,  en  N. 

On  aura 

TP  — 1 — *,  PM  = r—  PN  = J 
1+* 


aire  byperbolique  AM  PB 
aire  du  reetangle  AN  PB 

aire  du  trapeze  ATPB  - 


- lognat(l-f-z) 
ABX  BP  = 3 
(AB-\-  T1*)BP 

'2  ” 


(1  + 1-*)* 
2 


2 


2 


2 


2 


d.  j(i  + ry.= 

2»-{-Z*  **  53  ^ i*  I1 

2(T-Hj  “ 2 +2(1+1)  < * ~ 2 + 2 
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L’aire  hypcrboliquc  etaut  comprise  entrc  lc  rectanglc  ct  lc  premicr 
trap^zo,  on  entre  les  deux  trap^zcs,  on  a 

log(l+,)-«-4*,  0 < ö < 1 (1) 

* 

log(l  + .)-.-  2 + «'^,  0 < fl'  < 1 (2) 

2.  Formule  antilogarithmique.  Posons  log(l-}~z)  = u. 
1+z  ■=  c"  — x.  La  formulc  (1)  pourra  s’ecrirc 

flz 2 . flz2 

“ = * 2 ’ * = T ’ 


d’oi»,  en  616vant  au  earr6  et  remarquant  que  « est  une  partie  ß"z  de  *, 

eh*  eh 4 

»*  — *2-flzs  4--J-  ou  z2  = «x-t-fl»»—  ~ (1') 

«2,4  «M 

z*  = t*a  — (—  Ws*»z  — I — j—  ou  z*  = tz2  — |—  ee"^-] — (i") 
4 4 

La  formulc  (2)  devicnt,  en  ajoutant  Turnte  aux  deux  membres 
ct  transposant  quelques  termes: 


x 


fl' 

2 


jS 


Remplaijons  z2  par  sa  valeur  tiree  des  6quations  (1')  (1"),  il 
viendra: 

, ,2  -3  / «2  \ 

— !+■+  2 + ä(»-«'-  l'l 

.-i+.+3!+^(«r-«'+T.)- 

On  a 6videmment 

fl!  fl2 

fl  — fl'— fl,  flfl"— fl'+~~z> -fl' 

Donc 

3 3 

x = l+M+'gifl"“.  o<flm<i 

11  cst  facilo  de  faire  disparaitre  z du  second  mcmbrc.  On  a 

, fl z3  z2 

“ “ 2 ~ *“  2 

D’oii,  en  resolvant  par  rapport  ä z 

* =>  i— yr^2u' 
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Si  l'on  rcniplacc  daus  le  second  membre  par  on  trouve  nnc  valeur 
plus  grande,  donc 

— Vl  — 2«),  (9<0'r<l 

Donc  entiu,  cn  substituaut  cettc  valdur  de  s,  dans  l’expression  de 

= — 1 < i < i 

Naturcllement,  daus  ccttc  formule,  on  nc  peut  pas  supposer  2 u su- 
perieur  ä 1.  P.  Mansion. 


4. 

Elementarer  Beweis  eines  Satzes  aus  der  Optik. 

Der  Satz  lautet:  Ein  Lichtstral  gebraucht,  um  von  einem  Punkte 
eines  Mediums  bis  zu  einem  Punkte  eines  audern  Mediums  zu  ge- 
langen, ein  Minimum  der  Zeit,  wenn  es  eineu  solchen  Wog  zurück- 
legt, dass  das  Verhältuiss  des  Sinus  des  Einfallswinkels  zum  Sinus 
des  Brechungswinkels  gleich  dem  Verhältuiss  der  Lichtgeschwindig- 
keiten in  beiden  Medien  ist. 

Es  sei  angenommen  (s.  d.  Fig.),  dass  das  Vcrhältniss 

sin  J e 

sin  i q 

gleich  dem  Vcrhältniss  der  beiden  Geschwindigkeiten  sei.  Es  ist  nach- 
znweisen,  dass  die  auf  dem  Wege  abc  verbrauchte  Zeit  kleiner  ist  als 
die  auf  jedem  andern  Wege  ac'b  verbrauchte,  dass  also 


Ist  dies  für  eineu  Punkt  b der  Fall,  so  folgt  es  auch  für  jeden  nähern 
Punkt  />'  auf  cA,  da  bb'^>  e'b—e’b'  ist.  Man  braucht  es  daher  nur 
für  einen  unendlich  fernen  Punkt  zu  beweisen.  Daun  wird  die  Dif- 
ferenz der  im  zweiten  Medium  zurückgelegten  Wege  durch  eL'  dar- 
gestellt, wo  e'L'  das  Lot  auf  eh  ist.  Da  nun,  wenn  aL  das  Lot  auf 
ggr  bezeichnet, 

eL'  — «s’siiw  = sin  i (Le' — Le)  = rt/,siu(tg.7,  — tg ./) 

aL  , aL* 

ae  - • ar  = 

COS  J * COS  Jx 
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ist,  so  geht  die  zu  beweisende  Ungleichung  nach  Division  durch  aL, 
welches  positiv  sein  muss,  über  in 


c1  < o 

£ 

ein  Ausdruck,  der  sich  nach  Einsetzung  des  Wertes  von  — reducirt 
auf 


cos(J— 7,)  — 1 <0 

was,  sofern  J,  nicht  = J ist,  offenbar  stattfindet 

Hier  ist  vorausgesetzt,  dass  Winkel  heg  spitz  ist;  wäre  cs  ein 
rechter,  »'  = J = 0,  so  wäre  das  Ergebniss  selbstverständlich. 

Kiel,  d.  24.  Juni  1875.  Fr.  Brodersen,  cand.  phil. 


5. 

* Zur  Theorie  der  Kegelschnitte. 

Zieht  man  von  einem  Punkte  der  Ebene  Tangenten  an  einen 
gegebenen  Kegelschnitt  und  verbindet  den  Mittelpunkt  desselben  mit 
den  Berührungspunkten  der  Tangenten,  so  entsteht  ein  Viereck,  das 
zur  einen  Diagonale  die  Polare  des  Punktes  bezüglich  des  gegebenen 
Kegelschnittes,  zur  andern  die  Verbindungslinie  des  Punktes  mit  dem 
Kegelschnittsmittelpunkte  hat 

Es  soll  nun  zunächst  der  Inhalt  dieses  Viereckes  bestimmt  wer- 
den, wenn  die  Coordiuateu  yü  des  Punktes  und  die  Gleichung: 

= ^**  + any*  + 2,I(u:’’y  + 2nos*+2aijy+ai*  =0 
des  Kegelschnittes  gegeben  sind. 

Denke  man  sich  der  gegebene  Kegelschnitt  sei  Ellipse,  m ihr 
Mittelpunkt,  P die  Polare  des  Punktes  0 ; ' <5,  <5,  die  Längen  der  Senk- 
rechten, die  von  den  Punkten  m und  0 auf  die  Polare  P gefällt  sind, 
und  d sei  die  Länge  des  vom  Kegelschnitte  ausgeschnittenen  Stückes 
der  Polaren;  so  ergibt  sich  für  den  Inhalt  des  oben  genannten  Vier- 
eckes : 

J Ji7(d-j-äj) 

Setzt  man  nun: 

«oi  y+«o*  = « 

«tiy+%1  = «• 
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so  ergibt  sieb  für  die  Gleichung  von  P: 


oder  auch: 
somit  ist: 

da 

ist.  Ferner  ist: 


*o“+yo  = 0 
!C**o-|-yt'o+«'o  ■=  0 
ToMo+yot,Q-f-«,n  fo 

V^oHV  ' VV+V 

/(*,y)  =*  «*+ y»+»  " o 

X g0um+y0r»  + ,r" 

V«oHV 


worin  um,  vm,  irm  die  Werte  von  «,  v,  w bedeuten,  wenn  man  darin 
statt  x und  y die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  m einsetzt.  Nun 
sind  aber: 

z* 

«m  — ■ 0,  Vm  = 0,  irm  = ^7 

wenn  nämlich: 

«oo  «01  «oa 

^ = «10  «11  «li  “ 

«SO  «*1  «t* 

Es  wird  also: 

<5  - -f_^= 


«00  «01 
«in  «n 


Für  dio  Länge  «/  der  Berührsehne  P ergibt  sich  aber  der  bekannte 
Ausdruck: 


j «oo  «oi  «o*  **o 

j «10  «11  «1*  v0 

d **•  «oü’'o*  ~ 2«oi  Mot,o"l-Oii  “o* : «so  «n  «*a  »o 

l«o  vo  «>0  0 


Durch  Umformung  geht  der  im  Nenner  Btchende  Ausdruck  über  in 
d'f0 — z#,  und  die  Determinante  in  — zf/0,  so  dass: 

. aVv+V-V-^/o 

J'fo  — ^ 

wird.  Es  ist  demnach: 

, _ yy+v-y-^  ( c° 4-  \ 

/j'f0—d  'y«o*+*,o*  ^yy+y/ 

oder: 
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V-Jfo 


Jt  = i* 

worin  k den  Transformationsfactor  bedeutet.  (LVII.  Teil.  4.  Heft 
XXII). 

Setzt  man  also  statt  der  variablen  Coordinnten  diejenigen  irgend 
eines  Punktes  der  Ebene  in  die,  in  der  Normalform  gegebe- 
nen, Kegelsehnittsgleichung  ein,  so  stellt  der  hiedurch  erhaltene  Wort 
das  Quadrat  des  Inhaltes  desjenigen  Viereckes  dar,  welches  bestimmt 
ist  durch  die  vom  angenommoneu  Punkte  au  den  Kegelschnitt  laufen- 
den Tangenten  und  die  Durchmesser  ihrer  Berührpuuktc. 

Handelt  cs  sich  nun  um  den  geometrischen  Ort  aller  jener  Punkte 
0,  denen  lauter  gleichgrosse  Vierecke  zukommen,  so  hat  man  hieftir 

die  Gleichung  jj/0  =»  const. 

Diese  Bediugungsgleichung  stellt  aber  als  Ort  des  Punktes  O 
einen  Kegelschnitt  vor,  der  mit  dem  gegebenen  ähnlich,  ähnlichliegend 
und  conecntriseh  ist. 

Da  aber  die  sämmtlichen  einem  Kegelschnitte  umschriebenen 
Parallelogramme  iuhaltsgleich  sind,  so  müssen  ihre  Ecken  auf  einem 
dem  gegebenen  Kegelschnitte  ähnlichen,  ähnlichliegeuden  und  eoncon- 
trischen  Kegelschnitte  liegen.  Diesem  gehören  aber  auch  insbesondere 
die  Schnittpunkte  der  Scheiteltaugenten  an,  welche  mit  den  Halbaxen 
a und  b ein  Rechteck  vom  Inhalte  a,  h bilden,  so  dass  die  Gleichung 
des  Ortes  für  die  Schnittpunkte  aller  coujugirtcn  Tangenten  des  ge- 
gebenen Kegelschnittes  t f = a*b*  wird;  oder  da 

/}'* 

cPh*  = jp  und  K — -j- 

(LVII.  Teil.  4.  Heft.  XXII..)  so  hat  man  hiefür: 

Aus  Obigen  geht  zugleich  folgender  Satz  hervor: 

Beschreibt  man  einem  Dreiecke  einen  Kegelschnitt  ein,  der  den 
Schwerpunkt  zum  Mittelpunkte  hat  und  verbindet  diesen  mit  den  Be- 
rührungspunkten der  Dreiecksseite,  so  entstehen  drei  Vierecke  von 
gleichem  Inhalte. 
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Denn,  legt  man  dureli  die  Erken  des  Dreiecks  einen  Kegelschnitt 
der  ebenfalls  den  Schnittpunkt  zum  Mittelpunkt  hat,  so  ist  dieser  be- 
kanntlich mit  dem  einbeschriebenen  Kegelschnitte  ähnlich,  ähnlich- 
liegend und  concentrisch. 

Es  soll  nnn  die  Gleichung  desjenigen  Kegelschnittes  aufgestellt 
werden,  der  durch  den  Punkt  0 und  die  Schnittpunkte  von  P mit  dem 
Kegelschnitte  geht  und  die  Mitte  « der  Linie  mO  zum  Mittelpunkte  hat. 

Seine  Gleichung  hat  die  Form:  f — = 0,  woriu 
a,  ß,  y noch  zu  bestimmende  Grössen  sind. 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  x und  nach  y,  so  erhält 
man  zwei  Gleichungen  zwischen  den  Coordinateu  x,  und  y,  des  Mit- 
telpunktes: 

2 17,  — aP,  — Uo{ax,  -f-  f iy,  -j-y)  = 0 
2 V,— ßP.— e0(«*,-f  £y,  + y)  = 0 

da  aber 

*0  + Xm  y0  + Ijm 

x‘  2 y‘  ~ 2 

so  sind: 

"*  — i«o,  = Jc0,  e-,  = 

P*  = *(>**• +»0*’.+«’.  = $ (^0+^') 

Obige  Gleichungen  gehen  somit  über  in: 

“( Pt  + «v«)  -f-  ßu^y. -f y«o  — “u 
a vx,  -f-  ß(  P,  + vtfi)  -f  yi'o  = *’o 

da  genannter  Kegelschnitt  auch  den  Punkt  0 enthalten  soll  uud 


ist,  so  folgt: 


fo-Po 

a*Q+ßyo+r  — i 


Aus  den  drei  letzten  Gleichungen  für  a,  ß,  y,  ergeben  sich: 


« = 0,  0=0,  y = 1 

Also  ist  die  Gleichung  des  gesuchten  Kegelschnittes: 


f—P  — O 

dieser  Kegelschnitt  enthält  von  selbst  den  Mittelpunkt  m und  hat  m<) 
zur  Hauptaxe.- 


Da  das  Aehnlichsein  zweier  Kegelschuitte  blos  abhängt  von  den 
Coofficienten  von  x,  xy,  ya  ihrer  Gleichungen,  so  folgt,  dass  alle  Kegel- 
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schnitte  f — P — 0 für  alle  Punkte  0 der  Ebene  einander  ähnlich  und 
zugleich  ähnlich  dem  gegebenen  Kegelschnitte  sind. 

Es  soll  uun  noch  der  geometrische  Ort  jener  Punkte  0 bestimmt 
werden,  für  welche  die  Mittelpunkte  « der  Kegelschuitte 

y — P = 0 

auf  den  gegebenen  Kegelschnitt  selbst  zu  liegen  kommen.  Alsdann 
muss: 

f,  =0 


sein,  oder: 


?»  + ”’*  ==  0 

J0+J.n»0  y0  + »rn  »n  . «-Q  A 

2 ü"1"  2 2 ' 2 ' 2d'  u 

2d 

/Ö  + (a;m“o  + y'»t,0  + “’o)  + ^<  =° 


oder: 


2J 

+ 4*^0 '’>»  + "’«)+  J'—Q 

d 

Da  aber  K,=0t»  = 0 u'm  = -p  ist , so  folgt  als  Gleichung  der 


3z/ 


0,  welche  also  ein  mit  dem  Gegebe- 


gesuchten  Ortscnrve:  /0-}- 

nen  ähnlicher,  ähnlichliegender  und  concentrischer  Kegelschnitt  ist, 
der  notwendig  doppelt  so  grosse  Axon  und  folglich  einen  viermal  so 
grossen  Inhalt  als  der  gegebene  Kegelschnitt  hat. 

Regensburg,  den  6.  Januar  1876. 

Max  Greiner, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik 
an  der  Kreisgewerbeschule  da. 


Digitized  by  Google 


Binder:  {Jeher  dir  oscillatorischen  Bewegungen  einer  Walze  etc.  113 


XI. 

Ueber  die  oseillatorischen  Bewegungen  einer 
Walze  mit  excentrischer  Schwerpunktsachse. 

Von 

C.  Bender. 


Eine  Walze  mit  kreisförmigem  Querschnitt  befinde  sich  auf  hori- 
zontaler Ebene  und  werde  ein  wenig  aus  ihrer  Gleichgewichtslage 
gebracht,  alsdann  sich  selbst  überlassen.  Es  ist  die  Bewegungs- 
gleichung  dieses  Apparates  festzustellen. 

Der  Abstand  des  Schwerpunkts  von  der  Achse  sei  = r,  der  Ra- 
dius des  Querschnitts  =»  II.  An  der  Walze  sei  das  Achsensystem  der 
xyz  fest;  die  z Achse  sei  die  Achse  der  Walze,  der  positive  Arm  der 
y Achse  gehe  durch  den  Schwerpunkt.  Die  Einfachheit  der  zu  Grunde 
gelegten  Verhältnisse  lässt  uns  ein  zweites  bewegliches  Achsensystem 
entbehrlich  erscheinen.  Hierdurch  und  durch  die  weitgehende  An- 
wendbarkeit der  elliptischen  Functionen  unterscheidet  sich  die  vor- 
liegende Aufgabe  von  der  viel  allgemeineren,  welche  in  den  classischen 
UnteRuchungen  von  Besscl  *)  ausgeführt  ist. 

Es  sei  q>  der  Winkel,  um  welchen  sich  die  Scheibe  gedreht  hat, 
wenn  sie  aus  der  Gleichgewichtsstellung  in  eine  Nachbarstellung  durch 
Rollbewegung  längs  der  positiven  X Achse  Ubergegungen  ist.  • Dieser 
Winkel  <p,  welcher  besser  definirt  wird,  als  der  Winkel,  welchen  die 
Verbindungslinie  von  Schwerpunkt  und  Mittelpunkt  der  Scheibe  für 
die  erwähnte  Stellung  des  Apparates  mit  der  Y Achse  bildet,  werde, 


*)  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  1826. 

Teil  UL  8 
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was  hier  bequemer  ist,  in  der  Richtung  der  Bewegung  der  l'rzeiger 
positiv  angenommen.  Die  Gleichung  der  Bahn  des  Schwerpunktes  ist 
nunmehr,  wenn  wir  mit  ic,  und  _//;1  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes 
bezeichnen 

•=  R cp  --  rsiu  y I 
j/3  *=*  li  ■ — rcosqn  ( 

Bezeichneu  wir  mit  M das  Trägheitsmoment  der  Walze  in  Bezug  auf 
eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Achse,  mit  m ihre  Masse,  so  ist 
die  Differentialgleichung  der  Bewegung: 

r-f  tnyrcoscp  — "*  (^)  ( Jt*  — 2/freos  cp  c--f 

Hier  bedeutet  <j  die  Beschleunigung  der  Erdschwere,  f eine  Con- 
stante.  Diese  Cnnstante  können  wir  auch  dadurch  ausdrUckeu,  dass 
wir  mit  <pkl  den  Winke)  bezeichnen,  bei  welchem  das  aus  der  Gleich- 
wichtslage gebrachte  System  seine  Bewegung  beginnt.  In  diesem 

f/qp 

Augenblick  ist  ^ = 0 und  wir  erhalten  daher: 


mgr  (cos  <p  — COB  <JPW)  = ^ ( r^)  ( R*  — 2/fr  COS  «ja  — J—  j 1 

Wir  gebcu  dieser  Differentialgleichung  zunächst  die  Form: 

2rg  (cos  <p  — cos  <p„) 


dep 

77z 


V 


R* — 2 Rr  cos  7-  -f  c--f 


M 


woraus: 


TT  = ~2  ~ 

und  setzen 


V 


Arg 


I ■ ■itn 
[ 8,n  2 


COS2 


tg: 


1) 


w—r+t!+  |<"+o’+"}  >«>1 


II. 


qr*  (po 

tg  — lg-«  cos coamn 


für  einen  Modul  k,  der  die  Bedingung  zu  erfüll  n hat: 


(R — r)*-J- 
(Ä+r)*+ 


M 

m 

MCOt 


m 


<Po 

2 


wenn  k'  den  conjugirten  Modul  bezeichnet.  Hieraus  ergiebt  sich  der 
Wert: 
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!:  = Sill 


m 1 / (Ä+r 

V / 

r /e-'_(-rs_2v 


V+" 

nt 


--j-r- — 2 /frcos<p0-f- 


M 


Nach  dieser  Substitution  geht  die  Differentialgleichung  über  in 

ARrk*  sin4«»«*  l 


8.  “*  2 l/  , 

K , 


+ 


M 


11  - 


(y/+.-)s4- : 


M 


Da  der  Ooefticient  von  /.-siirm« m stets  1 ist,  so  kann  man  setzen 

Wir 


sin  am  a = 


woraus : 


COS  am  a = 

% 


/ 1 am  a “ 


V 

V 


M 

(W— r)*+  - 
«n 


(K-r)M- 


M 


M 


II • -f-  r2  — 2 Itr  cos  (pn  4- 

1 m 

Wenn  mail  jetzt  dt  aus  der  Gleichung  entwickelt,  so  kommt: 

| /Ä  COS  (Tfflfl  d.am  fl  vh 

\ y sill'i/rt'r  1 — A-sin^omosiu- «m « 

Bezeichnet  also  II  das  elliptische  Integral  3.  Gattung: 


H(n,  <i) 


/ 


‘ /.-*siu  am  a cos  um  ad  um  a sin*  amu  du 
1 — ib*sin*<»n «sin* am  u 


I ,,  ö(«l  — “l) 

ö«,  “'  + ilog 


wo 


" =©**  2A' 

a,  2 n 


so  wird  nach  Integration 

1 /II  ( cos  amad  ama  , ) 

t = -2  1/  - < » 7——  + J7(«, 

r g ( Sin  amu  1 ’ ) 
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WO 


ZK) 


e»oe»|e«(a|+-f)g»(«l+  -J) 


Hai 


+ 


0(7, 

ÖOj 


Während  einer  vollen  Oscillation  variirt  <jo  von  — <p0  bis  -(-‘To  ond 
wieder  zurück,  gleichzeitig  « von  — K bis  K und  von  K bis  3 K,  u> 

im  ganzen  von  — ^ bis  Demnach  ist  die  Oscillationsdauor 

7’=  4jr|/^Z(a,) 

In  besonderer  Rücksicht  auf  kleine  Elongationen  <jy  deren  höhere 
als  2.  Potenzen  vernachlässigt  werden  mögen,  setzen  wir,  von  Gl. 
(II)  ausgehend, 

Cp  QPo  , 

tg  g *“t«  2 «n® 

dann  kommt: 

a„  V rg  cos  ( 1 + tg»  0°  sin*«’) 

| /(Ä-r)*+  ^ + [</Hr)*+  jjf}  t«!^°  sin*»» 
das  ist  entwickelt: 


0/ 


1 /(Ä-r)*- 
rg 


-r)*+- 

1 OT 


«Po“  , «Po* 


-(*+ s + 4 sinVf 


(Ä+r)*  + " , , 

f/l  . 9(0 

+ — ~~  M 8 8 Ul>* 

(7f-r)*  + 


) 


und  giebt  integrirt  von  v = 0 bis  2 7t: 


..  i/-: 


Der  Apparat  geht  in  einfaches  Pendel  über,  wenn  man  die  ganze 
Masse  in  einen  änssern  Punkt  verlegt  und  den  Radius  der  Walze 
verschwinden  lässt,  so  dass  nur  ihre  Achse  übrig  bleibt,  die  dann 
unbeweglich  ist  Dann  wird 
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lieber  einige  Beziehungen  der  elastischen  Curvo 
va\  «len  elliptischen  Functionen,  speciell  zu  dein 
elliptischen  Bogen. 

Von 

C.  Bender. 

Auf  eine  elastische  Linie  ab,  welche  zunächst  in  der  X Achse 
eines  bestimmten  Coordinatensystems  ausgestreckt  liegen  möge,  wirke 
eine  bestimmte  Kraft,  in  dem  Punkte  a eingreifend  in  der  Richtung 
ah  und  eine  ebenso  grosse  Kraft  in  b augreifend  in  der  Ricbtuug  ha. 
Unter  dem  Einfluss  beider  Kräfte  wird  eine  Biegung  der  elastischen 
Linie  eintreten,  welche  in  der  XY  Ebene  des  Coordinatensystems 
stattfinden  möge.  Die  Gleichung  der  elastischen  Curve  lässt  sich  dann 
aus  der  Bemerkung  ablciten,  dass  für  jeden  Punkt  der  Curve  der 
Krümmungsradius  y umgekehrt  proportional  ist  dem  statischen  Mo- 
ment einer  der  Kräfte,  welche  in  a und  b angreifen.  Wir  drücken 
dieses  aus  durch  die  Gleichung: 


e 


wobei  e eine  Constante  bedeutet,  welche  von  dem  Biegungswiderstande 
und  der  Spannung  der  Linie  abhängig  ist.  Durch  Einführung  des 
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analytischen  Ausdrucks  für  den  Krümmungsradius  und  durch  Multi- 
plication mit  2dy  .auf  beiden  Seiten  der  entstehenden  Gleichung  er- 
halten wir,  nach  erfolgter  Integration: 


woraus  die  Gleichung  der  elastischen  Linie  in  Gestalt  eines  ellipti- 
schen Integrals  resultirt: 


n 


(y*—  C)dy 
(4  c*-C*+2Cy* 


-.V1)* 


in  welchen  Gleichungen  die  weitere  Coustante  C noch  naher  zu  be- 
stimmen ist. 


Wir  geben  nunmehr  der  Gleichung  1)  durch  Einführung  von 


die  Gestalt: 
2)  ...  . 


dt*  = dx*-\-dy* 


fix 

dt  = C + '~!r 


wobei  C und  <■  jedoch  nicht  mehr  dieselben  sind  wie  iu  Gleichung*  1 ) 
von  welcher  weiter  kein  Gebrauch  gemacht  wird.  Wie  die  Anschau- 

tlx 

ung  der  Figur  1)  ergibt  wächst  mit  y , den  beiden  Coustaiiteu  C 
und  c kommen  daher  positive  Werte  zu. 


Wir  haben  uuu,  da 


tlx 
fl  8 


V'+§ 


» ■■■  -t- 

Für  y = U erhalten  wir: 

») 


'1  = vr-c' 


^ ist  aber  in  diesem  Falle  (y  — 0)  der  Siiius  desjenigen  Winkels, 

welchen  die  Tangente  im  Anfangspunkte  der  Curve  mit  der  X Achse 
bildet.  Nennen  wir  diesen  Winkel  <jp  so  zeigt  3a,  dass 

4) C — cos<p 

Durch  Einführung  von  4)  in  3)  entsteht: 
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tlhptUchf.it  Functionen,  spc.itU  ;n  dem  rlliptUchi  n fio/ftn 
dtj 


11!» 


dt 


Sil»  qp|  / (1 


2sin: 


V 


.'/■)(!  + 


V) 


2co8* 


Setzen  wir  nun: 

6). 

in  5)  ein,  so  entstellt: 
•lz 


. <P  1 /2 

y ■=*  sm  1/  ; . s 


t)  • 


*h  <pl  i c 1 ® 

• d*  “ C0S  2 I 2 V 


Aus  der  Theorie  der  .elliptischen  Functionen  wissen  wir  nun,  dass 
dieser  Differentialgleichung  für  s der  Wert  entspricht: 

8)  . . . z — cos«m(«  \ u + F)\  Modulus  = *'u(^) 

wobei  T eine  noch  zu  bestimmende  Constante  bedeutet. 

Hieraus  erhalten  wir: 

9)  . . ■ y — sin  ^ J/  ^ cos  um  (t  y --j-  r)\  Mod.  = sin  ^ 

Für 

'Kä+r==o 

* 

erhalt  y einen  maximalen  Wert.  Wir  können  nun  das  Coordinateu- 
system  jederzeit  so  wählen,  dass  dieser  maximale  Wert  für 

* — 0 

eintritt.  In  diesem  Falle,  welcher  auch  in  der  Fig.  1)  aufgczcichnct 
ist,  wird 

9*j r = 0 

und  die  Y Achse  teilt  die  Curve  in  zwei  symmetrische  Teile. 

Die  Constante  c lässt  sich  auf  zweierlei  Weise  ausdrückeu.  Ein- 
mal »st  da  r = 0 in  Gleichung  9)  für  « = 0 

y — ff 

oder  gleich  der  grössten  Erhebung  des  Bogens  der  elastischen  Curve 
über  die  X Achse.  Also: 


H = sin 


. <P  |/2 

1U2  \~c 
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oder: 


2sin2  ? 

9b)  ... 

c = ~~H*- 

weiter  ist  in 

Gleichung  9)  für  # = S = 

o 

II 

5» 

und  also 

sVl-K 

wodurch 

K * 

9°)  . . . . 

c “ ? s* 

dem  halben  Bogen  der  Corvo 


Unter  Berücksichtigung  der  Werte  9“)  9’’)  9C)  erhalten  wir  nun  aus 
9)  für  y folgende  zwei  Gleichungen,  welche  nur  scheinbar  sich  von 
einander  unterscheiden  : 


1 . . 


y = //V.08  (im 


S . rp 

y = -g  sm  2 cos  am 


(-5 


<r> 


Mod.  = sin 


Mod. 


sin 


V 


Interessanter  sind  die  Resultate,  welche  man  durch  Vergleichung  von 
9b)  mit  9C)  erhält.  Diese  ergiebt 


II  . 

oder 


S = 


K . H 

■ <f> 
8ln  2 


«» 


II* 


S K 

H . cp 

sin  ^ 


Bedenken  wir  nun,  dass  cjp  bei  gegebener  elastischer  Curve  cino  ganz 
bestimmte  Grosso  ist,  weiter,  dass  sin  den  Modulus  k vor- 
stcllt  und  K durch  die  Relation 


n 


2 (Hwo+yo+w 


wobei 


1 — k' 
1-*-*' 5 


k'=  yi— k* 

i — _v 

i + V 
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mit  sin  ^ *=>  k verbunden  ist,  so  ersehen  wir,  dass  die  rechte  Seite 
II*.  eine  constantc  Grösse  ist 


Wir  erhalten  daher  aus  II.  und  II».  folgende  interessante  Sätze: 

Die  Länge  des  halben  Bogens  ei n er  ebenen  elastischen 
Curve  ist  gleich  dem  Prodncte  ans  K in  die  grösste  Er- 
hebung des  Bogens  über  die  x Achse  dividirt  durch  den 
Sinus  des  halben  Winkels,  welchen  Tangente  und  x Achse 
im  Anfangspunkte  (Fusspunkte)  der  Curve  mit  einander 
bilden.  Das  Verhältniss  des  halben  Bogens  zur  grössten 
Erhebung  einer  elastischen  Curve  ist  für  alle  elastischen 
Curven  constant,  welche  mit  dem  gleichen  Winkel  cp  auf- 
steigen. 


Wir  kehren  zur  Differentialgleichung  2)  zurück  und  setzen  den 
Wert  für  y,  wie  ihn  die  zweite  Gleichung  II.  liefert,  unter"  Berück- 
sichtigung von^9c)  in  diese  Differentialgleichung.  Wir  erhalteu  so: 


dx 

dt 


cos  •;  -f-2sin 


2 <p 
2 


cos*  am 


oder  nach  einer  leichten  Umformung: 


Da 

so  ist 


und  also 


hieraus 
10)  . . 


dx 

ds 


— 1 -f-2  ^1  — sin*^siu*«m  *~\ 


sin*^  = k 2 


1 — sin* ly  sin^am  -=■  = d*aml  ~~ 


sK 


Es  ist  nun  nach  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen: 


11) Jd*  amvdv  = E, 

gleich  dem  elliptischen  Bogen  über  der  Abscisse 

x =»  sin  amu 
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wenn  die  halbe  grosse  Achse  der  Ellipse  = 1 und  deren  Excentri- 
cität  = /.•  ist. 

Die  (Heichung  10)  liefert  durch  Integralion 

(*±±K 

2S 


12) 


Da  sich  sin«/« 
teln  lässt  und  zwar 


(1 ) ■ 


aus  einer  der  beiden  Gleiehnngen  II)  ermit- 


13) sin«///(  \ — J/  1 — jjt—  j\  H*  — ,y* 

gefunden  wird,  so  erhalten  wir  aus  der  Verbindung  der  Bemerkung 
11)  mit  12)  und  13) 

III.  De r über  de r A bscisse  | = H*  — ^steffcndeBogeu 

ciuer  Ellipse,  deren  halbe  grosse  Achse  = 1 und  deren 

qp 

Excentricitftt  — sin  g • ist.  gleich  dem  bis  zur  Ordinate  >/ 

gehenden  Bogen  einer  elastischen  Curve,  welche  mit  dein 
W in kel  <p  aufsteigt,  vermehrt  um  die  der  Ordinate  y ent  - 

sprechende  Abscisse  x,  diese  Summe  multiplieirt  mit  .rr. 

Jo 

siu<P 

oder  was  dasselbe  ist  mit  2 

2 H 

Wird  x = X gleich  der  halben  Spannweite  der  elastischen  Curve, 
so  gebt  * über  in 

* = S 

gleich  dem  halben  Bogen  dieser  Curve.  Hierbei  geht  I über  in 

$ - 1 

gleich  der  halben  grossen  Achse  der  Elsipse. 

Der  elliptische  Quadraut  einer  Ellipse  deren  halbe 

. (p  , 

grosse  Achse  — 1 und  deren  Excentricität  = sin^  ist  da- 


her gleich: 

III» 


(A-(-S)sin^ 

K ==*  

2 H 
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in  w v 1 c h o m Ausdruck  X die  halbe  Spannweite,  S den  halben 
Li  ogun  und  H die  grösste  Er  beim  ng  einer  elastischen  Cur  ve 
bedeutet,  welche  mit  dein  Winkel  ijp  aufsteigt. 

D*t  Ausdruck  III*.  lasst  sich  verwenden  bei  der  Berechnung  des 
Winkels,  welchen  die  Tangenten  in  a)  und  b)  mit  einander  bilden 
fitr  den  Fall,  dass  beide  Punkte  in  denselben  Tunkt  der  X Achse 
zusammonstossen.  Wir  haben  alsdann  in  III“.  zu  setzen: 

<p  »■=  ijp,,  (Fig.  2.) 

X = 0 

Da  jedoch  der  elliptische  Quadrant  H auch  von  <p  abhängig  ist, 
so  wählen  wir  für  K die  aus  den  elliptischen  Functionen  bekannte  Form: 

' K = (i  - l-*A)  ä * 

wobei  .1  die  con vergolde  Reihe: 

. 1 . ‘''u  , ■G  ■ ^0,)  . '^*0  ■ G[] 

A “ 2+  4 4 16  ' ' ' 

vorstellt  und  K die  schon  oben  angegebene  Bedeutung  hat.  Wir  er- 
halten demgemäss  die  Gleichung: 

IV.  .......  (1— k*A)Ki  = £ji  . . sin~ 

in  welcher  !•,  A,  K Functionen  des  Winkels  <po  sind,  und  welche 
folglich  <f>i  aunahernd  berechnen  lässt.  Der  gesuchte  Winkel  « ist 
alsdann : ^ 

e = 2 (g>„  — DO0) 

Entfernen  sich  nun  die  beiden  Kräfte  von  einander,  indem  sie  in 
dem  zu  Anfang  gegebenen  Sinne  weiter  vorwärts  gehen,  so  entsteht 
«•ine  Schleife.  Die  Grosse  A",  welche  auch  hier  wieder  den  halben 
Abstand  der  Tunkte  o)  uud  b)  bedeutet,  ist  iu  III“  negativ  einzu- 
führen, so  dass  wir  erhalten: 


(S — ATJsin.^1 


Für  S — X ist  die  Excentricitftt  — 1 und  es  geht  die  Ellipse  iu 
eine  gerade  Linie  über,  ebenso  die  elastische  Linie. 

Nicht  uninteressant  milchte  es  erscheinen  den  Bogen  *,  zu  be- 
stimmen für  denjenigen  Punkt  der  Y Achse,  in.  welchem  sich  die  Cur- 
veuäste  schneiden.  Man  hat  hierbei  auf  Gleichung  12)  zurückzugehen 
und  darin 
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*•=*,;  * = 0 

zu  setzen.  So  erhalten  wir: 


s,A' 

~S~ 


tjK 

2 S ' 


Das  Integral  rechts  kann  nun  nach  der  Lehre  von  den  ellipti- 
schen Functionen  ausgedrückt  werden  durch  den  elliptischen  Quadran- 
ten und  eine  convcrgente  Form  mit  dem  Argument  . welche  ge- 
wöhnlich mit  * bezeichnet  wird,  so  dass  also: 

8 1 A • 


wobei  E wie  seither  den  elliptischen  Quadranten  einer  Ellipse  bedeutet, 

qo 

deren  halbe  grosse  Achse  — 1 und  deren  Excentricität  =sin  ,,  ist.  Durch 

Einführung  und  Vergleichung  entsteht  die  in  Bezug  auf  a,  aufzulö- 
sende trauscendente  Gleichung 


VI. 


*,*_£.*,  (,ak\ 

2S  S 5 ; 


welche  jedoch  wenig  Interesse  darbietet. 

Die  in  Vorstehendem  entwickelten  Lehrsätze  sind  in  hohem 
Grade  interessant.  Sic  erheben  jedoch  vorläufig  keinen  Anspruch  auf  . 
besondere  Wichtigkeit 
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XIII. 

Theoreme  gdn<?ral  sur  les  courbes  imicursales. 


Par 

Paul  Appell, 

Ductfur  cs  scicnccs,  Agrenc  <ic  l’Univcisitc,  Aneicn  elevc  clo  l’Ecolc  Normalo 

gupcricare  de  Paris. 


Soit  une  courbe  unicursale  ot  an  faisccau  de  courbes 
algebriques  tel  qu’  une  des  courbes  du  faisceau  soit 
dSterminße  par2n  points  ot  coupe  la  courbe  unicursaleen 
2«-}-l  points  variables,  Cy  a 2n-f-l  courbes  du  faisceau 
osculatrices  4 la  proposee,  c’est  4 dire  la  coupant  en 
2n-|-l  points  confondus,  et  les  2«4-l  points  de  contact 
soiit  sur  une  courbe  du  faisceau. 

En  effet,  si  l’on  choisit  arbitrairemeut  sur  la  courbe  unicursale 
2»  points  pour  faire  passer  par  ces  2«  points  une  courbe  du  fais- 
ceau, cette  courbe  coupera  la  courbe  unicursale  en  un  (2n-f-l)*ni* 
point  parfaitement  determine;  aussi  les  courbes  du  faisceau  determi- 
nent  sur  la  courbe  unicursale  des  groupes  de  2»»-f-l  points  tels  que 
2n  points  d’un  groupe  6tant  choisis  arbitrairemeut,  le  (2n-|- l)im®  est 
conuu  Soit  k le  parametre  en  fonctiou  du  quel  sont  exprini6cs 
les  coordonnfes  de  la  courbe  unicursale  et  soient  A,  A,  ...  A20+1  les 
2n  -f- 1 valeurs  de  ce  parametre  correspondant  aux  2n-\~l  points 
d’un  des  groupes:  d’aprds  ce  qui  precede,  lorsque  2»  de  ces  valeurs 
sont  choisis  arbitrairemeut  la  (2n-4-l)'me  ?st  determin^e ; il  doit  donc 
y avoir  entre  ces  (2n-(-l)  valeurs  une  relation  du  premier  degre 
par  rapport  ä chacune  d’elles-,  de  plus  cette  relation  est  6videmmcnt 
symetrique  par  rapport  4 ces  2»-f-l  valeurs.  Elle  est  donc  de  la 
forme 
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Apf>  *11:  Ihforfaftt-  fjf.nvml  swr  l<  * caurlrf  s unumwabs. 

(1)  Aßt* f i -f- ...  A 0S>„  + 1 —p  -----  0 

St  designant  les  sonnne  dos  produits  /.■  .i  / des  2»-f-l  valeurs 

A j ...  A‘2n  + I- 

Si  l’on  considörc  une  eourbc  du  faiseeau  oseulatriee  ä la  courbe 
unieursale  en  un  poiut  dont  le  jm ra  in  et re  est  k,  les  2»-|-l  valeurs 
du  parainötro  entrant  dans  la  relation  (!)  soiit.  egales  entre  dies  et 
egales  ü Ä.  Cette  valcur  k vcritie  dout  l’oquation 

(2)  zU2" + 1 C,  ** + LI , Cj,-" + 1 dsÄ-M ! 1 ...  -t  (.p-,"  + ,dP.->+1-/'-(- 

. -t~  - Ln  + 1 — U 

Cp2"  + 1 designant  le  nombre  de  eombinaisons  de  2«-j-l  «bjets  j>  ä j>. 

L’equation  (2)  ötant  de  degre  2«  + l,  on  sait  qu’  il  y a 2«-J-l 
courbes  du  faiseeau  osculatriees  ä la  courbe  unieursale:  les  raeines  de 
cette  equatiou  sollt  les  valeurs  du  parametre  eorrespoudant  aux 
'2u  -j- 1 poiuts  de  contact. 


Pour  demoutrer  que  ces  2«-j-l  poiuts  de  contaet  sunt  sur  une 
eourbc  du  faiseeau , il  suftit  de  faire  voir  que  les  2«  -(- 1 raeines  de 
l’equation  (2)  satisfont  ä la  relation  (1;. 


Designons  par  la  somnie  des  produits  j>  ä j>  des  raeines  de 
1’equation  (2):  je  vais  demontier  que  l’on  a 


En  offet 


ApSäii  + l f)  f ' djH  | I -p  l-p  — *1 


Sjii  + I-P  = ( - l)2"+l  p 6'2n+l-p 


2.i  | 1 


Ai 


I i-P 
A 


et  comme 
ou  a bien 
On  a doue  aussi 


2,  - (-1)^+»^ 

C2K+I-,.2'1  • 1 = Cp'"" 

Ap  £2tc  + l—p A'tn+l—p  2p  — 0 


A2h,  + \ -\-At  ...  -^-Ap£iM\  i-p~\~  •••  +-t2»  + i p — 0 


Car,  d’apres  ce  qui  prceedc,  la  somnie  de  2 termes  cgalement  distant 
des  extremes  est  nulle.  Le  theoreine  general  que  nous  avons  euonce 
est  donc  deinoutre. 


Applications. 

Deduisons  d’abord  du  theoreine  general  uu  theorfuno  bien  eminu. 
Considerons  une  eourbc  uiiieursale  du  3"  ordre  et  Coupons  la  par  les 
droites  du  plan.  Une  droite  eoupe  la  courho  eu  3 poiuts  et  est 
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d&erminee  par  2 poiuts:  on  est  donc  bien  daus  les  conditions  de 
Ienonce.  Le  theoreme  indique  alors  qtie  la  courbe  a 3 points  d’in- 
tiexion,  et  que  cos  3 poiuts  sollt  en  ligne  droite. 

Voici  maiutenieut  un  autre  theoreme  qui  me  scmble  nouveau. 
Cousiderons  une  droite  tixe  et  Coupons  la  par  des  courbcs  du  3° 
ordre  passant  par  7 points  fixes. 

Ccs  eourbes  coupent  la  droite  en  3 points  variables,  et  une 
d’entre  eiles  cst  determinee  par  2 de  cos  points.  Donc  par  7 points 
donnes  ou  peut  mener  3 eourbes  du  3°  ordre  osculatrices  ä une  droite, 
e’est  ä dire  ayant  cette  droite  pour  taugente  d’inflexion ; les  3 points 
de  contact  de  ces  3 eourbes  sont  sur  une  courbe  du  3°  ordre  pas- 
sant par  les  7 points. 

Ces  2 exemplos  suftiseut  pour  douner  une  idee  de  la  f&conditd 
dn  theoreine  enonce. 

Ajoutous  eucore  que  lo  meine  theoreme  s’applique  aux  cour- 
bcs gauches  unicursales  coupccs  par  un  faisceau  de  surfaces 
algcbriques. 

Pour  exemple  si  Ton  cousidere  une  cubique  gauche,  c’est  ä dire 
une  courbe  gauche  unieursale  du  3°  ordre,  cette  courbe  est  coupee 
en 3 points  variables  par  des  plaus  passant  par  un  point  fixe:  et  un 
de  ces  plaus  est  detennint  par  2 points.  Donc  d’un  point  on  peut 
mener  3 plaus  osculateurs  une  cubique  gauche  et  les  3 points  de 
contact  se  trouvent  sur  un  plan  passant  par  le  poiut. 
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Vtr tluy s:  Resolution  tfun  Systeme  i? tquations,  dont  uns 


XIV. 

Resolution  d’un  Systeme  d’6quations,  dont  uno 
est  du  second  degre  tandis  que  les  autres  sont 

lin&tires. 


Par 

Monsieur  J.  Versluys, 

Professeur  de  muthtfmatiques  a Gröningen. 


Bm  equalions  ü de«  hiron»*fs. 

§ 1.  Soit  donn6  le  Systeme 

ax*  -f-  by * -f-  cz*  + 2 ft/a  -j-  2gzx  -|-  2hxy  =*  0 • 
px-\-qy-\-rz  = 0 

ot  d6terniinons  les  rapports  x:y,  x:z  et  y:z  par  lesqucls  ces  equations 
sont  satisfaites.  Soit 

a h g p | 
h b f q 
g f c r 
p q r 

le  d6terminant  qn’  on  obtient  en  bordant  lo  discriminant  de  l’öquation 
du  second  degre  des  coefficients  de  l’6quatiou  lineaire. 

Le  dfcterminant  i 616mcuts  rßeiproques  correspondant  au  deter- 
minant  X soit 

A H G P 
H B F Q 
O F C R | 

P Q R 
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On  a (Yoir  Günther  Kap.  II,  § 12) 

pG-\-qF-\-rC  = 0 
pH-\-qü-\-rF  = 0 
pA-\-qH+  rG  = 0 

§ 2.  L’equatiou  donn&e  du  second  degre  eat  idcntique  au  der- 
nier  determinant  borde  des  inconnues  et  egale  k z&ro: 

A H G P x 

H B F Q y 

G F C R t =0 (2) 

P Q R 

x y z 

Pour  v^rifier  cette  identite  il  suffit  de  remarquer  que  le  coefiieieut 
de  x * dans  la  dermi^re  6quation  est  (Voir  Günther  Kap.  III,  § 4) 

I B F Q | 

| F C R j = aX*,  etc. 

I Q R ! 

§ 3.  On  pcut  donc  reinplaecr  l’equation  dornige  du  second  degre 
par  la  premiöre  equation  du  paragraphe  precedent.  Pour  dlimiuer  a 
de  l’equation  (2)  et  de 

Pae_t'9y  + r*  “ 0 

ajoutons  la  prcmi&re  ligne  du  determinant  (2)  multipliee  par  p,  et  la 
deuxi^me  multipliee  par  q ä la  troisiöme  ligne  multipliee  par  r.  Eu 
appliquant  les  identites  (1)  on  trouve 

A H G P x 
H B F Q y 

0 0 0 X 0 =0 

P Q R 

x y z 

Des  deux  eldments  a Tun  resto.  Pour  dliminer  celui-ci  multi- 
plions  la  premiire  colonne  du  dernier  determinant  par  p,  la  deuxiemo 
par  q et  ajoutons  ccs  produits  au  produit  de  la  troisifeme  colonne  par 
r.  Le  rüsultat  est 

A H 0 P x 

H B 0 Q y 

0 0 0 H 0 =0,  on 

P Q H 

x y 0 


Teil  LX. 


t 
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Versluy Resolution  tVun  Systeme  d'^quations , dont  une 


| A H x 
I H B y 

I * y 


— 0,  ou 


Bx*  — 2Hxy  -(-  Ay2  = 0 


§ 4.  La  dorniere  6quation  nous  donne 


x 

y 


H±  V (H2 — AB) 
B 


— X 
B 


d2 X 
da  . db 


H±rj/X 

B 


De  la  meine  mauiöre  on  trouve 


Cx2-f  Az*—  2Gxz  — 0 

x G ~l~  q V X 
* = C~ 


Cy2  -f-  Bz*  — 2Fyz  = 0 

V F ±.p-^  X 

z C 

§ 5.  Resultat.  Eu  eliminant  a-,  y et  z entre  les  equations 

o»*+iy*  + cz2-\-2fyz-\-2gzx-!r2hxy  — 0 
et  px-\-qy-\-rz  = U 


on  obtient  successivemcnt 


\ B F y 

A G x j 

A II  x 

I F C z 

y * 

= 0, 

G C * | 

X z 

= 0 ot 

H B y 
* y 

on 

Cy2  + Bz2  — 2Fyz  = 0 
Cx2-\-Az2—2Gxz  = 0 
Bxi-\-Ayi — 2 Hxy  = 0. 

y f±pVx  b 

c ” F^Pyx 

* _ G±q^X  _ C 

(c  j4  g?  y JT 

* H±ryx  A 

y i* 

Remarque.  De  cos  resultata  on  voit  immddiatement  quo  lea 
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racines  sont  imaginaires,  quand  X est  negatif.  Quand  X = 0,  les 
racines  sont 

x:y-.3  = A.H-.G  = H:B:F=  G-.F-.C  = P-.Q-.R 

§ 6.  Application  i»  la  geonietrie  analytiqne.  Quand  les  dquatious 
donnees  represouteut  une  couique  et  une  droite  eu  coordonuees  trili- 
n£aires,  les  resultats  precedents  nous  douuent  les  points  d’intersection 
de  la  conique  et  de  la  droite. 

Pour  obtenir  les  points  d’interseetion  d’une  conique  et  d’une 
droite,  dout  les  equatious  sont  donnees  en  coordonuees  cartesiennes, 
nous  posons  * = 1,  ce  qui  donne 

ax*  -f-  2 hxy  -f-  by1  + 2 gx  -\-2fy-\~c  — Q 
px-\-qy-\-r  = 0 

; A G X j 

G C 1 ‘ — 0 ou  Cx%— 2Gx  + A = 0 

I x 1 i 

\ R F y \ 

FC  1 I = 0 ou  cy  — 2Fy+ß  = 0 

i y 1 ! 

GTqyjC  A 

z=  c “ G±qyx 

F±pj/x  U 

y ” c ' ^ftpVX 

Quaud  X = 0.  la  droite  est  tangente  ä la  conique  et  les  coor- 
donnees  du  point  de  contact  sont 

A H G P U _ F _ H Q 

*-=  G~  F~  C~R:  y “ F~  C~  G = R 


Trois  equatious  ä trols  inrtnnues. 

§ 7.  Soit  donne  le  systdine  d’equations 

b^ß  -f-  c^y  -|-  = 0 

bß* cy*  dd*-\-2lßy-\-2mya-\-2naß-\-  . . . 

-f-  2po<5  -|-  2qßd-\-2ryÖ  = 0 

9* 
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Yersluys:  Resolution  (Tun  Systeme  (ftquations,  (io  nt  une 


a n mp  Oj  a2 

n b l q i,  i, 

ml  er  ex  Cg 

p q r d dg  dg 

al  Cj  f/j 

% I*  2 ^ ^2  I 

Le  determinant  ä el6ments  reciproques  soit 


A 

N 

M 

P 

A 

A 

N 

13 

L 

Q 

Dt 

Dt 

M 

L 

C 

R 

C'x 

C% 

P 

Q 

R 

D 

Dt 

Dt 

A 

c, 

Di 

At 

Bs 

t'g 

D 2 

§ 8.  L’öquation  donn6e  du  second  degre  peut  so  mettre  sous 
la  forme 


A 

N 

M 

p 

A 

c*  1 

N 

B 

L 

Q 

Dt 

Ds 

ß 

M 

L 

C 

R 

Ct 

Cs 

Y 

P 

Q 

R 

D 

Dt 

Dg 

ö 

= 0 

A 

A 

Ct 

Dt 

Ag 

Dt 

Cg 

Dg 

a 

ß 

r 

d 

Ajoutons  au  produit  de  la  quatri6me  ligne  par  <7,  la  premiere  ligne 
multipH6e  par  at,  la  deuxierne  multipli6e  par  i,  et  la  troisiöme  mul- 
tipliee  par  c, 

Puisqu’on  a 

Aai  + AV/j  + A/i?,  -f  Pdt  = 0 
Aa,  -f  Bbx  -f  Lcx  + Qdt  = 0 
Ma,  -f-  Lbx  -f  Cct  -f  iMj  = 0 
7’a,  + Qi,  + iic,  + ZW,  = Xb 

A<j(i ^ — |"  Z7g&,  — |—  CgC  4~  — 0 

a1a  + &i/i+c,y+rf1ä  = 0 

touB  los  dlements  de  la  quatrieme  ligne,  la  cinqui6me  exepte,  devien- 
ncnt  z6ro.  De  la  memo  mani6re  on  peut  reudre  zero  tous  les  616- 
ments  de  la  quatrieme  coloune  ä l’exeptiou  du  cinqui6me  616ment. 
L’eqaatiou  du  second  degr6  peut  donc  etrc  remplac6e  par  cctte  autre 


Posons  X ~ 
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A 

A 

M 

ds  a \ 

N 

B 

L 

B , ß 

M 

L 

C 

Cs  y 

— 0 

ds 

Bt 

Ct 

a 

ß 

Y 

qui  ne  contient  pas  i. 

§ 9.  Ponr  älimiDer  y,  de 

«i“  + *i|S+c1y+rf1d  =>  0 

— I — — I — — I — 0 

dednisons  l’eqnation  snivante  sans  <5 

(airfj  — ) «+ (*i^ss — VilHM»- c*rfi)y  “ o 

Dans  le  dernier  determinaut  nous  multiplions  la  premtere  ligno 
par  (a,ri * — Oü'^i),  la  deuxieme  ligne  par  (Ax d2 — 4äd,)  et  nous  ajou- 
tons  ces  produits  ä la  troisi&me  ligne  multipliee  par  (e,<L — cgd,)- 
Au  lieu  du  terme  y de  la  troisieme  ligno  on  obtient  zero.  Le  prcmier 
terme  de  cette  ligne  devient 

A (a1rli  — a1<!l)-\-N(b1rii  — igrfi)  + A/(tf,dg  — Cgdg) 

= (da,  + Abl  -f  A/cx)  dg  — (da*  -f  Abt  Mci)  <li 

= (—  Pdj)  dg  — (-  Prfs)  d,  = 0 

De  cette  mauiere  ou  raontre  que  tous  les  termes  de  la  troisieme 
ligne,  ä l’exceptiou  du  quatrieme,  devienneut  zero.  De  la  meme 
maniere  on  peut  reudrc  zero  tous  les  termes  de  la  troisieme  coloune 
4 l’exception  du  quatrieme.  L’equation  devient  done 


ou 


A N a 
N B ß 
« ß 


I 


0 


Ba*— 2Aaß+Aß*  — 0 


De  la  derniere  equation  s’ensuit 
a _ iV±y(^!  — AB)  _ 

ß~ 


Or 


d*X 
da . db 


B 

B 

| c r fj  Cg 

| r d f/j  dg 

= i ci  ci  ■ 

| e\ 

i d,  'h  i 

1 Cg  dg 

, donc 
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Veriluys:  Resolution  (T un  Systeme  tfequations,  dont  une 


N± 


ci  ^ 

<h  <h 


y 


a 

ß'~  li 

§ 10.  De  la  meine  maniöre  que  daus  les  paragraphes  prdcddents 
on  trouve 

APa 

P D ä =0  OU  Da*  — 27’od-f  Aö*  = 0 


: b,  b t 
Cj  ct 
D 


i-X 


B Q ß 

Q n <5  i = ou  Dß* — 2Qßd-\-  Bö*  = 0 

i ß <5 


ß 

d“ 

c n y 

R D 6 

y s 


X v-< 


= 0ou  Dyi  — 2Ryi  + CSt  — 0 


l 

d 


R+1,' 

h 


iV-x 


D 


Remarque.  Les  valeurs  trouvies  uous  montrent  immediatement 
quo  les  racines  sollt  imaginaires  quand  X est  positif. 

§ 11.  Les  Solutions  du  paragraphe  precedent  vous  donnent  les 
poiuts  d’interscction  en  coordonnees  quadriplanaires  d’une  surface  du 
sccond  degre  ct  d’une  droite. 

Eu  coordonnees  cartesieunes  on  a pour  les  poiuts  d’intersection 
do  la  surface 


axi-\~byi-\-czi-\-'2bjz-\-'2mzx-\-2nry-^-'2j)x-\-2qy-\-'2rz-\-H  — 0 


et  de  la  droite 


v4 


o 

o 


X 


r + 


A 

b1  I 
ci  ct  I 


Y-x 
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La  raarbo  d'intmertian  d’unr  surfare  du  srrond  degre  rt  d'un  plan. 

§ 12.  L’equation  d’unc  surface  du  secoud  degre  soit 
ax*  by*  -\-ezi-\-2Iyz-\-2mzx-\-  2nxy-f-2px-j-  2qy  -)-  2rz-\-d  = 0 
et  l’equatiou  d’un  plan 

= 0. 

En  61iminant  * de  la  memo  maniöre  que  dans  le  paragraplie  3 
on  trouve  pour  la  projection  de  la  courbe  d’intersection  sur  le  plan 
des  yz 

D L Q y j 
L C R z 
Q R D 1 
' y z \ 

De  meine  pour  les  autres  projections. 

Qaatre  equations  ä quatre  inconuues. 

§ 13.  Soient  donn6es 

ai“-H'iP+cir+',i<5+cis  = o 
— f—  *a/3  — = 0 

a3“+iäß  + C3)'+'/3^+eSf  ==  0 

aö*_|-6  ß*  cya— ets  -\-2Jßy -f- 2roy«  + 2naß  -f-  2 pnö  -f-  2 qßd 

+2ryd+2*«-j-2«jS*+2uye+2edi  = 0 
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Vtrluys:  Resolution  (Tun  sycttme  d fquations,  dont  um 


P0S0U8  X = 


a n m 
n b l 
m l c 
P q r 

x t u 

fl|  bj  ("  j 
ffj  b<t  Pj 
at  ^3 


p 1 at  aj 

q t 6j 

r u Cj  cs 

d » rfj  d* 

t>  « «j  «j 

e, 

rfs  «y 

<*3  «3 


«3 

*8 

c3 

d> 

«3 


L’equation  du  second  degre  peut  se  mettre  sous  la  forme 


A 

N 

M 

p 

S 

Ai 

^8 

A3 

a 

N 

B 

L 

Q 

T 

Bi 

Bi 

Bi 

ß 

M 

L 

C 

R 

U 

Ci 

C 8 

Q 

Y 

P 

Q 

R 

D 

V 

Di 

Di 

D3 

6 

S 

T 

U 

V 

E 

Ei 

Ei 

E3 

e 

= 0 

Ai 

Ci 

Bi 

Ei 

j A, 

B 1 

c% 

D% 

Et 

; -43 

B3 

C3 

d. 

Et 

! a 

ß 

V 

6 

l 

Eliminant  y,  <5 


et  * comme  dans  les  §§  8 et  9 on  trouve 


A N a 
N B ß 
a ß 


= 0 01  Btt*  — 2Naß+Aß*  = 0 


Or 


a N±Y  (N*—AB)  N±V  X da.  di 
ß B “ B 


tPX 
da  . db 


c r 
r d 

u v 

el  ^ 
ei  ilt 
ci  ds 


«1 

H 

«3 


di  ei 
d,  e, 

d3  «j 


c,  d,  e, 
c,  dg  «s 
c3  ^3  *3 


donc 
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ci  <h  ei 

ft  ± cs  «j  y'  X 

« e3  4l  «8 

ß ” B 

De  mSrne  pour  les  autres  inconnnos. 

Ou  pent  continuer  ainsi  pour  un  nombre  quelconque  d’eqnationa 
lindaires.  JLes  formules  qu’ou  obtieut  sont  a la  fois  tres-simples  et 
tres-maemoniques.  Pour  n equations  lineaires  on  a 


fl 


yx(-i)”-i 


Groniugue,  1 Juillet  1876. 
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Sie  bei:  Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen. 


xv. 

Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen. 


Von 

Alfred  Siebei. 

Fortsetzung  von  XI.  in  T.  LVIU. 


Artikel  V.  (8  18-§  24.) 

Hicr/u  oine  Figureutafel  und  drei  Tabellen. 

Httlfsbereehnungen  zur  Trennung. 

A. 

m m 

Berechnung  von  zs,r  und  at,r. 

§ 18. 

I.  Es  handelt  sich  bei  der  Trennung  nach  dem  vorigen  Artikel 
iu  gewissen  Füllen  um  die  Bestimmung  eines  Näherungswertes  der 
positiven  Wurzel  einer  Gleichung  der  folgenden  Form  (siehe  § 15 
(3)  und  § 16  (1)) 

(1)*  <?(*)  - ^ ~<)g(r-~  ~ • z"-2  — (r  — 2)xr~a -(r- 3)jr~l - ... 

— 3*2—  2x—  1 =s=  0 

oder  (was  dasselbe)  derjenigen  Wurzel  von 

(l)b  M(x)  = e.(x — l)*.<7(a:)  — r(r — l)(x — l)*a:r~2 — c<pr(x)  «=  0 

welche  O 1 ist,  wo 

<pr(x)  = (r-  l)xr  — r .*r— '-(-l, 
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« und  r ganze  Zahlen  sind  und 

2 < e < r. 

01 

Bezeichnen  wir  jene  Wurzel  statt  wie  früher  mit  z,.r  im  Folgen- 
den kürzer  mit  m,  so  dass 


m 

in  — zm.t , 


so  ist 
(2)* 

oder  wegen  (l)b 
(2)» 


— I/O  n*>) , 

Ml  /tn\  tu 


(JPr(m) 


f cH-§ 
3 

,-K 


(i) 


r(r — l)(m  — 1 ) “ nt' 


im'  2 


aus  welcher  Formel  sich  n,,r  leicht  logarithm isch  berech - 
nen  lässt,  wenn  m bekannt  ist.  (Siehe  HI). 

II.  Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  den  P’unctionen  f>(x)  und 
!/(*>  für 

r>  1. 

Die  beiden  ersten  Abgeleiteten  von  (!(x)  sind 

<?•<*,  _ ^ -3  — (r  — 2) (r  — 3)xr~*  — ... 

— 4.3®*— 3.2.*  — 2.1, 

Ir ,1  (r  — IWr  — 2Wr  — Ä! 

0"{X) 

und  wegen 


(r— 0)(r-l)(r-2)(r  — 3) 
e 


. xr~* — (r  — 2)(r — 3)(r— d)*''“5 — ... 

— 4.3.2z — 3.2.1 


1+2  + 3+ ...+(«-D  = n-"2  ° 


1. 2+2.3+ ... +(n— 2)  («-!)=  -5- 


m(h  — 1)  (n  — 2) 


3 


1 2. 3 + 2. 3.1+  ...  +(«-3)(n  — 2)(«  — 1)  = 


n(n — 1)(h — 2)  (n  -3) 


Digitized  by  Google 


140 


Siebe.  I:  Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen. 


ist  speciell 

O(l)-r(r-l)(!-i)<0 

G'(  1)  — r(r — 1)  (r—  2)  ^ ^ 0,  wenn  e 3 

<?"(1)  = r(r  — 1)  (r  — 2)  (r — 3)  Q — wenn  e 

Bemerken  wir  noch,  dass  die  Functionen  G(x),  G'(x),  G”(x) 
zwischen  0 und  +od  Einmal  ihr  Zeichen  ändern,  (r>3  vorausge- 
setzt) so  können  wir  uns  leicht  ein  Bild  der  Curvo 

y = G(x) 

machen.  Fig.  I.  stellt  diese  dar  für  r = 6,  e = 3,  1 = 20““. 

Ferner  ist 

M'(x)  = c(x—\yG'(x)-\-G{x).  2e(x  — 1 ) 

M"(x)  = e(r  — 1)*G "(x) +4e(x  — l)G '(x)  -f  2c . G(x), 

speciell 

M{\)  = 0;  A/'(l)  = o,  Jf"(l)  = 2«<7(1)  = r(r  — 1)(2  — «)  < 0. 

Um  M‘(x)  und  M'\x)  zu  entwickeln,  gehen  wir  auf  I (l)b  zurück: 

M'(x)—  r(r  — l)[(x — l)*.(r — 2)xr- 3-j-xr~2.2(x — 1)]— «,r(r — l)xr-2(x — 1) 
— r(r — 1 ) (x — 1 )xr_ 3 |(r — 2)  (x — l)-f-2x — ex\ 

(1)  M'(x)  “■  r(r — l)(x — l)xr-3(«x — (r  — 2)) 
also 

(2) 

M"(x)  =r(r  — 1 )xr~*  [ (r  — 1 )sxi  — (r  -f-  s — 2)  (r  — 2)x  -f-  (r  — 3)  (r  — 2)  j 
Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich  der  Verlauf  von 
y — Af(x) 

wie  in  Fig.  H.  (r  = 6,  e = 3,  1 «=  2001“). 

III.  Die  Figuren  I.  und  II.  lassen  erkennen,  dass  sich  die  Eulor- 

m 

sehe  Näherungs-Methode  mit  Vorteil  zur  Berechnung  von  m «=»  3,>r 
anwenden  lässt.  Die  Annäherung  ist  eine  sehr  rasche. 
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Man  erhält  speciell  die  Näherungswerte 

— 2,  414  213  562  log  A3l4  — 9*  644  473 

1)5  — 3,  627  365  085  t,5  = 9,  370  546 

= 1,  697  122  616  3,5  - 9,  933  444 

= 4,  732  626  153  6l4  — 9,  231  112 

w — 2,  304  173  145  4*  =■  9,  655  075 

s*  — 1,  461  722  631  3*  = Ö,  104  269 

Wir  werden  im  Folgenden  eine  zweite  Methode  zur  Be- 
rechnung von  m ableiten,  welche  sich  besonders  bei  grösserem  r 
empfiehlt  (§  20). 

Man  wird  sich  dabei  mit  einer  weniger  genauen  Annäherung  wie 
die  vorstehende  begnügen  und  eine  solche  Hülfsberechnung  **)  auch 
mitunter  ganz  umgehen.  (Nötig  ist  letztere  überhaupt  zur  Trennung 
nicht). 

§.  19. 

Tabelle  über  die  Anfangsziffern  von  m. 


8 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

r 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

2 

1 

2 

2 

3 

3 

4 

4 

5 

5 

6 

6 

7 

3 

• 

1 

1 

2 

2 

2 

3 

3 

3 

4 

4 

4 

4 

• 

• 

1 

1 

1 

2 

2 

2 

2 

3 

3 

3 

5 

• 

• 

• 

1 

1 

1 

1 

2 

2 

2 

2 

2 

6 

• 

• 

• 

• 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

2 

2 

7 

# 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

Es  zeigt  sich  gleich  zu  Anfang  der  Berechnung  dieser  Tabelle, 
dass  die  Ziffern  nach  einem  einfachen  Bildungsgesetz  fortschreiten 
and  nach  diesem  sind  die  weiteren  Werte  eingeschrieben’ 

Dasselbe  lässt  sich  so  formuliren: 

•)  Zur  Ahk&nung  für  — 1 +0,6  ... 

*•)  L'er  Vcrf.  behält  »ich  die  Berechnung  von  r«.rm  und  log  At,r  fOr  r^6 

VW. 
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Siebei:  Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen. 


Ist  bei  der  Divisiou  von  r durch  * = > — e q der  grösste 
Quotient,  t der  entspr.  (kleinste)  Rest,  so  dass 


r — 2-ä-H,  0 


so  stimmt  jene  Anfaugsziffcr  mit  der  von 


überein. 

Sie  ist  — q — 2 = r — 2 wenn  * = 1 


s > 1 und  t <C  2 


— 9 i)  n n * v,  2 

Zum  Beweise  dieser  auf  inductivem  Wege  gefundenen  interessanten 
Eigenschaft  der  pos.  Wurzel  der  Gleichung  (l)a  in  § 18  I.  formen 
wir  die  Function  M(x),  § 18  I.,  indem  wir  zunächst  den  Ausdruck 
für  tpr(x)  substituiren,  wie  folgt  um: 

M(x)=xr\  r(r — 1 ) — e(r  — 1)  J — *r_1  J 2r(r  — 1 ) — er } -j-  xr~ 2 . r(r — 1 ) — * 
= a;r — 2 . iV  (ac)  — e, 


A7(x)  = (r — l)«.»11 — (r-}-»  — 2)r.«-f-r(r  — 1) 


Setzen  wir 


so  wird 


r — z 

x = • 

* 


t.N(x)  = (» — 1)  (r  — a)*  — (r  -j~  * ~ 2)r  (« *)  -f-  r(i 1 )» 

N(x)  = | { z*.(r — 1)  — a.r(r — *)-f-r(r  — «)| 

N ^ = ~ entspr.  a = 0 

"C-tK-T1  . -* 

„(r) '—  = <(£)’ 

Da  > 0,  so  liegt  ^ auf  der  pos.  Seite  von  m. 
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Untersuchen  wir,  welche  Lage 


r — 1 


$ 


zu  tu  hat. 


Es  ist 


also  auch 


- -.  + l + (r  , 1)^+  ('  2 ‘) (“)  + ... 


r— 1 


> nt. 


Wie  — — zu  m liegt,  brauchen  wir  nicht  in  vorstehender  Weise 

zu  untersuchen,  da  aus  § 18  II  (2),  siehe  auch  Fig.  II.,  hervorgeht, 
dass 

r — 2 

<m. 


(2) 


Es  resultirt  hieraus,  dass  sich  m in  dem  Intervall 
1 


, 1 wenn  1. 

* < > 


Also  wenn 

» — 1, 


befindet,  dessen  Grösse 

so  ist  r — 2 m <[  r — 1 


t > 1 und 

t — 0,  q 

--  „ q — l-. < Ht< <-=-3 

s ’ * t s s 

r — 1 r 

>1 

= L 

= 2 l'C  ii  )i  n — S'Cj 

r — 2 r = 

14 

»2, 

=*  2 = « ,,  ii  *'C~<;--2rl 

11 

(W.  z.  b.) 

>2, 

r — t r 

==“  ~t  » 2^  ii  ii  ii  <^<2+1 

Aus  M(x)  — e(x— 1)*<7(*);  M'{x)  = e(*-l)*G'(*)+G(*).2«(*— 1) 
folgt  ferner 

M'{x)  G'(x)  2 

Af(x)  ~ G(x)  ' x — 1 

T — 2 

Für  * — --  fanden  wir  M'(x)  = 0,  M(x)  < 0,  also 
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Siebei:  Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen. 


G'(x)  2 G(x)  x — 1 

Gjx) “ * — 1'  G‘(x)  ~ 2 


Zwischen  jenem  x und  x — i 4-  h.  zw.  * und  — g — liegt  (nach 

Euler)  die  Wurzel  m.  Die  Grösse  dieses  Intervalls,  dessen  Anfangs- 
wert mit  dem  von  (2)  übereinstimmt,  ist 


* — 1 
2 


wenn  e<4 
> 


Wir  haben  somit  ein  3tes  Kriterium: 


(3) 


Ist  e = 3,  so  liegt  nt  in  dem  Intervall 

d.  i. 

(1  + i^3’  1-*~  2(7^3))' 
welches  halb  so  gross  als  das  nach  (2)  ist. 


Untersuchen  wir  die  gegenseitige  Lage  von 
r — 2 

—j~<  *o.  *i»  *n  z“  >u 

mit  und  *n  die  Wurzelu  von  N(x)  =■  0 bezeichnet,  so  dass 


r + «~  2 r 
*°  — 2(r  — 1)  i 


r — 2 . r — 2 

und  zwar  zunächst  die  Lage  von  — — zu  *oi  daun  die  von  — - — 

zu  und  z,,  so  finden  wir,  jene  Wurzeln  als  reell  vorausgesetzt: 

r—  2 


(r— 2)*  r — 2 
Ist  * j> so 

r « 


<C*ii  <Czo<C3i<C,,l  j t 


(4) 


< 


<r — 2 


11  11  11 


Oi<nt 


,<*i<m 


— - — - — — bedingt  r = 4,  * ■=  1^ 

Es  ergaben  sich  noch  folgende  Kriterien,  worin 


Digitized  by  Google 


Sie  bei:  Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen 
/ 

r-2 

F(X) 


14[> 


I', 


e 

ix) 


r> 


(5) 


Ist  zq* — ^ 0,  so  hat  man  für  jedes  x ^ s, 

a)  * *<  m *<  F{x)  oder  ß)  F(x)  -<  in  < * 


Die  Pfeile  deuten  au,  iu  welchem  Sinne  Fix)  und  x sich  gleichzeitig 
Indern;  bis  sie  mit  m zusammen  fallen  (sämmtliche  Werte  als  Ab- 
scissen  gedacht). 

r r — 2 

Ist  xq*  — - < 0,  so  — — <C  j„  ^ nt 
Ist  dabei  1)  F(z0)  < z0,  so  ferner  m <C  F(zu)  < :0  und 


(6> 


«)  m < Fix) 

<C  x < 2o  oder  ß) 

x Fix)  tn 

■ ...  4~M 

■t—M 

»—*■  m-*- ...  . 

Ist  2)  F(*o) 

1 > 20  so  Z0  < m 

und 

a)  z0  x tn 

F(x)  oder  ß)  z0 

F{x)  m x 

-*-M 

§ 20. 

Mit  Hülfe  der  gewonnenen  Kriterieu  lässt  sich  die  Wurzel 

nt 

m = *s,r 

annähernd  berechnen.  (Siehe  § 18.  III). 

Die  hierbei  iu  Auwendung  kommenden  Formelu  siud: 

3f(x)  =>  xr~2N{x) — e 

A'(x)  = (r — l)«.x* — (r-f-*  — 2)r.x-j-r(r  — 1) 
r-f-#  — 2 r 
*°  = 2(r-lj  ’s 

*i  — *0  + j/*«*  — ; 

JV(*6)-(r-l)«.(^- v);  jv(r“-2) 

<) 


r(r — t) 

t 


Ferner 
t«u  u. 


io 
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Siebe  l:  Uniersuehungen  über  algebraische  Oleidiwujen. 


1)  § 19  (1)  giebt  die  Anfangsziffer  von  m.  (Siehe  die  Tabelle 
z.  Anfang  des  § 19). 

2)  § 19  (2)  beziigl.  (3)  liefert  ein  Intervall,  welches  m eiuschliesst. 

3)  a)  Ist  V— so  „ § 19  (5) 

k)  •»  1)  < » « (6) 

durch  wiederholte  Anwendung  genauere  Werte. 

(r  — 2)* 

Der  Fall  a)  liegt  jedenfalls  vor,  wenn  < <[ , um  so  mehr 

T 

r — 2 

wenn  * — 5— • 

Beispiel  I. 

»■  = 15,  e = 5 (also  s = 10) 

1)  die  Anfangsziffer  von  m ist  — 1;  2)  nt  liegt  zwischen  1,3  u.  1,4 
3)  = 15^.14-2  • 1»5  - ojüo  = 1,232143;  V - 1,518176;  ; = 1,5 

V— I = 0,018176  > 0 (Fall  3)a);  s,  = 1,366;  * = l,366<nt  <+ 

* = 1,37;  F(x)  = 1,3357  (Fall  § 19  (5)  ß)  also  l,335<m<l,37  — a: 

* — 1,369;  F(x)  = 1,3778  ( „ § 19  (5)  «)  „ a-  = 1,369 < in <1,38 

111  = 1,369. 


Beispiel  II. 

r = 15,  e = 3 (also  s = 12) 

1)  die  Anfangsziffer  = 1;  2)  m liegt  im  Intervall  (1,0833;  1,125) 

125  r 

3)  *o  - fj2  = 1>11607i;  V--  <0  (Fall  3 b)) 

1 4 I i 

F(x)  -y  = \ WO  N,(r)  — 661* — 125*+ 70, 

- 1,4 

1=20  = 1,116,  F(x)  = 1,1 1407 <2o  (§  19  Fall  (6)1)  also  m<T,  11407 
*=  1,1140.  F(x)  = 1,1 1399  ...  ( „ (6)l,n)  „ m<l,  11399 

*—  1,11399,  F(x)  = 1,1139899  ( „ 
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also  annähernd 


m = 1,11399. 


B. 


Berechnung  von  2. 

§ 21. 

Eine  zweite  Htllfsoperation  bei  der  Trennung  der  reellen  Wurzeln 
algebraischer  Gleichungen  ist,  wie  wir  gesehen,  die  Bestimmung  eines 
t > 1 so,  dass 

<Pr(z)  = (r  — l)zr  — r . s’  1 — 1 <p, 
oder,  da  log/>  gegeben  — es  ist  p>0  — (siehe  Fig.  IV): 

(1)  log<M*)^logp. 

Je  näher  z der  Wurzel  dieser  Gleichung  genommen  wird,  desto 
zweckmässiger. 

Wir  haben  in  § 12.  im  Allgemeinen  augedeutet,  wie  z bestimmt 
werden  kann,  und  beschäftigen  uus  im  Folgenden  eingehender  damit. 

Es  sei  nur  von  solchen  Werten  von  2,  z1  ...  z'...  die  Rede,  welche 
> 1 sind. 


(2) 


Zunächst  leiten  wir  einige  Kriterien  ab. 

Ist 

l log<Pr(2,)  < logp  < logqrvta), 

| so  *1  < * < **, 


mit  2 die  Wurzel  der  Gleichung  (1)  bezeichnet,  also  ein 
brauchbarer  Wert 

2=2, 

Ist  logp  sehr  klein,  so  dass  J = s—  1 ein  sehr  kleiner  Bruch, 
so  diessen  aus  der  Recursionsformel 

<fr(z)  = (2-l)*{l+22  + 32*+  ...  (l l)*r 

die  Näherungsforineln 

/ ^ Hr-l) 

* . ~Q~~  = P 


(3) 


genauer 


1 r(r  1)  1 r(r— l)(r  — 2) 

2 •" 3 ^l==p 

2 = l + <* 


10* 
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Siebei:  Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen. 


Ferner  ist  nach  der  Regula  falsi,  unter  den  Voraussetzungen  in  (2) 
und  wenn 

t , -L/»  * . logp  — loggy^) 

(4)  ’*-*.-(-(**  *I>  log 9r(*k)- lög »,(«,') 

f Zj  < z < zs  < 

Schliesslich: 

/ Die  Wurzel  z der  Gleichung  (1)  liegt  zwischen  einem 
\ beliebigen  z'>  1 uud  z''  = — 1)^",  wo 

(5)  ( 


yrr 

V Vr(z') 


denn  fassen  wir  z"  als  Function  von  z'  auf,  und  ist  ein  bestimmte 
z ^ z",  so  nimmt,  wenn  beztigl.  z ^ wird,  gleichzeitig 

ab  \ 


a"=  14-1/ p J aD  l . 

l-f-2z'+3*' *-}“•••  l zu  r 

zwischen  z und  z muss  also  z = z"  werden  und  dann  ist  z = z' . 
Auf  diese  Sätze  werden  wir  uns  später  beziehen  (§  23). 


§ 22. 

I.  In  der  Formel 

<Pr(z)  = (r  — l)zr  — rzr—1 -j-1  = pC>  0) 

sei 

a)  p < 1 

dann  ist 

jr  — (r  — l)z|zr_1  — 1 — p 0. 

r 

Die  Wurzel  z liegt  zwischen  1 und  — mithin 
(r— l)z  „ „ r— 1 „ r 

Wir  können  daher  setzen 

(r  — l|z  = r . cos*Ö, 

wo  

0 < 8 •<  6j , cos  Ö,  — 

Hierdurch  geht  obige  Formel  über  in 

r sin*Ö . • cos2<r-1>  0 = 1 — p 
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(r — 1\r— 1 

Smsfl.C082(r-,)(9  = — — — (1 — p). 


„ (r-  1)*— » 

P~  - (1-1») 

y — Jiog(p2r.P) 

P beliebig  > 0 
ac  = log  p cos  0 
t — log  q sin  6 
y = (r  — l)x-f  t 


logi  = log  — j + 2(*  — logg) 


y — y 


erfüllt  ist. 


b)  />  > 1. 

Wir  schreiben:  { (r — 1)* — r\*r-x  = p — 1. 

• i r -f- 

Da  * zwischen  unil  also 

(« — 1)«  „ r „ ^ liegt,  so  können  wir  setzen 


(r  — 1)*  =>  P.  — , 

cos2fl 

0 < 6 < 90°. 


Snbstituirt  giebt 


sin*#  / r y-1  1 

’ cos2ö  \r  — 1/  cos-‘r—1)ft  ^ * 


sins0  (i — l)r_1 

w&e  “ — rr— (/»-D 


/•=  (-r-  r!)r  l(/>-i) 

nZ(r — M 
>'  = Jlog  -y,  - 

r,  x , t wie  oben 
y = r . x — t 


log  j = log  — 2(x  — log  p) 
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Wir  bemerken:  ad 


a)  ist  B < 45® 

< > p 

b)  ist  B = 45°  wenn  y = rlog  - 

> < y2 


In  beiden  Fällen  a)  und  b)  ist  einer  Gleichung  von  der  Form 
y = «ar-fp«  = y*) 

zu  genügen,  wo  x und  t in  gewissem  Zusammenhang  stehen.  (Es  ist 
t =■  |iog(e2— io**)). 

Zusammengehörige  x und  t liefern  die  log.  trigon.  Tabellen. 

Wir  kommen  auf  obige  Formeln  in  Nr.  24  zurück. 

II.  Untersuchen  wir  die  Gestalt  der  Curve 
y = F{x)  = az+ßt 

Es  ist 


F'(a:)  = «-f/s£  = a + ß 


dt 

dB 


dB 

dx 


dt  tilogsinö  1 dx  dlogcosfl 

rfö“  dB  ~ ”lnl0  COtgöi  dB~  dB 


inlOtg®’ 


Substituirt  giebt: 

IF'(x)  = ct  — ß . cotg*6  * a — /SIO2«*-') 

10»»  qp8  — (q+fllO2* 

= “ P ' p8 — IO8*  “*  p8  — 10** 

Setzen  wir  für  einen  Moment  cotg  B = u,  so  ist  die  2.  Derivirte 


F"(z)=-ß.tu.%=-ß.2udH  M 


dB  rix 


. 1 ln  10  cos80 

’-^cotg =-‘^lnlO  sin<e 


(2)  F'\x)  hat  alBO  das  Zeichen  von  — ß. 

Im  Fall  I»),  wo  a = r — 1,  /3  = -f- 1 ist: 
(r — 1 )p8 — r.  10** 


(1)»  F'(x)  = 

Im  Fall  Ik),  wo  q 


p8  — 10** 
r,  ß = — 1 : 


’p*— KP- 


*)  Hierauf  lässt  sieh  die  Berechnung  der  reellen  Wurxeln  einer  beliebigen 
dreigliedrigen  Gleichung  lurückführcn.  (Ghuss,  Beiträge  z.  Th.  d alg.  Gl. 
JI.  Abth.,  Göttingen,  1849.) 
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ü)b 


, rQ1 — 0 l)102x  IO8* 

F (*)  — p*— 102*  “ r + pl_10Zi 


10* 


Die  Fälle  a)  und  b)  sind  in  den  Figuren  111*  und  IIIb  dargestellt; 
dabei  ist  g — 10  genommen. 

ad  a)  Für  die  Grenzwerte  von  x (siehe  die  mittl.  d.  Fig.  IIIa). 

1)  x = logp  ^/r- ■■■--  (eutspr.  eosö  = y — b- 

1 /r  — 1 

p y , folgt  aus  (1)*: 

F'{x)  — 0. 

2)  x -=  logp  (eutspr.  0 = 0)  d.  h.  10*  = p: 

F‘(x)  = — oo. 


Zwischen  beiden  Werten  von  x ist  nach  (2)  F"(x)  <[  0,  also  die 
Curve  concav.  - Die  entsprechenden  Ordinaten  sind 

(r — l)’’— i 

rlogp-f-|log — und  — <x 

Die  3te  der  Figuren  III“  bringt  für  r = 7 und  die  Längen-Ein- 
heit  von  1 Meter  einen  verhältnissmässig  kleinen  Teil  der  Curve  zur 
Anschauung,  iu  der  Nähe  von  C. 

ad  b)  Für  die  Grenzen  von  x (Fig.  IIIb). 

1)  x — — oo  (entspr.  0 = 90°)  giebt  (3)b: 

F'(x)  = r. 

2)  x — log  p (entspr.  0 = 0),  also  102*  = ps: 

F'(x)  = + oo. 

Die  zugehörigen  Ordinaten  sind  — oc  und  + «.  Die  Curvo  ist  convex. 
In  Fig.  IIIb  ist  r = 3. 

Anmerkung.  Die  Wahl  von  p hat  auf  die  Gestalt  der  Curve  keinen 
Einfluss.  Es  tritt  nur  eine  ParnlVel-Vcrschiebung  ein,  wobei  der  Anfangspunkt 
O,  des  Achsensystems  X,0,  Y,  sich  auf  einer  durch  0 gehenden  Geraden 
f y — r . x ad  a);  y — (r  — 1 )x  ad  b)  bewegt.  Die  Bedeutung  von  AT,0,  V, 
ist  aus  den  Figuren  ersichtlich. 
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Sichel:  Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen. 


§ 23. 

Zur  raschen  Ermittlung  von  z für  die  Gleichungen  bis  einschliess- 
lich vom  GtenGradc  ist  die  Tabelle  I.  berechnet  worden.  (Siehe  die 
Anmerk,  zu  ders.). 


Einrichtung  der  Tabelle  I. 


Dieselbe  enthält  für  die  Werte  von  z zwischen  1,00001  — zur 
Ranmcrsparniss  mit  1,,4>1  bezeichnet,  analog  die,  folgenden  Zahlen  — 
und  100,  welche  sich  iu  der  lsten  Vertiealspalte  befinden,  die  zu- 
gehörigen Werte  von  log qp:1(z)  ...  log<jP6(z)  in  der  2ten  ...  Spalte,  auf 
4 Deeimalen  berechnet. 

Ferner  wurde  in  bekannter  Weise  z.  B.  8,4771  statt  — 10  -{- 
8,4771  gesetzt. 

Die  Intervalle  von  z konnten  bei  den  weit  auseinander  liegenden 
Grenzen  nicht  einander  gleich  angenommen  werden.  Das  Intervall 
(1,00001 ; 100)  wurde  durch  z = 1,0001;  1,01;  1.1;  2;  11;  50  iu 
7 Partical-lutervalle  zerlegt  und  jedes  in  gleiche  Teile  geteilt  vou 
im  Verhältniss  10:1  wachsender  Grösse:  0,00001 ; 0,00001  ...  10. 


Berechnung  von  z wenn  r = 2,3  ...  6. 


Ist 

1)  r = 2, 

SO  <pr(z)  «=  (z — 1)*  = /). 

z = 1-fVp. 

2)  r = 3 . 

..  6, 

so  berechne  z mit  Hülfe  der  Tabelle  I: 

a)  nach  § 21.,  (2). 

b)  wenn  log/)  sehr  klein,  so  dass  die  Tabelle  nicht  aus- 
reicht, nach  § 21,  (3). 

c)  Um  genauere  Werte  zu  ermitteln,  kann  man  sich  der 
Sätze  § 21.  (4)  und  (5)  bedienen. 
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Beispiel. 

r = 4;  log/j  = 2,5508. 

Nach  a)  1,10  ” * < 1,11 

^ 8,5906  — 8,5051  855 


l,1053>a 


z = 1,11;  log'r«(s')  nach  der  Tabelle  = 2,5906;  logz'= — $.0,0398  = 
log  z'  •=  —0,0199  — 9,9801 ; *'  = 0,95521 ; *"  — 1,10507  < * 
a = 1,105  ... 

In  manchen  Fällen  wird  man  sich  mit  dem  direct  abgelesenen  Werto 
begnügen. 

§ 24. 

Bei  der  Berechnung  von  * für  grössere  r legen  wir  die  Formeln 
in  § 22  zu  Grunde.  Um  das  Probiren  enger  zu  begrenzen,  sind  die 
Tabellen  II*  und  IP  berechnet.  Sie  leisten  insofern  nicht  unwesent- 
liche Dienste  als  die  Aufsuchung  eines  ersten  Näherungswertes  ohne 
einen  solchen  Anhalt  zeitraubender  sein  kann,  als  die  weitere  An- 
näherung. 

Einrichtung  der  Tabellen  II“  und  IP. 

Die  Tabelle  II“  enthält  die  Werte  (r — 1 
i»  »>  f 1^  « H n r.®  t 

(siehe  § 22  I)  für  r = 7 ...  15,  g ==  10  und  eine  Reihe  von  x = 
log  10.  cos 6 aus  der  7stelligen  Tafel  von  Schrön)  auf  4 Decimalen. 
Die  Erhöhung  der  4ten  Stelle  ist  wie  in  Tabelle  I.  durch  einen 
Strich  markirt. 


Hülfstabelle.  (Siehe  § 22,  I) 


r 

i 

Hi 

i 

. (r-l)r  1 

lOg ~r 

xmir,  für  den  Fall  p<<0. 

7 

0,  066  947 

8,  753  221 

0,  966  527 

8 

057  992 

690  966 

971  004 

9 

051  153 

636  537 

974  424 

10 

045  757 

588  183 

977  121 

11 

041  393 

544  680 

979  304 

12 

i 037  789 

505  145 

981  106 

13 

I 034  762 

468  911 

982  619 

14 

032  185 

435  171 

983  908 

15  I 

029  963 

404  424 

- 

985  018 
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Berechnung  von  z wenn  v — 7 ...  15. 

a)  logp  < 0. 

Es  ist  (siehe  § 22.  Ia)) 

y = (r  — l)x-f  t = y 

zu  lösen.  — Bestimme  nach  den  dortigen  Formeln  (1)“  und  mittelst 
der  vorstehenden  Tabelle:  log/’  und  y für  q = 10  und  nehme  aus 
der  Tabelle  II*  die  Werte  x,  und  x2  zwischen  welchen  x liegt  Er- 
mittle sodann  durch  Interpolation  (Regula  falsi)  einen  genaueren  Wert 
x3  und  durch  wiederholte  Anwendung  der  Regula  falsi,  wobei  die 
log.trigon.  Tafeln  (zunächst  5 stelligc  und  wenn  eine  grössere  Genauig- 
keit erzielt  werden  soll  7 stellige)  zur  Hand  zu  nehmen  sind,  genaue 
Werte  für  x. 

Besagte  Regel  liefert  stets  einen  Wert  auf  der  negativen  Seite 
von  x,  wie  aus  der  Gestalt  der  Curve  in  Fig.  III*  hervorgeht. 

z ergiebt  sich  schliesslich  aus  § 22,  (2J*. 

b)  log p > 0. 

Das  Verfahren  ist  ganz  analog  wie  ad  a).  Es  kommt  die  Ta- 
belle IIb  zur  Anwendung. 

Man  kann  sich  auch  mit  Vorteil  der  „Differenzen“  in  den  log- 
trig.  Tafeln  bedienen.  (Siche  folg.  Bspl.). 

Beispiel. 

<Ph(z)  = 13s14  — 14z,3-j-l  = V91* 

Es  ist  p = 91$  ]>  1,  also  liegt  Fall  b)  vor;  logp  — 2,2855483 


log(p  — 1*)  ~ 2,283292 

^log  P — 0,359382 

1313 

0g1414  8,435471 

12,640618 

log  P “ 0,718763 

Y *"  (13,000000) 

Zu  lösen  ist : 

y — 14  x—t  — y — 12,640618. 
In  Tabelle  IIb  entspricht 


*)  Zur  Best,  von  logfaj^)  aus  Inga  und  log b sind  die  Tnf.  d.  Add.  u. 
Subtr.  Log.  für  7 Stellen  v.  J.  Zech  (Berlin  Wcidtn.  B.)  zu  empfehlen. 
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y,  = 12,6435  : x,  — 0,9500095 

y,  = 12,5551  : xt  -=  0,9450012  j 

>x>  0,94984 

Diffz.  y, — y,  885  Diffz.  x,  — x,  5 

» Vi — V 30  „ x,  — x = 017  J 

Io  der  76telligen  Tafel  (von  Schrön)  gehört  zu 
x — 0,9498487  : t = 0,6571707 

Man  findet 

y — 12,6407111  > y, 

um  931  Einh.  d.  7.  Stelle  zu  gross.  Letzteres  x liefert  also  schon  ein 
brauchbares  z.  Wir  wollen  * genauer  ermitteln. 

Bezeichnen  wir  die  „Differenzen“  von  x,  t,  y in  Einheiten  der 
7ten  Decimalstelle  mit 

/fx,  dt,  dy, 

so  entspricht 

dx  = — 107 : dt  = -f  413,  also  dy  — Udx—dt  = — 1911 

dy  = — 931  : ^ = -^-931  «=—52; 
also  annähernd 

x - 0,9498485 

log«  = 0,032185  — 2(0,9498435  — 1)  — 0,132498 
* = 1,35674 

413 

(Der  Fehler  von  x verhält  sich  zu  dem  von  y wie  1:14+  d.  i. 
«.  1 : 18). 


Modificirtes  Verfahren. 


Die  Gleichung 


y — «x-f-/?<  «=  y 

siehe  § 22.  I,  zu  Ende)  nimmt,  wenn  man  setzt: 


die  Gestalt 


u — sin*<9, 

F(u)  = erlog  (1  — «)  + /?logu, 
S = 2(y  (er  -|-  ß)  log  p), 


F(  u)  = 6 

an  und  es  kann  diese  Gleichung  an  die  Stelle  jener  treten. 
Die  lste  und  2te  Derivirte  von  F(u)  sind 
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ln  10  V 

1 , ^ 1 

« . 1 f~  ß . - 

1 — u ‘ u 

) = -L 

/ ln  10 

ß — (n  + ß)u 
«(1  — u) 

F"(u\ 

a ß\ 

1 

Ortzs  — f—  /S(  1 — u)* 

~ ln  10  \ 

(i  — «)*  «v 

ln  1Ö 

u*(l «)* 

In  obigem  Falle 

a ) />  < 1 

ist  « = 

r — 1,  ß * 

“ *+■  1* 

F(u)  — (r  — l)log(l  — tt)  + logw  = 5 — 2 (y  -rlogp), 
z — f1— «)• 

b)  p 1 ist  ß = r,  jS  = — 1, 

F(u)  = r log(l  — «) — log«  = 5 = 2 (y  — (r  — l)logp), 

r 1 

r — 1 1 — u 

ad  a)  sind  die  Grenzen  von  u : 0 und  1 ; 

r 

F( 0)  = - 8,  f(^)  = log  ( 0) ; 


die  Curyc  y — F{x)  ist  in  diesem  Intervall  concav , die  Ordinaten 
wachsen  mit  x. 


F'(r 


0 für  * = 


« + ß 


1 

r 


ad  b)  sind  die  Grenzen  von  »:  0 und  1;  F( 0)  = oo,  F(l)  = — ac 

1 / yr — j\ 

Die  Curve  x=  F(x)  ist  convex  zwischen  0 und  = r ^ y 

concav  von  diesem  Werte  an  bis  u = 1.  Der  Wendepunkt  liegt 
unterhalb  der  Abscissenachse,  denn 


Yr+  i 


log 


(V*-)' 

(Vr+1)f-1 1 


Vr-<Wr+l)'-<  d>  Vr<(l  + ^)rl-Vr+^-J^  + 


Die  Ordinaten  nehmen  zw.  0 und  1 beständig  ab  wenn  * wächst. 
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Di«  Gleichung 

/(„)  = F(u)  — <5  — 0 

lUst  «ich  nach  wie  folgt  lösen. 

Itt  u0  vorliutig  beliebig, 

u — (1-f  t)tto, 

IO 

f(u)  = erlog  (1  .t)+(Slog(l  + t)+/(uu) 

1 "ü 

ood  wenn 

«0  ein  Näherungswert  der  Wurecl  von  f(u)  =s  0,  so  dass 
e sehr  klein, 

so  ist  annähernd 


lnlO./(«0) 


end  ein  genauerer  Nkherungswcrt 

u,  — (l  + 0“u 

L I,  V. 

Ist  y0  »ehr  klein,  so  gestaltet  sieh  die  Lösung  noch  einfacher,  wie  folgen' 
de« 

Beispiel 

teigt.  Zur  Abkörsung  bedeute:  CV3  „annkhernd  gleich1* 

Es  sei  ad  a) 


wo  p 1?  a = r — 1,  (J  = -(- 1,  p = 10: 


f =0,  mithin  3 — — 2 r,  so  ist  u„  = f'n  cr>tcr  Nkherungswcrt  und  sehr 
klein  wenn  r gross,  t.  B.  = 7, 

M “ <r“1>,°g(1-iJ*) 


(r-1) 


,o2,r.(r-1.)  _ii 

_10“r  — 1 


oo 


p— 1 


IO2'  — (r — 1)  ' 


!/ 


1 1 r—  1 

' lU2r_(r_l)  00  102f  ' 10* 


Prob«: 
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/(«,)-=  (r  l)log^l  102r_(r_i))  + 1°8l(]Sr_(r_1j+2r 

= (» l)log  (IO21"  — r)  — rlog(102r  — (r  — l))-j-2r  ~ 

= (r  — 1)  log  ^1  — ^rj~  flog  (l  — -f(r  — l)2r  — r . 2r-j-2r 

f , r , (r— 1)1  1 

~L  10är‘^'r  ■ 10“'  Jlnio“"0’ 


Ob  uud  in  wie  weit  sich  in  ähnlicher  Weise  wie  das  Trennungs- 
Problem  (Art.  IV.  und  Art.  V.):  das  Problem  der  Annäherung  an  die 
reellen  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichungen  behandeln  lässt,  wollen 
wir  im  nächsten  Artikel  untersuchen. 


Digitized  by  Google 


Iloppe:  Ueber  das  Rollen  der  Flächen  auf  einander. 


159 


XVI. 

Ueber  das  Rollen  der  Flächen  auf  einander. 


Von 

R.  Hoppe. 


Das  Rollen  ebener  Curvcn,  Walzen  oder  beliebiger  abwickelbarer 
Flächen,  die  sich  längs  der  Erzeugenden  berühren,  auf  einander  ist 
eine  Bewegung  unter  Berührung  ohne  Gleiten.  Beim  Rollen  belie- 
biger Flächen,  die  sich  nur  in  einem  Punkte  berühren,  kommt  noch 
eine  Bedingung  hinzu:  es  ist  eine  Bewegung  unter  Berührung  ohne 
Gleiten  und  ohne  Rotation  um  die  Normale.  Um  die  2 letzten  Be- 
dingungen zu  definiren,  so  besteht  das  Nichtgleiten  darin,  dass  der 
Berührungspunkt  auf  beiden  Flächen  gleich  lange  Curvcn  beschreibt, 
das  Nichtrotiren  darin,  dass  der  Punkt  der  einen  Fläche,  welcher  die 
andre  soeben  berührt  hat,  sich  in  normaler  Richtung  von  ihr  entfernt 
Dies  normale  Aufsteigen  lässt  sich  durch  Grössen  feststellen.  Der 
vormalige  Berührungspunkt  P',  welcher  vom  nachfolgenden  Berührungs- 
punkt P um  das  beschriebene  Linicnelement  ö*  absteht,  hat  eine  un- 
endlich kleine  Entfernung  2.  Ordnung  von  der  Berührungsebene,  des- 
gleichen der  entsprechende  Punkt  P"  auf  der  andern  Fläche.  Im 
Fall  des  normalen  Aufsteigeus  ist  der  Winkel  zwischen  P'P"  und 
der  Normale  in  P unendlich  klein,  folglich  die  Projection  von  P'P" 
auf  die  Berührungsebenc  unendlich  klein  höherer  als  2.  Ordnung. 
Folglich  stimmen  die  Projectionen  der  Curvenelemente  PP'  = de  und. 
PP"  =*  Se  bis  auf  2.  Ordnung  übcrciu.  Folglich  haben  sie  eine  gleiche 
Krümmung  in  P.  Die  Krümmung  der  auf  die  Berührungsebene  pro- 
jicirten  Curve  heisst  bekanntlich  die  geodätische  Krümmung  der  auf 
der  Fläche  befindlichen  Curve.  Demnach  können  wir  die  Bedingungen 
des  Rollens  zweier  Flächen  auf  einander  folgendermassen  aufstellen: 
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Hoppe:  Ueber  das  Rollen  der  Flächen  auf  einander . 


1)  Die  Flächen  berühren  einander  beständig. 

2)  Die  Curven,  welche  der  Berührungspunkt  auf  beiden  gleich- 
zeitig beschreibt,  berühren  sich  beständig. 

3)  Diese  Curven  sind  gleich  lang. 

4)  Sie  haben  gleiche  geodätische  Krümmung. 

Da  nun  eine  Curve  auf  einer  gegebenen  Fläche  durch  Anfangs- 
punkt, Anfangsrichtuug  und  durch  eiuc  Gleichung  zwischen  dein  Bogen 
und  der  geodätischen  Krümmung  bestimmt  ist,  so  folgt,  dass  die  2 
genannten  Curven  sich  gegenseitig  vollständig  bestimmen,  wenn  die 
Flächen  und  ihre  Lage  bei  anfänglicher  Berührung  gegeben  sind. 

Man  kaun  das  Rollen  zweier,  bloss  in  einem  Punkte  sich  berüh- 
render Flächen  auf  einander  auffassen  als  ein  Rolleu  beider  auf  ihrer 
gemeinsamen  Berühruugsebene  längs  derselben  ebenen  Curve.  Wir 
wollen  daher  im  folgenden  die  Betrachtung  dadurch  vereinfachen,  dass 
wir  eine  feste  Ebene  auuehmen,  auf  der  eine  beliebige,  aber  keine 
Geraden  enthaltende  Fläche  rollt.  Von  den  Resultaten  lässt  sich 
offenbar  Anwendung  auf  den  Fall  einer  beliebig  bewegten  Berührungs- 
ebene machen. 

Zu  untersuchen  ist  zuerst  die  Bewegung  ohne  Rücksicht  auf  die 
Zeit,  dann  als  Wirkung  von  Kräften,  welche  einen  Körper,  begrenzt 
durch  die  rollende  Fläche,  angreifen,  also  eiua  geometrische  und  eine 
dynamische  Frage. 

Geometrische  Frage. 

Seien  x,  y,  z die  Coordinaten  des  Berührungspunkts  in  Bezug 
auf  ein,  mit  der  rollenden  Fläche  fest  verbundenes  Axensystem, 
y,,  *,  = 0 die  Coordinaten  desselben  in  der  Ebene,  auf  der  die  Fläche 
rollt,  und  die  Relationen  zwischen  ihnen 

+ «*  j 

Vi  — 9o-hai*-i-&iirhei*  / W 

0 = zo+p*  +sry  +r*  ' 

dann  ist  die  erste  Bedingung  erfüllt,  wenn  p,  q,  r die  Richtungs- 
cosinus der  Normale  der  Fläche  sind.  Die  positive  Richtung  der 
Normale  sei  bestimmt  durch 

I a a,  p j 

Ai,  2=1  (2) 

; c c,  r | 
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Der  dritten  Bedingung  gemäss  muss  * = *,  sein,  wo  x die  auf 
der  krummen  Fläche,  *,  die  auf  der  Ebene  beschriebene  Curve  be- 
zeichnet. Man  hat  also: 


cx*  = Px*  -f-  8y*-{-  8z*  — dl/,* 

Die  zweite  Bedingung  verlangt,  dass 

3*,  3*  | , 3y  8z  j 

= COSTCO  ya  + r,  -a-  + c & ) 


3yi  . 3x  ?y  3:  i 

eT  = 9111  T.  = n,  2 — r-  h , i,  e,  k-  ■ 

8«  1 1 re  ' ‘ dx  ' 1 8«  ' 

sei.  Hierzu  kommt  noch  vermöge  der  ersten  Bedingung: 

dx  ?;/  dz 
°^J,dx+qdx+rds 


woraus : 


dx  cy 

g - = a cos  r,  -j-  at  sin  t,  ; = b cos  t,  - j-  b,  siu  t, 


(3‘ 


(4) 


cz  i 

g-  = c COS  T.  4-  r.  9111  T. 

cs  llll 


Difforentiirt  man  die  Gl.  (1)  vollständig,  so  ergiebt  sich  vermöge  (4) 
und  (5): 

8x„-}-x3a  -\-ydb  -|-z8c  — 0 
3y0  + * 3ttj  + y db,  -f  zSct  = 0 
3'o  +*3p  +ydq  + zer  = 0 

gültig  für  Variation  längs  x. 


Zum  analytischen  Ausdruck  der  vierten  Bedingung  gelangen  wir 
auf  folgendem  Wege.  Zunächst  hat  man: 


| da 

a\ 

r 

i ?/' 

*1 

Q 

= tt  du  h rili  -\-cdc  — 0 

l „ 
ec 

r 

: a 

da, 

P 

b 

db, 

«f 

= «,  8«,  -j-  b,  db,  -f-  c,  de,  — 0 

| c 

de, 

r , 

»as  sich  auch  schreiben  lässt: 


1 1 


T«il  I.X 
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Uoftjic:  l' (her  das  Rollen  der  FlärJten  au/  einander 


Ü“  = K'ax+Atp 

CU  11/ 

dl  , , 

^=K\  + Mq 

E-  = K'c,  -f-  Mr 
o s 1 1 


da, 

fJ  = K+*r 

d/>. 

ds  = A + A« 


(7) 


de. 


= A'-fA’r 


Die  Gleicnuugen  links  mit  n„  bv  elt  die  rechts  mit.  a,  b,  c multiplicirt 
gehen  die  Summe 

A'+A"=0  (8) 

Ferner  ergeben  die  Gleichungen  links  vermöge  (4)  und  (8): 
da  dx  ob  dy  , de  dz  dy, 

ds  ds  + e«  ds  + & ds = ~~ K er  (9j 

und  die  Gleichungen  rechts  vermöge  (4): 

e«i  dx  dbx  dy  0£,  dz  0x, 

ds  ds  ‘ cs  ds  ' ds  ds  ds 

Differentiirt  mau  die  Gl.  (4)  mit  Anwendung  der  2 letzten  Formelu. 
so  kommt: 


i 8**  ,Ai 

ds * — ds*  ~t~°Bs*'  ds* 


A, 

04* 


0*a; 


0*# 


0*2 


11  04*  + 6>  04*  + C|  0«*  + 
woraus  mit  Anwendung  der  Gl.  (4): 


& | 
4 ' 


(10) 


5a-, 

d*x, 

0* 

Ts* 

+ 

!< 

II 

0y, 

Py, 

du 

04* 

di) 


p d s d? 

dy  d*y 
® 04  04* 

02  0*2 
r 04  04 * 

Bezeichnet  r den  Kriimmungs winket  der  Curvc  «,  und  I,  ra,  » die 
Kichtungscosiuus  ihrer  Schmiegungsebcue,  so  ist  die  Determinante 
zur  Rechten 

dz 

= 04  (P/+9»»  + rn) 

CT 

stellt  also  die  Projcction  der  Krümmung  von  der  Schmiegungs- 
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ebene  auf  die  Berührungsebene,  d.  i.  die  geodätische  Krümmung  der 
Curve  j«  dar.  Ebeuso  drückt  die  Determinante  zur  Linken  die  Krüm- 
mung der  Curve  die  Grösse  ^r\  aus.  Beide  müssen  der  vierten 

Bedingung  gemäss  einander  gleich  sein.  Dass  auch  ihre  Vorzeichen 
übereinstimmen,  ersieht  mau,  wenn  man  die  Fläche  durch  Rollen  in 
eine  Lage  bringt,  wo  die  r,  y,  s Axen  gleiche  Richtung  mit  den  ar„ 
y,  Axen  und  (wie  es  nach  (2)  sein  muss)  der  positiven  Normale 
haben,  wo  daher  ;>  — </  = D;  r = l wird,  und  beide  Determinanten 
identisch  werden.  Folglich  heben  sich  diese,  und  es  bleibt : 


A'  = 0 

Nach  (7)  ist  jetzt: 


vtl 
CS  ~~ 

Mp-, 

SaA 

Ss 

= Aj Pt 

Bp 

n 

Cs 

— — Ma  — 

A’a, 

Cb 

Sb, 

Bq 

CS 

Mq\ 

8# 

= AVy ; 

*S" 

cs 

Mh  — 

Ai, 

cc 

Mr\ 

8ct 

Sr 

ds 

06 

*=»  Nr\ 

Ss 

= — Mc  — t 

(12) 


(13) 


Auch  folgt  umgekehrt  aus  (12)  gemäss  der  allgemeingültigen  Gl.  (11) 
die  ursprüngliche  Bedingung 


££i 

8» 


8x  B'^x  | 
^ 8s  Bs-  | 

r\  i 

oy  o-y 

1 7 "rv  ' e»  s 

ÖS  csz 

I 


r 


Bz  B-z  j 
Bs  ~8s* 


(14) 


daher  kann  man  die  Gl.  (12),  d.  i. 


aBal-{-/i8l)1  -j-ccc,  = 0 


(15) 


ideutiscb  mit  dem  System  (13)  und  mit  der  Gl.  (14),  als  Ausdruck 
der  vierten  Bedingung  aufstellcu. 


Die  Gl.  (13)  stellen,  wie  beiläufig;  bemerkt  sein  mag,  die  Rich- 
tungen der  s-„  yt  Axen  und  der  Normale  gegen  die  s,  y,  z Aöeu  in 
eine  solche  Beziehung,  dass,  wenn  mau  die  Fläche  als  fest,  die  Ebene 
als  rollend  denkt,  erstcre  3 Axen  der  Reihe  nach  die  Richtungen  der 
Binormale,  Tangeute  und  Hauptuormale  einer  Curve  haben,  deren 
Bogen  =*  *,  deren  Krümmung  = A',  und  deren  Torsion  — — M ist. 

li* 
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Setzt  inan 

a = cos;rsiux8inA-|-co9xco8A 
b = cos  n cos  x sin  A — sin  x cos  X 
c «=  — sin  resinA 
<i,  = cossisinxcosA — cos  x sin  A 
bx  — cos  n cos  x cos  A -|-  sin  x sin  A 
c,  — — sin  JtcosA 
p — sin  nsiux 
q = sinn:  cos  x 
r = cos  7t 

so  geht  Gl.  (15)  über  in 

cA  = 9xcos:r 

und  nach  Einführung  in  (13)  erhält  man  die  Werte: 

) 


M 


du  . , 0t 

— ä sin 3t cos A—  r,  sin  A 
(Jä  cs 


N = 


9x  . Sn:  i 

sinn  sin  A — 5—  cos  A j 


(16) 


(17) 


(18) 


ds 


8s 


Ist  nun  die  Fläche  gegeben,  so  sind  r,  p,  z,  p,  q,  r,  n,  x bekannt 
in  2 Parametern  «,  «.  Ist  feruer  die  Curve  * gegeben,  so  sind  u,  v 
bekannte  Functionen  von  einander,  also  auch  von  s,  und  ebenso  die 
genannten  Grössen.  Nach  (17)  ist  dann  auch  A bekannt , woraus  die 
Werte  von  a,  6,  c,  o,,  bx,  ct  hervorgehen.  Gl.  (14)  giebt  t,,  und 
man  hat 

a-,  = / cos  r,  0*;  y,  = / sin  r,  ds 

Endlich  sind  auch  y0,  zn  bekannt  durch  (6).  Hiermit  ist  Curve  • 
und  die  Bewegung  bestimmt  bis  auf  die  Iutegrationscoustauteu , die 
durch  die  Anfangslage-  der  Fläche  bestimmt  werden.  Es  bedarf  in 
diesem  Falle  nicht  der  Auflösung  einer  Gleichung. 

Ist  hingegen  ausser  der  Fläche  die  Curve  *„  d.  i.  r,  in  * gegeben, 
und  mau  führt  orthogoual  geodätische  Parameter  u,  v ein  und  setzt 


du  dv 

ds  = C0S  ** ’ ds 


sin  u 
t 


(19) 


wodurch  die  Gleichung 

0*ä  = 0us  + <*0e* 


(20) 


erfüllt  wird,  so  geht  dio  Gl.  (14)  über  in 
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1 1?5 


Pr,  cu  sinu  dt 

c#  8»  ' t cu 

woraus  durch  zweimalige  Differentiation: 


8 fi  8 logt 


erlogt 


P2log<  sin*u 


rf  ~ &ß  + a7  au ' cos  **  + p„-  8111  •“ cos  * + a«p„  ~T 

^ri  PV  . (8* fl  8fi-  . \ 8 log«,  8f!  erlogt 

ä7°a^+U?C08,i_8«1 ""'V  RT-+ar"Si*  (3co8>-1) 


r«P2log/  sin  ii  cos  u , P /3*logt\  . 
et  8u8c  t ' P»i  \tP?«  cv  / 


. P /P2logt\  . ? /P2log<\  sinV 

du  \ t cu  8c  )SIU  ,U  ’ °s  f<  cu  ' t Cu  Br  / t 


Eliminirt  man  »*,  v zwischen  diesen  3 Gleichungen , so  bleibt  eine 
Gleichung  3.  Ordnung  zwischen  y und  s übrig,  von  deren  Integration 
die  Lösung  abbängt.  Ist  fi  in  * gefunden,  so  ist  das  Resultat  der 
Elimination  von  y und  * zwischen  Gl.  (21),  ihrer  Derivation  und  dem 
Integral  die  Gleichung  der  Curvo  *.  Auch  kennt  man  schon  vor 
dieser  Elimination  » in  * aus  (19) 


Dynamische  Frage. 

Die  auf  der  Ebene  x,  y,  rollende  Fläche  sei  Oberfläche  eiues 
Körpers  von  der  Masse  m.  Die  Coordinaten  des  Elements  8m  seien 
r\  y’,  z in  Bezug  auf  die  am  Körper  festen  Axen  und  xt',  ,y,',  z,' 
io  Bezug  auf  die  au  der  Ebene  festen  Axen.  Dann  ist 

*1'“  r0  + a y'+c  z 

vi  = 

V = zü+P^JTiy-\-rz 

und  bt'i  Variation  längs  *,  vermöge  (6) 

8xj' — (x'  — x)P«  -\-(y' — y)  8b  -f - (zf — z)8c 
Syi  «=  (x'—  x)  Po,  -j-  (’/— .'/)  P/'j  + (3'  — z)  ?c, 
oz,'=  (x' — x)8p  -\-(tj'  — y)8(i-\r(z'—z8r 

das  ist  nach  Einsetzung  der  Werte  (13): 


, (22) 
^7  — x/)+iV(y,—  jr/)  J 

Daher  ist  die  lebendige  Kraft  des  rollenden  Körpers 


‘IO _ v.  ' 

P*  — jW'1  ’ P*  _ "*l 
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WO 


m 


Setzt  man 

V=  UW 

so  wird 

ids  \ * S*« 

(st ) = 2 H ; 8t* 

folglich,  wenn  l 

i eine  beliebige  Function 

8*S  _ 
St*  = 


S \V 
dg 


s-f  2H' 


SS 

8* 


Auf  den  Körper  m wirke  nun  ein  System  von  Kräften.  Ein  sol- 
ches lässt  sich  stets  auf  2 Kräfte  reduciren.  Vou  den  2 Angriffspunkten 
kann  der  ('ine  ganz  frei  gewählt  werden.  Ist  dies  aber  geschehen,  so 
ist  durch  ihn  und  das  Kräftesystem  bereits  eine  Ebene  bestimmt, 
längs  welcher  die  zweite  Kraft  wirken  muss.  Man  kann  daher  über 
die  Lage  des  zweiten  Angriffspunkts  nicht  frei  verfügen  , also  auch 
nicht  für  jedes  gegebene  Kräftesystem  festsetzen,  dass  beide  Kräfte 
während  der  Bewegung  immer  auf  dieselben  2 Körperelemente  wirken 
sollen.  Vielmehr  würde  eine  solche  Annahme  eine  Specialität  des 
gegebenen  Kräftesystems  bedeuten.  Vor  der  Ilatid  haben  wir  keinen 
Anlass  die  Natur  der  Angriffspunkte  näher  zu  bestimmen,  indem  wir 
die  Kräfte  in  folgender  Form  anuehmen. 


Bezüglich  auf  die  Axen  der  x,  >j,  z,  mag  auf  den  Punkt  (x4  yi  z4) 
eine  Kraft  mit  den  Componenten  Xm,  Ym,  Zn,  auf  den  Punkt  (r6 yb ;5) 
eine  Kraft  mit  den  Componenten  Xm',  lrm',  Zn  wirken.  Ausserdem 
wirken  auf  den  Berührungspunkt  die  Rcnction  des  Druckes,  den  der 
Körper  auf  die  Ebene  ausübt,  das  ist  die  Kraft  1\ m in  der  Richtung 
der  =,.  und  der  Gleituugswiderstand,  das  ist  die  Kraft  Qm  in  der  nega- 
tiven Richtung  von  8*,.  Die  Coordiuatcn  des  Schwerpuukts  seien  x3, 
y3,  j-.  Dann  sind  die  Beweguugsgleicbungen: 


ÖjTj 

St* 

&!/* 

St* 


1 /'SV 

ja,/  St* 

1 

St* 


em  - ■ 


8 


m =■ 


A’-f-'V' — Qcos  t, 
r-f-  Y - Qsiuij 


8t* 


i f 

- / -jrj-  ?m  = Z+Z'+  V 
mj  ot- 


i 
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1 / y\  C 31  — 3\  C V\  's  r,  , re,  I 

om  -=  >/4^'-=4  1 +.Vs^  — *5  1 +yi  * 

1 S'zJc*xJ—xJ8*z.' 

^ L8m  = ziX-siY+z;,  X'-tuZ'-x,V 

1 /*a~i  'r-y/— 

- / Si* dm-nr-toX 

+JPS  r'—  .v5  „Y'—  ()  (r,  sin  T,  — cos  r,) 

Elirainirt  inan  P und  Q,  so  bleiben  die  4 Gleichungen: 

(23) 

- / — — g-2 0m  =>  (y4— yt)£— =4  *+  \!)b—y\)z  — z5 1 

iyvav-<g;->.  iga'-D.  _ 

lf-— r-<*-„>x 

4-  («'s- *1)  (ys— yi) A" 


COS  T, 


Die  3 ersten  mit  j4  - a-r„  //4 — *5  multiplicirt  geben  die  Summe: 


1 /I  - ßv  , 

mJ  ! *“*»  * “*  d4  ■ 3"* 

■ u, 

4 5 1 0<*  * 


! **—*5  x\  xi  x+x'  | 

I ’ji—Uh  y4— y 1 y+  y 
1 ,4-Si  ,4  z+z' 


Demnach  existiren  zwischen  den  3 Grössen  X -f-  X Y-\-Y',  Z-\-Z' 
zwei  Relationen.  Betrachtet  man  daher  die  Bewegung  als  gegeben, 
so  ist  eine  der  genannten  3 Grössen  und  nur  eine  willkürlich,  folg- 
lich, wenn  durch  sie  und  durch  X,  Y,  Z das  Kräftesystem  bestimmt 
wird,  auch  immer  eine  der  letztem  willkürlich.  Daraus  folgt,  dass 
entweder 


Q 

oder 

r 


(jr+,r—  g^cosr,  4-  (y-|-  1 


8% 

0(! 


— z—z' 


(24) 
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nie  aber  beide  durch  «lie  Kräfte  vertreten  werden  können.  Die  An- 
griffspunkte bleiben  willkürlich;  man  kann  sie  daher  ohne  Beeinträch- 
tigung der  Allgemeinheit  als  fest  am  Körper  annehmen. 

Führt  man  die  Differentiationen  nach  dcu  Formeln  (22)  aus  und 
setzt  zur  Abkürzung 


A/r,  + A >,  = L ; Myt  - A>,  = L ’ 

\J  v>'3<'8"‘  = “ \nf{z'T'hm  = “ E' 

7a  f r'!l''dm  = ~F 

so  lauten  die  Gl.  (22): 


elf 


Ly,  + My t r3  + (A  + A'y,  ).V3  - A74  + A#F| 


2 IF 


r7.  , ZM  BL  + yJ.X  , 

+ g,  ?/3  + A//,  ,ta 


0 * 
<LV 

07 


0Af  I 

A 4-  A/- 1)  — MXE  + h 


ty«  — 0i)  ^ — z4 *'+  (st 5 — yt ) ^ % Y 


(25) 


0 w 

P7-I  - (X+  Mxt)xa  - A>,  y3-f  A/Ä  - A7--J 


4- 211 


0/>  + ar]0A/  0A’ 

X3~  äT'i^s  + AX'sa 


e* 


j BL 
'\07J 

0A/  , . 0A7  ) 

-f-  -ö  li  + A/A7)  — A’ *A’  —>.-/•  = 

1 r«  1 ojt  ) 

(a-4  - *l)  ^+*5  X'-  (*5-*,)  -Z  ' 


(26) 


r if 

Tg{L'u-7Mn  - A'A’J 

-f  SM'jjiL'+UiA’— rA/)a-,+(X,  N-  LM)y3  + y'h-f % 

3\I  0A7 

+ A/A’(A  - /#)  -f  n - g - £-f(JV*  - A/2)  £|  = 

(■r4  — a*i)  ^ — (^4  — äfi)-*+(*j  — rx)Y'—  (,y6  — yi)JT'  (27) 
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?W 


(A/sin  r,  — iVcos  t,  ) 


-f  - W ( ( M sin  t,  — A’cos  r,)  ( L — Jlfx3  — -Vy3)  -f- 


sin  t,0A/ — cost,0.V 
d» 


= (A-f-jr')sint,  — (K-f  K')cost,  (28) 

Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  ist 

0F-=  A0x4-f  K0y4  + .Z0*  4 + JT'ar6+  Y'dyb+Z'd*-a 


während  P nnd  (2,  weil  sie  auf  momentan  ruhende  Punkte  wirken, 
keine  Vermehrung  des  Potentials  hervorbringen.  Auf  die  2 Angriffs- 
punkte. sofern  sie  am  Körper  fest  sind,  kann  man  die  für  jeden 
Punkt  des  Körpers  geltenden  Differentialformeln  (22)  anwenden ; dann 
erhält  man: 


— = (A/A-f  N(H-y,)\Z 

+ ( Af X '+  iV F' )*fl  - { A/(x5 - ar,)  + N(y&  —yt)  \Z’ 

das  ist  die  Summe  der  mit  M und  N multii»licirten  Gl.  (25)  (26). 

Das  Vorstehende  löst  die  2 Aufgaben,  erstens,  wenn  die  Be- 
wegung gegeben  ist,  die  Kräfte  zu  finden,  zweitens,  wenn  die  Be- 
wegung nur  geometrisch  gegeben  ist,  und  zwischen  den  Componenten 
der  Kräfte  3 lineare  Relationen  bestehen,  die  6 Componenten  und 
die  Geschwindigkeit  zu  finden.  Bei  der  ersten  sind  unmittelbar  4 
lineare  Gleichungen  zwischen  den  ß Componenten  bekannt.  Nachdem 
man  über  2 derselben  willkürlich,  mit  der  oheu  angegebenen  Aus- 
wahl , verfügt  hat,  ergeben  sich  die  übrigen.  Bei  der  zweiten  Auf- 
gabe werden  gemäss  den  3 gogebeneu  Relationen  die  6 Componenten, 
also  auch  die  rechten  Seiten  der  Gl.  (25)  (26)  (27)  (28),  linear  in 
3 Grössen  dargestellt.  Daher  bleibt  nach  Elimination  derselben  eine 
lineare  Differentialgleichung  1.  Ordnung  zur  Bestimmung  von  W,  die 
dann  zu  iutegriren  ist. 


Beispiel. 

Der  rollende  Körper  sei  eine  Kugel  vom  Radius  1.  Zur  Be- 
stimmung der  Oberfläche  nehmen  wir  das  orthogonal  geodätische 
System : 

x = sin  u siu  c ; y = sin  « cos  v ; z = cos  u 
dann  wird  in  Gl.  (20) 

t = r siu« 
also 
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du 


Bs 

Ferner  hat  mau  hier: 


cos  ft; 


Bv  sin  n 

Bs  siu  u 


p — — siu»  sin  v\  q — — sin  n cos  v\  r = — cos  u 
daher  nach  Vergleichung  mit  (16): 

tc  = u -(-  '2R ; x = v 

(R  bezeichnet  den  rechten  Winkel),  und  die  Gl.  (17)  (18)  (21)  gehen 
über  in 

Bk  = — Pecost*  (29) 

M—  sin  (ft — A) ; N = — cos(f* — A) 

Pt,  Pf*  , . Pu  Pt?  Pf * PA 

P7  = P7  +cotM91,,f‘  “ P7  + C0SMP7  = P7~y, 


woraus : 


t,  = ft  — A-f-coust. 

Die  Einführung  in  die  Gl.  (4)  ergiebt,  dass  die  Constante 
ist,  also 

t,  ==  ft  — A — R 


- R 


<:«>) 


M = cost, ; N = siiiTj  (31) 

Da  der  Mittelpunkt  der  Kugel  Anfang  der  x y s ist,  so  hat  man: 

*o  *=  xi ; y»  = >j\ ; *»  = 1 

Ist  nuu  die  Curvc  gegeben,  also  t,  gegebene  Function  von  «, 
so  hängt  die  Losung  der  geomefrischcn  Aufgabe  von  der  Integration 
der  Gleichungen: 

P*i  Pf*  . . Pt* 

B»  = ^ + cot « sin  f* ; jg  = cos  f*  (32) 

ab.  Eliminirt  man  u und  setzt  die  Krümmung 


so  erhält  mau: 


~ + 3 cot  f*  “ 4 jj  ~ (2  -f  cotV)  -f  cot  ft  (l+  cotV  + Jj)  = 1 


Von  dieser  Gleichung  braucht  man  nur  eine  spcciollo  Lösung  zu 
kennen;  denn  durch  Veränderung  des  Axeusystems  der  xyz  werden 
2 willkürliche  Constanten  cingefiihrt;  das  allge  meine  Integral  ent- 
spricht dann  nur  einer  beliebigen  Lage  der  Curve  *.  Sei  z.  15.  ä, 
ein  Kreis,  also  A-  constaut;  daun  genügt  der  Gleichuug  der  Wert 
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cot  (x  — 0.  Hier  wird  nach  (32)  cu  =*  0,  also  » gleichfalls  ein  Kreis, 
ferner 

tgu  = l 

daher  ist  der  Radius  des  Kreises  e 


1 

sin«  = 

und  der  Bogen 

* = Vi-K* 

Die  allgemeine  Lösung  muss  dann  einen  Kugelkreis  vom  selben  Ra- 
dius in  beliebiger  Lage,  ergeben.  Für  ein  constantes  k bedarf  es  je- 
doch nicht  der  Gleichung  2.  Ordnung;  denn  aus  (32)  folgt  nach 
Elimination  von  de  unmittelbar  eine  Gleichung,  deren  Integral  ist 


vi+fe* 


sinusinx-j-Ä-cos«  = const 


woraus  nach  Elimination  von  p der  Wert  von 

/tgnSu 
sinu 

gefunden  wird. 

Die  erste  Gl.  (32)  lässt  sich  schreiben: 

9t  , = tg,u91og(sin  usin  p) 
and  giebt  so  die  Specialbetrachtung  des  Falles 

siuu  = k sin"  p 

an  die  llaud,  welcher 

T,  = (n-f  l)ft 

ergiebt.  Hier  wird 

sin"  ~ lp  cos  (n  -f- 1)  u 9p 


V 1 — Jfc*si 


[•‘sin*"** 


X,  - nk  /- 

/’siu"  ‘gsinfn  -f-  1 

Hx  — nk  / ; — ^ ..  - 

J Vl — sin2" 


l)/n9g 

> 


(34) 


Für  rationale  n stellen  sich  demnach  die  Coordinaten  als  Integrale 
algebraischer  Functionen  eiucs  Parameters  dar,  welcher  Kreisfunction 
eines  Vielfachen  des  Krümmungswinkels  t,  ist.  Sei  z.  B.  k = 1 ; 
n — 1 ; dann  wird 

u — p ; Tj  = 2u 


Die  Gleichungen  der  Curven  s und  «!  lauten: 
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Hoppei  Vetter  Hat  Hollen  Her  Flächen  nnf  einander. 


v = logtg 


u+R 


letztere1  in  Coordinatcn : 


•1-logtg(j,+®) 


r,  = 2 sin  -1  — *, ; y,  = - 2 cos  J 

und  zur  Bestimmung  der  Hcwegung  hat  mau  nach  (30): 

A = — « — R 

woraus: 

a = cos*«  sin  v — sin  u cos  v 
/,  = cos*«  cos  »-{-sin  u sin  » 
r = — sin  u cos« 
ei,  = cos  »(sinn  sin  »-{-cos») 

A,  = cos  « (sin  »cos»  — sin») 
e,  = — sin2« 

leicht  zu  verallgemeinern,  wenn  man  t,  = 2«-f-A  setzt,  wo  A = 
— u — A — R wird. 

Die  4 dynamischen  Gleichungen  erfahren  einige  Reductionen  ver- 
möge (31).  Wir  wollen  jedoch  damit  noch  weitere  Vereinfachungen 
verbinden,  indem  wir  die  - Axe  durch  den  Schwerpunkt  gehen  lassen, 
und  den  Mittelpunkt  und  Schwerpunkt  als  Angriffspunkte  der  2 
Kräfte  wählen,  so  dass 

•ca  = *5  = *i  .Vs  + .Vs  = =*  s5  =*  1 -j -er 

*4  = xi  ; y*  = !h  ; -4  = 1 

wird.  Gl.  (28)  reducirt  sich  auf 

2»V(l-fcr)y  ■=  (F-f  F'Jcosr,—  (A'-f  A")sinT,  (35) 

Specicll  sei  jetzt  ./das  Trägheitsmoment  der  Kugel  für  alle  Axen, 
die  durch  deu  Mittelpunkt  gehen.  Daun  gehen  die  Gl.  (25)  (26)  (27) 
über  in 


(^//+2ir//'^sinT1-{-2ir//?J1cosr1  = Y- f F'(l  -fer)  — Z'e*x 
H-\- 2 W //'^cos tj  — 2 WH sin = A-}-A"(l  -{-»»)  —Z 'er 

S i y 

sin  »-{-  2 W cos  ,u  = AT'cos  A — F'siu  A (36) 

wo 
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H=l-\-J — 2ecos«;  W'  = esinucosft 
gesetzt  ist.  Die  beiden  ersten  lassen  sieh,  wenn  mau 

= Scost,  — VsiuTj;  X'  = jS'cost,—  2"sinr, 
J'-f-  1"  = SsinTj-f-Tcosr, ; 1"  =*  S'sinr,-}-  7'cost, 

ßetzt,  verbinden  zu 


5 

-gY  H-j-2  WH'  = S—  S'e cos u-\-Z'c  sin u cos  ft 


cx  | 

2 WH  = T — y’ecosu  — £7  sin  »sin  fi 

und  Gl.  (3 6)  und  (35)  geben  einzeln: 

-w-  sin  u + 2 W w-1  cos  u — S’sin  u 4-  T' cos  a ) 
p*  r ' c*  n [ 


2 IT  (1  — «cos«)  >*- 


r 


Sei 


Ä;=rS"+Z'tgucosf.;  r'—  Z'tgnsiufi 
dann  erhält  man  durch  Elimination : 

S = ^ ( 1 — e cos  n)  -(-  2 IE(  J gy  -f-  e.  sin  u sin  ft ) cot  ft 


flr, 
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(37) 


(38) 


(39) 


T = 2 IK(1  - ecostt)  V 

p* 

cH'  ,/cot  a 3t, 

=■  -ö — ‘2  \V- ä 

c«  ecos«  c* 

T"  = 2H'(l — A ^ 

\ «cos u)  d-i 

ist  also  die  Bewegung  gegeben,  so  liefern  diese  4 Gleichungen  nach 
beliebiger  Bestimmung  von  Z'  die  Worte  der  Componentcn  der 
Kräfte.  Ist  hingegen  die  Bewegung  nur  geometrisch  gegeben,  und 
überdies  eine  Relation  von  der  Form 


AS-\-BT-\-  6’S"+  DT"  — E 

wo  A.  II,  C,  D,  E beliebig  von  « abhangen  können,  so  hat  man  obige 
Werte  eiuzusetzen,  und  erhält  eine  lineare  Differentialgleichung  I.  Ord- 
nung, aus  der  dann  W gefunden  wird.  Die  Widerstände  werden 
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Hoppe:  Ueber  das  Rollen  der  Flächen  auf  einander . 


1J  = 
Q = 


dW  , , 8t,  , \ 

rj-  « siu  u coa  p -j-  2 We  (cos  u — 81  n u sin  fi ) — Z — Z j 

8 W . 8t,  1 

8«  ‘/-*-2  WJ  dt  cotfl  l 


(10) 


Ist  71  = 0,  so  würde  bei  beliebig  gegebener  Abhängigkeit  zwischen 

St 

s und  t,  die  Geschwindigkeit  null  sein;  nur  für  = 0,  das  ist, 

wenn  sieh  die  Kugel  auf  gerader  Linie  wälzt,  ist  eine  rollende  Be- 
wegung möglich,  und  zwar  bei  beliebiger  Geschwindigkeit.  Zugleich 
ist  dann  T"  — 0,  d.  h.  die  transversale  und  verticale  Componeute  der 
auf  den  Schwerpunkt  wirkenden  Kraft  stehen  im  Gleichgewicht.  Die 
Geschwindigkeit  hängt  dann  von  den  tangentialen  Kräften  S und  S' 
ab.  Da  im  gegenwärtigen  Falle  das  Integral  der  Gl.  (32) 


ist, 


sin«  sin  p = siu«  (constant) 
sin«  cos  p = cosasin« 

■ cos«  =cosacos« 
so  werden  dieselben: 


-4  = 2“  (l+>/ — ecosacos«) -}-2 W'ecosasin« 
8 W 

S"  = -gy  (oder  sin  ft  = 0) 


/ 

; 


(41) 


Wir  wollen  zunächst  einen  singulären  Fall  betrachten.  Es  wirke 
allein  die  Schwerkraft  g — — Z'  normal  zur  Ebene,  sei  also  S = 1 
■=  S’  ■=  T'  = 0.  Dann  muss  wegen  T"  — 0 auch 


jr  tg  « sin  ft 


9 tg  « 
cos« 


also  a = 0 (oder  2R)  sein.  Für  diesen  Fall  wird 

« = *;  fi  — 0 

d.  h.  die  Kugel  wälzt  sich  längs  eines  Meridians,  so  dass  der  Schwer- 
punkt in  derselben  Verticalebene  bleibt.  Wäre  also  der  erste  An- 
stoss  in  anderer  Richtung,  so  würde  ein  Rollen  nicht  möglich,  die 
Rotation  um  die  Normale  vielmehr  unausbleiblich  sein.  Die  De- 
wegungsglcichungen  ,39)  werden  für  ft  = 0 ungültig.  Die  ursprüng- 
lichen (37)  (38),  die  alle  ausser  der  ersten  von  selbst  erfüllt  sind, 
reduciren  sich  auf 
8 W 

g-  (1 — 2ecos*)-f-2  IFesin*  = — </csin« 
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das  ist  die  Derivatiou  der  lebendigen  Kraft-Gleichung: 

jr(l-f--7 — 2rcos«)  = ge  (cos*-j-  const.)  (42) 

Auch  zur  Bestimmung  der  Widerstände  muss  man  auf  die  allgemeinen 
Gl.  (24)  zurückgehen,  welche  ergeben: 

9 

J‘  = ß-  esin*-|-2  B ccoSÄ-f-jr  f 

> (43) 

cW  L 

Q — — -g^(l — ecos*) — 2 We  sin*  ^ 

Hieraus  kann  man  noch  W elimiuireu,  doch  ist  das  Resultat  nicht 
einfach. 


Wirke  wie  vorher  auf  den  Schwerpunkt  nur  die  normal  gerichtete 
Schwerkraft,  während  Kräfte  auf  den  Mittelpunkt  wirkend  zur  Ver- 
fügung bleiben,  sei  also  <S"  = <?tg»cosp.;  T"— — ^tgusinp;  dann 
w erden  die  2 letzten  Gl.  (39): 


3W  . J St, 

jsinusinft  — -gj  cosMSinjK-|-2  W - J 


g sm  u sin  fi 


! W'  f - — COS  u'j 


Sr± 

de 


woraus  nach  Subtraction: 


8 W 8t, 

-s—  sm  u = — 2 W -5— 

cu  r Ce 


oder  nach  Gl.  (34): 


9H'_  o 9 (sin »sin ^) 
W sin  »sin  ^ 


und  andrerseits  nach  Elimination  von 


ce 


zwischen  (41): 


. 3esiu»9u 

0 W — ; 

./ — ecos« 


Beides  integrirt  giebt: 


h*  J — e cos« 

B = 5-7-5  -7-5-  = — g log  

2suru  siuzft  f 

Hiernach  ist  einerseits  die  Geschwindigkeit  durch 


(44) 


(45) 


(40) 


(47) 


ct  sin  n sm  fi 

andrerseits  die  Curve  e durch 
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Hoppe:  UcUe.r  das  Holten  der  Flächen  auf  einander. 


8111  fl 


sin  ul/ 2«  log  -7— -1 

r ■'  ° J—  e cos  u 


(48) 


bestimmt;  denn  aus  lctsterer  Gleichung  geht  hervor: 

h du 


fr 


inn  l / 2osin2ulog-; — ~~ h* 

r a — ecosu 


(49) 


Die  Gleichung  der  Curve  «,  ist  das  Resultat  der  Elimination  von  u 
zwischen  den  2 Gleichungen: 

sin  u du 


)i€- 

rt  = — 2~ 

r 

-sw 


I — e COS  u)  log-f 

' ° J — ecos 

du 


V 2^n*“l°K 


/.* 


2jsiusM  log 


f 


./ — e COS  u 


welche  sich  aus  (34)  (47)  ergeben.  Zur  Bestimmung  der  Bewegung 
ist  der  Wert  von  /t  erforderlich,  der  nach  Gl.  (29)  und  (49)  lautet: 


y A co tu du 

/ 1/  2gsiusulog  ^ — - — A* 

«/  r * ° J—  ecosu 


Um  die  Bedeutung  der  Coustantcn  zu  erkennen  ist  zu  beachten, 
dass  ja  den  Winkel  zwischen  der  positiven  Tangentialrichtung  von  * 
und  dem  Meridian  nach  der  Seite  der  wachsenden  u hin  bezeichnet, 
selbst  positiv  ftlr  wachsendes  t>.  Beginnt  also  die  Bewegung  des 
Punktes  (uw)  auf  der  Kugel  zur  Zeit  t = 0,  wo  auch  r,  »,  r,  null 
gesetzt  werden  können,  im  Punkte  u = u„  in  der  Richtung  ,u  f»u 
mit  der  Geschwindigkeit  »,  so  ist  nach  Gl.  (47) 


«■ 

h = usinH08iiija0;  J = («/ — ecosu0)c-'' 


wo  e die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet.  Die 
untere  Intcgralgrenze  für  v,  r,,  » wird  uu,  während  i.  durch  die  Gl. 
(30)  bestimmt  wird.  Für  sinu0=Oist  A = 0,  also,  da  \V  nicht 
constaut  null  sein  darf,  siufi  = 0,  d.  h.  die  Kugel  wälzt  sich  längs 
des  Meridians,  ein  Fall  den  wir  vorher  betrachtet  haben,  und  für  den 
die  gegenwärtigen  Formeln  nicht  passen 
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Es  bleibt  noch  übrig  die  Kräfte,  welche  auf  deu  Mittelpunkt 
wirken  müssen,  und  die  Widerstände  zu  bestimmen.  Vermöge  Gl. 
(lö)  reducireu  sich  deren  Ausdrücke  auf 


S = 


|0W 


(1 — ecosit)  -f  2 We  sin«  ^ cos;* 


an 

T = (1  — r cos  «)  sm  u 

rt»  r 


- r sin  u -t-  2 H'e  cos  m — Z -|~  g 


U = 0 

das  ist  nach  (4b)  (47)  (48): 


gel-  V='C?S-+21Og  ) l/i  - - ^ f 

\ J—  e.  COS  u e ./ — r COS  i*  I I / . . , f 

f 2nsm-«log  -z 

' • rcost* 


T = 


1 — e cos  u 
./ — rcos  u 


eh  V.'/ 


[/  2 lug  ' 
r ./ — ccosu 

„ ( «•»sin*«  f \ 

‘—711-,  COS  u log  , — — ) — Z 

\ ./— rcos**  J — ccos»/ 


([  = 0 


I>as  vorstehende  ist  eins  von  den  wenigen  Beispielen,  bei  welchen 
sich  die  Bewegung  vollständig  aus  den  Kräften  berechnen  lässt,  wenn 
nämlich  die  Bestimmungen  von  8 und  T als  Bedingungen  des  Rollens 
aaffasst.  die  wegfallen  würden,  wenn  man  die  Kugel  anders  zum 
Hollen  zwingeu  konnte. 


lä 


T«i!  u 
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U rt iner : [feber  das  Kreisviereck 


XVII. 

Ueber  das  Kreisviereck. 


Voll 

Max  Greiner. 


Sind  P, , Ps,  lg,  P4  die  Ecken  eines  Kreisviei-cckes,  und  fällt 
man  vom  Punkte  P,  auf  die  Seiten  des  Dreieckes  P2P3P4  Perpen- 
dikel, so  liegen  die  Fusspunkte  derselben  bekanntlich  auf  einer  und 
derselben  Geraden  <pv  Verfährt  mau  ebenso  mit  den  übrigen  Ecken 
des  Kreisviereckes,  so  erhält  man  im  Ganzen  die  vier  F usspunkts- 
geraden  <p„  <jr>s,  tp3,  qr4. 

Fig.  1.)  Die  Fusspunkte  P,'  und  J\"  der  Lote  des  Eckpunktes 
P,  auf  die  Seiten  PtPa  und  PÄP4,  und  die  Fasspunkte  Ps'  und  lg" 
der  Lote,  des  Punktes  Ps  auf  die  Seiten  I\ l\  und  P,P3  liegen  auf 
einem  Kreise,  der  die  Seite  P3P3  — a zum  Durchmesser  hat.  Die 
Sehnen  P/P,"  und  P-/ J\”  sind  von  gleicher  Länge,  da  ihnen  der- 
selbe Umfangswiukcl  y zugehört. 

Ebenso  liegen  die  Fusspunkte  P3'  und  P3"  der  I.otc  des  Punktes 
P,  auf  J\Pt  und  P3P4  und  die  Fusspunkte  P4'  und  1’,"  der  Lote  des 
Punktes  P4  auf  P3Pt  und  P3Pt  auf  einem  über  der  Seite  PSP4  = c 
als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise. 

Die  Sehnen  PS'PS"  und  P4'P4"  sind  ebenfalls  gleich  lang,  weil 
ihnen  in  dem  zuletzt  erwähnten  Kreise  gleiche  Umfangswiukcl  u zu- 
gehöreu. 

Da  nun  P,'P,"  P,'Pt",  so  ist:  P,'P*  ||  J\"P3" 

Viereck  P,P,'/gP3'  ist  ein  Kreisviereck,  da  die  Winkel  bei  I\’ 
und  Ps'  liechte  sind;  folglich  ist  Wkl.  PSP,'PS'=  y und  somit: 
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Pi'P»  0 P"Pi' 

Viereck  PsPsPt"Pa"  ist  ebenfalls  ein  Kreisviereck  und  deshalb 

Wkl.  Pa"Pa"PA  =»  « und  folglich: 

Pt  Pa  I!  P*Pt’. 


Es  sind  also  die  Seiten  der  Dreiecke  Pj'P^P^  und  P"P2'P" 
paarweise  parallel  und  es  schneiden  sich  somit  die  Verbindungslinien 
5P,’  <Tj,  <p3  der  entsprechenden  Eckpunkte  in  einem  und  demselben 
Punkte  N0.  Ebenso  Hesse  sich  der  Parallelismus  der  Stuten  der  Drei- 
ecke /']  ! 2 Pi  und  Pg'Pt"  beweisen,  woraus  hervorginge,  dass 
auch  die  P usspunktslinieu  <r, , q?s,  <p4  sieh  in  einem  und  demselben 
Punkte  treffen. 


d.  b.  Zeichnet  mau  für  je  einen  Eckpunkt  des  Kreisviereckes 
bezüglich  des  aus  den  drei  übrigen  Eckpunkten  desselben  bestehenden 
Dreieckes  die  Fusspunktslinie,  so  schneiden  sich  die  dadurch  erhalte- 
nen vier  P usspunktsgeraden  in  einem  und  demselben  Punkte  A'0  . ( 1 ) 

Da  senkrecht  auf  PJ\"  und  PtP2"  senkrecht  auf  P^"  so 
■st  der  Winkel  r,  der  von  PJ\"  und  /*,/*,"  eingeschlossen  wird, 
gleich  dem  Winkel  der  Geraden  PtP ■”  und  und  dieser  ist  als 

Aussenwiukel  des  Dreieckes  P1Pip  gleich  (i  + d 


ß + d. 


Betrachtet  man  die  Dreiecke  und  /*,  /',  I\ , so  findet 

da  Wkl.  /V=  PJ\P3  = y und  P\p*Pt  = <5, 

beide  Dreiecke  ähnlich  sind  und  somit: 


man, 

dass 


Wkl-  PiPr'Pt'-  J\PtP,  - a+ß  ist. 

Ebenso  ergibt  sich  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  P9P.'PJ'  und 
W»  dass:  * 

wki.  /yy'/y  — p2p3pt  = n-f  a 

Nnn  hat  man  für  Jen  stumpfen  Winkel  (qr,«?*)  der  Geraden  und 
ft  die  Relation: 


180-  JP1/y,/’/+ 180-  /*tPt"/y-3G0  folglich 
(<P,<Pt)  = Pt.Pi'Pt+PaPi'Pa—x 
((jr,(j)j)  = o ~ j—  ^ — f—  « — f—  d — (/S-|-<5) 

Verbindet  man  die  Mitte  m„  der  Seite  l\Pt  = a des  Viereckes 
®t  dem  Punkte  A'0  und  fällt  von  m„  auf  die  durch  A'„  gehenden 
Geraden  rp,  und  tpt  die  Perpendikel  m,,»!  und  ma»t  so  ist: 
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A ma  iV0  «j  ^ nia  AT0  n* 

weil  die  Sehuen  P\P\  und  I\' I\"  gleich  laug  sind.  Folglich 
Wkl.  m„  i\’0  »jj  = mn  A'0  n*  =>  « 

Bezeichnet  man  die  Länge  A’0  ma  mit  p0,  so  ist 

rnatij  = yd  sin  a 

und  da  zur  Sehne  Pt'Pj"  der  Unifangswinkel  y gehört,  so  ist 

a 

m„nl  — cos  y 

Ist  r der  Radius  des  dem  Vierecke  umschriebenen  Kreises,  so  hat  mau 

a = 2r  sin  a 
p„  sin  « = r sin  a cos  y 
p0  — rcos  y. 

Es  stellen  sich  also  die.  Entfernungen  p„,  gt,  qc,  <w  des  Punktes  A’0 
von  den  Mitten  der  Seiten  a , b,  c,  <1  des  Kreisviereckes  dar,  als 

p0  = rcosy 
qi,  =*  rcosd 
pc  = r cos  a 
Qd  ==  rcos  ß 

Ist  P0  der  Mittelpunkt  des  dem  Vierecke  umschriebenen  Kreises,  so 
ist: 

P()m„  = rcosa  = pc 
Pum b = rcosß  = Qd 
/ o = r cos  y = pa 

P0  nid  — r cos  5 = p* 

Da  nun  P0m„  = A’umc  = yf  und  Pumc  — N0m„  = pa,  so  ist  Püma ü0m, 
ein  Parallelogramm,  also  N0mc  ||  und  folglich  Af0 mc  seukrecht 
auf  PtPf  ebeuso  A’0 mo  senkrecht  auf  PaP4  u.  s.  f. 

Demnach  ergibt  sich  der  Satz: 

Zieht  man  durch  die  Mitten  der  Seiten  eines  Kreisviereckes  Senk- 
rechte auf  die  Gegenseiten,  so  schneiden  sich  die  vier  so  erhaltenen 
Senkrechten  in  einem  und  demselben  Punkte  A’0 (2) 

Bekanntlich  schneiden  sich  die  Verbindungslinien  der  Mitten  der 
Gegenseiten  uud  Diagonalen  eines  Viereckes  in  einem  uud  demselben 
Punkte  A/0,  welcher  der  Schnittpunkt  der  Diagonalen  » nu me  und  mimd 
des  Parallelogrammcs  ma mi mc  ma  ist. 
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Es  liegt  also  Punkt  M0  in  der  Mitte  der  Diagonale  m„  m.r  und 
ällt  demnach  zusammen  mit  dem  Diagonalenschnittpunkte  im  Paralle- 
logramm P0  ma  Ar0  nie. 

d.  h.  Es  liegen  die  drei  Punkte  /’ü,  Af0,  A'0  auf  einer  und  der- 
selben Geraden  uud  zwar  so,  dass  M0  in  die  Mitte  zwischen  N0  und 
zu  liegen  kömmt (3) 

Da  die  Punkte  uud  iV0  mit  den  Mitten  zweier  Gegenseiten 
ein  Parallelogramm  bilden,  so  müssen  sie  auch  mit  den  Mitten  der 
beiden  Diagonalen  ein  Parallelogramm  ausmachen,  weil  A/0  sowohl 
von  den  Mitten  der  Diagonalen  als  auch  von  den  Punkten  P0  uud 
.V„  gleichweit  absteht;  weshalb  sich  Satz  (2)  in  folgender  Weise  er- 
weitern lässt: 

Zieht  man  durch  die  Mitten  der  Seiten  eines  Kreisviereckes  Senk- 
rechte auf  die  Gegenseiten  und  durch  die  Mitte  einer  jeden  Diago- 
nale eine  Senkrechte  auf  die  andere  Diagonale,  so  schneiden  sich  die 
sechs  so  erhaltenen  Senkrechtwi  in  einem  und  demselben  Punkte 
\ (4) 

Fig.  2).  Verbindet  man  im  Dreiecke  /',  l\Pi  die  Mitten  seiner 
Seiten,  so  ist  Wkl.  vu,memi  = y-f-d.  Die  Geraden  A’„m„,  A'0mj,  welche 
senkrecht  auf  den  Seiten  /'-/ 4 und  i\l\  des  Kreisviereckes  stehen, 
«hliesson  unabhängig  von  der  Lage  des  vierten  Eckpunktes  Pt  eben- 
falls den  Winkel  y+d  ein;  woraus  sich  ergibt: 

Hält  man  drei  Ecken  des  Kreisvicreckes  fest,  während  die  vierte 
Ecke  die  Peripherie  des  Kreises  durchläuft,  so  liegen  die  jeweiligen 
Punkte  A'„,  der  hiedurch  entstehenden  Kreisvierecke,  auf  dem  Neun- 
punktkreise des  aus  den  drei  festen  Eckpunkten  bestehenden  Drei- 
eckes   (5) 

Zugleich  folgt  der  Satz: 

Die  Neuupunktkrciso  der  vier,  aus  je  zwei  anstossenden  Seiten 
und  einer  Diagonale  des  Kreisviereckes  bestehenden,  Dreiecke  schnei- 
den sich  in  einem  uud  demselben  Punkte  A’0 (6) 

Bezeichnet  man  der  Kürze  halber  die  eben  erwähnten  vier  Drei- 
ecke PtPJ\,  PjP3Pt,  l\PaP , und  PtP.Ps  bezüglich  mit  £\t,  /\^ 
und  £\,  uud  berücksichtigt  ferner,  dass  jedes  dem  Kreise  /’„  einge- 
schriebene Dreieck  zum  Neunpunktkreisradius  den  halben  Radius  des 
Kreises  P0  bat,  so  folgt  iu  Hinblick  auf  Satz  (6): 

Die  Contra  der  Neunpunktkreise  der  Dreiecke  £\2.  £\t 

liegen  auf  einem  Kreise,  der  N0  zum  Mittelpunkte  uud  den  halben 
Badius  des  Kreises  P(,  zum  Radius  hat (7) 
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Seien  A73  und  Ni  die  Neunpunktkreiscentra  der  Dreiecke  As  und 
£\t  so  sind,  da 


und 


wirf  Dt/  — m,  mb 


a 

: l 


md  Ars  = »n/iVj  — m,  A4 


die  Dreiecke  m<im/N3  und  m,mbK\  congruent  und  überdiess  noch 
ähnlich  liegend,  weil  mjm/  | m«m»  ist. 

Da  nun  die  Verbindungslinien  mdm,  und  m/mi  von  zwei  Paaren 
entsprechender  Ecken  dieser  congruentcn  und  ähnlich  liegenden  Drei- 
ecke parallel  der  Vierecksseite  1\1\  sind,  so  ist  auch  die  Verbin- 
dungslinie Aj.Y,  des  dritten  Paares  entsprechender  Ecken  parallel  zu 

P P 
J3rC 

d.  h.  Die  Verbindungslinie  der  Neunpuuktkreismittclpunkte  irgend 
zweier  Dreiecke,  welche  zwei  Ecken  des  Kreisviereckes  gemeinschaft- 
lich haben,  ist  parallel  zur  Verbindungslinie  der  dritteu  Eckpunkte 
der  Dreiecke (8) 

Daraus  und  aus  (7)  folgt: 

Die  Neunpunktkreiscentra  der  vier  Dreiecke  Asi  As,  A* 
bilden  ein  dem  gegebenen  Kreisvierecke  ähnliches  Viereck,  welches 
mit  ihm  ähnlich  liegt  und  zu  Seiten  die  Hälften  der  Seiten  des  Ge- 
gebenen hat (9) 

Da  aber  die  Verbindungslinien  homologer  Punkte  von  ähnlichen 
und  ähnlich  liegenden  Figuren  sich  im  Aehnlichkeitspunkte  treffeD, 
so  ergibt  sich  der  Satz: 

Verbindet  man  je  eine  Ecke  des  Kreisviereckes  mit  dem  Neuu- 
punktkreisccntrum  des  Dreieckes  der  drei  übrigen  Eckpunkte,  so 
gehen  die  vier  Verbindungslinien  durch  einen  und  denselben  Punkt 
S0 (10) 

In  den  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Vierecken  l\I\l\I\~{P) 
und  NiKiNäA\  — ( A*)  sind  /’„  und  A’0  homologe  Punkte,  deren  Ver- 
bindungslinie durch  ihren  Aehnlichkeitspuukt  >%  geht,  welcher  zufolge 
des  Satzes  (9)  vom  Punkte  /*„  doppelt  so  weit  als  vom  Punkte  A'0 
entfernt  liegt. 

Setzt  man  die  Entferuuug  A’„/*0  = l,  so  ist  A/0P0=*,  A’#.%=s 

und  Su*ro  — []  uu<)  somit  ist  das  Doppelverhältniss  der  Punkte  A'<,. 
Ä’u,  M*  IV- 
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(AVV0S0P0)  = 


,su  . -V,  P ] 

‘ A/„n 


¥ . 1 _ 
— y ' y — 


d.  h.  Die  vier  Punkte  A’„,  S„,  A/0,  /’,  liegen  auf  einer  und  der- 
selben Geraden  und  sind  harmonisch (11) 


Fig.  3.)  Verbindet  man  die  Koken  P,  und  l\  des  Kreisvier- 
eckca  mit  der  Mitte  m der  Seite  P3Pt\  so  liegen  auf  diesen  Ver- 
bindungslinien bezüglich  die  Schwerpunkte  >%  und  .S,  der  Dreiecke 
Aj  und  £\,  und  zwar  so.  dass  mrSf  — und  v>cSl  = imt-P»  ist, 

woraus  folgt,  dass  S2S,  ||  l\ und  ist. 


Verschafft  man  sich  ebenso  die  Schwerpunkte  der  beiden  andern 
Dreiecke  £v;  und  A.4,  so  ergibt  sich: 

Die  Schwerpunkte  der  vier  Dreiecke  £\, . £\2,  A31  A4  eines 
Rreisviereckes  bilden  ein  diesem  ähnliches  und  ähnlich  liegendes  Vier- 
eck (S),  welches  zu  Seiten -die  dritten  Teile  der  Seiten  des  Gegebe- 
nen hat  (12) 

Die  Geraden  P,St  uud  P2S2  treffen  sich  im  Aehnlichkeitspuukte 
der  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Vierecke  (P)  und  (S) ; die  Ver- 
dnngslinie  des  Schnittpunktes  von  7’,S,  und  P.>%  mit  mc  muss  aber 
die  Seite  in  mu  treffen,  weil  ||  1\  I\  ist,  und  somit  liegt  der 
der  Aehulichkeitspunkt  der  Vierecke  (P)  und  (S)  auf  mamc  und  aus 
stnz  ähnlichen  Gründen  auch  auf  mi,mc  und  fällt  demnach  mit  dem 
Punkte  d/u  zusammen. 

d.  h.  Verbindet  man  je  einen  Eckpunkt  des  Kreisviereckes  mit 
dem  Schwerpunkte  des  aus  deu  drei  übrigen  Eckpunkten  bestehen- 
den Dreieckes,  so  gehen  die  vier  Verbindungslinien  durch  einen  und 
denselben  Punkt  und  zwar  durch  4/0 (13) 


Der  Mittelpunkt  X des  dem  Vierecke  (S)  umschriebenen  Kreises 
ist  homolog  mit  Punkt  Pü,  weshalb  Gerade  XP0  durch  den  Aehu- 
üebkeitspunkt  M„  der  Vierecke  (S)  und  (P)  gehen  muss. 

Zufolge  des  Satzes  (12)  ist  aber  M0X  = \M$P0  — y und  da 
Punkt  .U0  innerhalb  der  Strecke  PUX  zu  liegen  kömmt  und  MUP0=H 
ist:  so  muss  der  Punkt  X zusammen  fallen  mit  dem  Punkte  S0. 

Es  liegen  also  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke  An  As,  Aa>  Ai 
auf  einem  Kreise,  welcher  deu  Punkt  S0  zum  Mittelpunkte  uud  deu 
dritten  Teil  vom  ltadius  des  Kreises  P0  zum  Radius  hat  . . . (14) 

Weil  nun  die  Vierecke  (S)  und  (/’)  uud  ferner  die  Vierecke  ( N ) 
und  (/’)  ähnlich  sind,  so  sind  auch  die  Vierecke  (S)  und  )AT)  ähn- 
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lieb  und  haben  den  Punkt  zum  Achnlichkeitspunkte,  da  in  jedem 
der  Dreiecke  A der  Schwerpunkt,  Xeuiipunktkreismittelpunkt  und 
Uinkreismittelpuukt  auf  einer  und  derselben  Geraden  liegen.  Dieser 
Geraden  gehört  aber  bekanntlich  auch  noch  der  Ilöheuschnittspunkt 
des  Dreieckes  an , der  vom  Xeunpuuktkreiseentruin  eben  so  weit  ent- 
fernt ist,  als  dieser  vom  llmkreisceutrum. 

Es  Hegen  also  auf  den  Aehuliehkeitsstralilcn  P0K\,  P0Nt,  /«Aj, 
P0A\ , ausser  den  Punkten  S, , i%,  Si  noch  die  Höhenschnitts- 
puukte  //, , //»,  Ha,  Hx  der  Dreiecke  Ai , As»  Av  und  zwar 
doppelt  so  weit  vom  Punkte  /’„  entfernt,  als  die  zugehörigen  Punkte 
iV  von  J‘0  entfernt  sind. 

Daraus  geht  hervor,  dass  das  Viereck  (//)  ähnlich  ist  den  Vier- 
ecken (.V)  und  (S)  und  mit  ihnen  denselben  Aelmliehkeitspunkt  /’0 
hat;  und  dass  ferner  seine  Seiten  doppelt  so  gross,  als  diejenigen 
des  Viereckes  (A')  und  somit  gleich  gross  mit  denjenigen  des  Vier- 
eckes (!’)  sind. 

Da  die  Mittelpunkte  A'0  und  »S0  der  den  Vierecken  (JV)  und  (S) 
umschriebeuen  Kreise  auf  der  Geraden  M0P0  liegen,  so  muss  auch 
der  Mittelpunkt  Hn  des  dem  Vierecke  (H)  umschriebenen  Kreises  der 
Geraden  M0P0  angehüreu,  und  doppelt  so  weit  vom  Punkte  /’„  ent- 
fernt seiu,  als  davon  A'0  entfernt  ist. 

Die  eongrueuton  uud  ähnlich  liegenden  Vierecke  (//)  und  (!') 
haben  aber  ihren  Aehnlichkeitspunkt  in  der  Mitte  der  Strecke  H„P0 
uud  somit  fällt  dieser  mit  dem  Punkte  A'u  zusammen. 

Die  Höhenschnittspunktc  //,,  IL.  lf;i,  //,  der  Dreiecke  A,.  As- 
A:t  ? A4  bilden  also  ein  dem  gegebenen  Kreisvierecke  cougrueutes 
Viereck,  das  sich  mit  jenem  in  ähnlicher  Lage  so  befindet,  dass  der 
Punkt  N0  Aehnlichkeitspunkt  beider  Vierecke  wird (15) 

Setzt  man  wieder  Ar0/’0  = l so  ist  H, A’„  = l,  K\,S0  = i/,  //„/'„ 
— 21.  S0J‘0  — -J  uud  somit  ist  das  Doppclverhältniss: 


(//„SflA0/>o) 


rr„  Au  11»  £0 1 .21 

>%  Ao  ‘ So  J’o  -y'v 


d.  h.  Die  Mittelpunkte  der  drei  Kreise,  welche  die  llöhon- 
schuittspuukte,  Schwerpunkte  und  Neunpunktkreisinittelpunkte  der 
Dreiecke  An  Au*  Ai»  A4  enthalten,  liegen  harmonisch  mit  dem 
Mittelpunkte  des  dem  Kreisvierecke  umschriebenen  Kreises  (16) 
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XVIII. 

Ueber  das  Pfaflf  sche  Problem. 

i 

Von 

Herrn  Dr.  Hamburger. 


In  der  Abhandlung  „Ueber  totale  und  partielle  Different  ialglei- 
ciungen“  (Boreh.  J.  Bd.  58)  hat  Herr  Natani  zuerst  gezeigt,  wie  die 
Üütintniss  eines  zu  einein  PfatTscheu  Problem  gehörigen  Systems  ge- 
»iAnlieher  Differentialgleichungen  für  die  Integration  der  PfatTscheu 
totalen  Differentialgleichung  Vereinfachungen  gewährt,  ähnlich  den- 
jenigen, welche  Jocobi  in  seiner  Abhandlung  „Zur  Theorie  der 
' äriationsrechnung  und  der  Differentialgleichungen“  (Borch.  J.  Bd.  17) 
für  die  partiellen  Differentialgleichungen  aus  der  Kenntniss  eines  In- 
tegrals des  entsprechenden  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 
ingedeutet  hatte,  ohne  den  Beweis  und  die  Art  seines  Verfahrens 
tnitzuteilcu. 

Die  Lösung  des  PfafTsehen  Problems  wird  so  auf  die  successive 
Integration  unvollständiger  aber  integrabler  Systeme  totaler  Differen- 
tialgleichungen zurückgeführt,  derart  dass  von  jedem  Systeme  nur  je 
e>ne  Lösung  erforderlich  ist.  Gleichzeitig  fand  sich,  dass  ein  dem 
’ogen.  Poisson’sc.hen  Satz  analoges  Theorem  betreffs  zweier  bekannter 
Integrale  des  erwähnten  PfatTscheu  Systems  gewöhnlicher  Differeu- 
tialgleichuugen  existirt,  welcher  fü*  das  in  Bede  stehende  Problem 
dieselbe  Verwendung  findet,  wie  sie  Jacobi  für  die  Integration  der 
partiellen  Differentialgleichungen  augezeigt  hatte. 

Inzwischen  wurde  die  „Nova  Methodus“  aus  dem  Nachlasse  des 
»rühmten- Mathematikers  iu  Borch.  J.  Bd.  60  durch  Clebsch  publi- 
drt,  welcher  darauf  im  Anschluss  an  diese  Methode  in  2 im  60.  und 


Digitized  by  Google 


180 


Uamburqer : lieber  das  Pf  aff9  sehe  Problem. 


61.  Baude  des  Horch.  J.  erschienenen  Abhandlungen  die  Lösung 
des  PfaflPscbcn  Problems  auf  die  succcssive  Auffindung  je  eines 
Integrals  simultaner  partieller  Differentialgleichungen  zurückführte. 

Unter  den  von  den  beiden  Autoren  hierzu  eingesehlagenen  Wegen 
ist  der  von  Herrn  Natani  augenscheinlich  der  einfachere  und  kürzere, 
die  Resultate  beider  sind  bisher  noch  nicht  in  Zusammenhang  ge- 
bracht worden.  (Vergl.  die  Bemerkung  in  der  Schrift:  Rudolph 
Friedrich  Alfred  Clebsch  „Versuch  einer  Darlegung  und  Würdigung 
seiner  wissenschaftlichen  Leistungen  von  einigen  seiner  Freunde1* 
Math.  Ann.  Bd.  VII  p.  1).  Aura.). 

Die  Darstellung  des  Herrn  Natani  hat  mit  Schwierigkeiten  des 
Verständnisses  zu  kämpfen  gehabt,  wie  schon  daraus  hervorgeht,  dass 
Clebsch  in  seiner  ersten  Abhandlung  irrtümliche  Angaben  über  die 
Resultate  Natani’s  gemacht  hat,  die  er  dann  in  der  zweiten  berichtigt 
Indem  er  jedoch  bei  dieser  Gelegenheit  anerkennt,  dass  die  Zahl  der 
erforderlichen  Integrationen  bei  Herrn  Natani  dieselbe  wie  bei  ihm 
sei,  scheint  er  nicht  bemerkt  zu  haben,  dass  es  auch  genau  dieselben 
Integrationen  sind,  auf  welche  nach  beiden  Methoden  die  Lösung  des 
PfafTschen  Problem’s  zurückgeführt  wird. 

Im  Folgenden  wird  beabsichtigt,  die  fragliche  Lösung  in  einer 
Darstellung  zu  geben,  welche  auf  direetem  Wege  zu  den  Nataui’scheu 
Resultaten  führt,  aus  denen  mit  Leichtigkeit  die  Lösung  des  i’ro- 
blem’s  in  der  Clebsch’.schun  Fassung  abgeleitet  wird.  Wir  werden 
die  Natani’sche  Abhaudlung  kurz  mit  N.,  und  die  beiden  Clebsch’scben 
Abhandlungen  mit  C.  I um!  C.  II  citiren. 


§•  1. 


Das  PfalFschc  Problem  besteht  in  der  Transformation  des  Diffo- 
rentialausdrucks 


A’j  dxj  -f  ...  + A„  dx„ 


wo  A’j  ...  Af„  irgend  welche  Functionen  von  x,  ...  xH  und  fir,  ...3*« 
von  einander  unabhängige  Differentiale  bedeuten,  in  einen  Differeu- 
tialausdruck  mit  der  gelängst  möglichen  Zahl  von  Gliedern  von  der 
Form 

IjCMj-J-  ...  + l '$  du, 

wo  die  U und  n wiederum  Functionen  von  x sind. 

Ist  ein  solcher  Ausdruck  gefunden,  so  kann  man  ihn-  leicht  in 
einen  ähnlichen  * gliedrigen  Ausdruck 
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1 j 0r , -j-  K4  Pe, 

uniformen,  wo  eine  der  Grössen  v eine  beliebige  Function  der  Grössen 

L\  U.-i 

u,  ' ~UT~ 

ist*). 

Denn  setzen  wir 


(1) 


77(»t,  ...  «s  P]  0 


wo  TI  eine  willkürliche  Function  bedeutet  und  bestimmen  aus  dieser 
Gleichung  im  Verein  mit  den  folgenden  (*  — 1)  Gleichungen 


(2) 


0(7.  P/7  077  _ 

Ptij  cti-j Pw,  ? ' ‘ ^ 


die  Grössen  .»•,  ...  p, 
hält  mau,  wenn 


als  Functionen  \ou  u,  ...  «, 


3 

U. 


077  0 77 

0V  f;'  “ - " 0«, : ü* 


y.-i 

77.  ’ 


so  er« 


gesetzt  wird,  aus  (1)  und  (2) 

n P77  , 077  0 77  0 77 

0 = du,  + 0«,  ^ + 0i;a,'>  + ■••  + ?* cri 


011, 


also 


0p, 

0 n Bn 

™*  77,0k,  + . ..  + D*0w,)  + öe,  + ^p» 

77,0,,,+  +...  + 77,0u,  - - J (|^3e,  + ...  + 


welches  die  gesuchte  Umformung  ist  Wegen  der  Willkürlicbkcit  von 
77  ist  eine  der  Functionen  v eine  ganz  beliebige  Fuuction  der  Grössen 


«i  ...  «J 


3 

77, 


77,-1 

77, 


die  Grössen  V sind  bis  auf  den  gemeinschaftlichen  Factor  j ebenfalls 
Functionen  dieser  Grössen. 

Die  Gleichung 


*)  Vgl.  C.  I p 196  - los  wo  zugleich  h*wu**5cn  wird,  dass  die  oben  an- 
gegebene  Umformung  die  nllg«  nieinstr  ist.  worauf  <*s  aber  für  das  Folgende 
Qi^lit  ankommt. 
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(3)  ...  +x„?*„  = + 

zerfällt  offenbar  iu  die  n Gleichungen 

(3»)  Xi  = U,  -f- ...  -(-  Ui  «j—  (»  = 1,  ...  n) 

Bildet  mau  nun  die  Grössen 


8X, 

Out 


8Xk 

cs, 


(ik) 


wo 

Bo  erhält  man 
(3b) 


(ik)  — — (kt),  ( ii ) — 0 

_ | a ux  a«; a ux  a«;  ^ 

a=i  (fj't  a^-,  a*-,  3r»  | 


Die  Gleichungen  (3»)  und  (Hb)  können  dazu  dienen,  den  kleinsten 
Wert,  den  * aunehmen  kann,  wenn  über  die  X keine  besonderen 
Voraussetzungen  gelten  sollen,  zu  ermitteln. 

Es  sei  zunächst  « gerade. 

Aus  (3b)  findet; mau  die  Determinante/)  der  Grössen  (ik)  durch 
zeilenweise  Zusammensetzung  der  beiden  folgenden  Systeme  mit  je 
2*  Colouuon  und  » Zeilen : 


8U, 

8 Ui 

8n, 

rvH 

a«, 

cns 

8U, 

8 Ui 

8s, 

" 8s, 

a^j " 

| j*- 

" CU  , 

03: 
* * < 

8s, 

8U, 

8U i 

8u, 

A 

(U$ 

1 * * 
: 8„, 

8n, 

A r j 

cd, 

8us 

" 8su 

8s„  ‘ 

..  Ä 1 

Oj'h 

8s, , - 

Srn 

8s  „ 

8s„ 

Nach  einem  bekannten  Satze  verschwindet  aber  eine  aus  solchen 
Systemen  zusammengesetzte  Determinante  stets,  wenn  2 * < n ist*). 
Da  aber  1)  bei  geradem  n im  Allgemeinen  von  Null  verschieden  ist, 
so  darf,  falls  nicht  zwischen  den  X die  Bcdingungsglcichuug  l)  = i) 

statttindot,  # nicht  kleiner  als  sein.  Ist  n ungerade,  so  betrachten 

wir  die  Determinante  mit  (n-f-1)*  Elementen: 

i 0 (12)  ...  (1h)  X,  I 

! \ 

(»1)  (»2)  ...  0 Xn 

| — Aj  Ag  ...  A„  0 j 


) Ridui  > . Theorie  iter  Uetci  miiimiii  n,  2 te  AuSsigp  S.  37 
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welche  für  ein  ungerades  n im  Allgemeinen  vou  Null  verschieden  ist. 
Vermöge  der  Gleichungen  (3»)  und  (3b)  setzt  sich  D'  zeilenweise 
zusammen  aus  den  Systemen: 


| 8 b', 

dü. 

du. 

du. 

1 du, 

fi 

Ott$ 

dU, 

BU, 

1 8z, 
i . . 

•’  ar, 

t x,  ‘ 

' dx. 

Br,  " 

Bx, 

dxt 

' _ Bx, 

I 

SU, 

dU. 

P«! 

vu. 

du, 

BU, 

BU, 

" 

dxn 

■ dx„ 

A • 

VXn 

Bj„ 

dx„ 

Bxu 

! ci 

...  U. 

0 

..  0 

0 . 

. 0 — 

U,  .. 

- U, 

deren  jede  aus  2*  Colonuen  und  »— (—  1 Zeilen  besteht.  Soll  also 
zwisebeu  den  X nicht  die  Bedinguugsgleichuug  D'  = 0 statttiuden.  so 


darf  für  ein  ungerades  n « nicht  kleiner  als 


n -f-1 


sein.  Nehmen  wir 


nun  in  diesem  Falle  für  » die  kleinste  Zahl 


» + 1 


so  ist  die  Anzahl 


der  Functionen  U und  u um  1 grösser  als  die  der  Variablen  x,  folg- 
lich muss  zwischen  deu  U und  u eine  von  den  r freie  Rtdatiou  be- 
stehen, diese  muss  jedoch  eine  der  Grossen  V enthalten,  weil  sonst 
der  Ausdruck  XL'Bu  sich  auf  einen  ähnlichen  Ausdruck  mit  weniger 

als  - Gliedern  würde  überführen  lassen*). 


Es  sei 

b'„_+i  — ip/u,  ...  un+ 1,  U,  ...  U„-l\ 

2 V 2 2 / 

Nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  lässt  sich  ZUdu  in  einou  ähn- 
lichen Ausdruck  -£10;;  mit  einer  gleichen  Gliederzahl  transforiniren, 
worin  eine  der  Grössen  » eine  beliebige  Function  der  Grössen 

«1  ...  «H  + 1 U,  ...  ü*--l 

" t/'n  + l f<M+l 

2 2 

also,  wenn  wir  für  Un  1 1 obigen  Wert  einsetzen,  eine  beliebige  Fuuc- 

»J 

tion  der  n Grössen 

“i  ...  M,,+i  U,  ...  Vn—\ 

2 2 

ist.  Dies  sind  aber  n vou  einander  unabhängige  Functionen  von  x. 
Es  kann  demnach  für  eine  der  Grössen  v eine  willkürliche  Function 
der  x genommen  werden. 


»)  C.  I p.  2i8 
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Die  eben  angostellten  Betrachtungen  haben  zu  folgendem  Resultat 
geführt.  Wenn  die  X allgemein  gelassen  werden,  so  kann  man  iden- 
tisch setzen: 

■?!  “f-  -j-  X*,,  0X2„  = U|  Suj  -j-  ...  -(-  V„  Öl** 

-V,  ÖXj-j-  ...  + 1 Öx2h  + 1 = 1/^5«!  -f-  ...  -f-  Um  + ) C*Un  + t 

wo  von  den  in  der  2ten  Gleichung  vorkommendeu  « eine  willkürlich 
gewählt  werden  kann. 

Wir  kehren  nunmehr  zu  den  für  jedes  beliebige  n und  » gültigen 
Relationen  (3»)  und  (3b)  zurück,  um  aus  ihnen  weitere  Folguugeu  zu 
ziehen,  die  unabhängig  davon  sindn,  ob  zwischen  den  X Bedingungs- 
gleichungen stattfindeu  oder  nicht. 


Man  multiplicire  die  beiden  Seiten  der  Gleichung  (3b)  mit  <5x* 
und  addire  die  2n  hieraus  für  k = 1,  2...«  hervorgehenden  Glei- 
chungen; alsdann  erhält  man 


(3c) 


X (;  k)  Sxk  - V 6 Ux  - ^ du,  | 


/ • ».\  i — 

*=,  ;.=i 

Verbindet  man  hiermit  die  Gleichung 


(3.) 


v - V rh  -“i 
-A|  2-  UX  ry 

;.=i  ex, 


öu, 

so  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  *— 

ex, 

k—n 

U,  £(ik)drk  - Xi  6 U,  = 
t-i 

'=*-ldnx  . ^=*0L/> 

■E  o (U,d  Ux  — Ux  d Ut)  — U,  £ « du , 
*=i  ex,  A_,  öx, 

und  durch  Division  mit  U,  schliesslich: 

M1 


1,  2 ...  n 


Diese  n identischen  Gleichungen,  welche  wir  als  analytische 
Folgen  aus  der  vorausgesetzten  Identität  (1)  erhalten  haben,  sind  die 
Fundamentalrelationen,  aus  denen  im  Folgenden  die  Lösung  des 
PfatFschen  Problems  in  der  von  Herrn  Natani  angebeneu  Form  her- 
vorgehen wird. 
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§•  2. 


Wir  begiuuen  mit  dem  Falle  einer  geraden  Anzahl  der  Variablen 
r,  gehen  also  nach  dem  Vorhergehenden  von  der  identischen  Gleichung 

(5)  X16r1-\~  ...  -)-  Aj,i  ds a„  = t/jdüj-j-  ...  -j-  U„öu„ 


ans,  indem  wir  die  Determinante  1 ) der  Grössen  (ik)  als  von  Null 
verschieden  voraussetzen.  Nach  (4)  folgen  aus  (5)  die  2«  Identitäten: 


(6) 


t=rl 


(»  k)  6rt 


x,^>+  vfT'p* 

LU  ^=1  ÖJ'; 

(>  = 1,  2 ...  2«) 


0 ( UA  ; -N  ?u). 

, ■*( &)-£,&,  a'u 


Aus  diesen  folgt  zunächst,  dass  das  System  (das  erste  PfatFsche) 


(7j 


£(lk)dxk  = 


_ dü, 
UH 


£('2n,k)dTk  — 


welches  durch  Elimination  von  U„  in  ein  System  von  2»  — 1 Diffe- 
rentialgleichungen zwischen  den  r allein  übergeht,  die  2n — 1 Grössen 

Ut  Un-l 

~JT  • ' TT  “l1**  — M» 


gleich  Constauten  gesetzt,  zu  Integralen  hat.  Ist  ein  Integral  a = 
const.  bekannt,  so  muss  a eine  Function  der  vorstehenden  Grössen 
sein;  da  aber  nach  dem  in  §.  1.  bewiesenen  Satze  der  Aus<lruck 

Ut  dut  ...  -|-  U„  öun 
stets  in  einen  ähnlichen  Ausdruck 


i\  d<'j  -J-  ... 

übergeführt  werden  kann,  worin  e,  = « ist,  so  ersieht  man,  dass  un- 
beschadet der  Allgemeinheit,  dio  in  der  Ausgangsgleichung  (5)  vor- 
kommende  Grösse  u,  gleich  const.  gesetzt,  als  das  bekannte  Integral 
angesehen  werden  darf. 

Aus  (6)  folgt  ferner,  dass  das  System 

«)  

„ , dl„  , e«,  / u.  \ 
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worin  «j  jetzt  eine  bekannte  Function  der  x ist,  und  welch- 


Elimination  der  nur  linear  vorkommendeu  Grössen 


in  ein  System  von  2n — 2 totalen  Difiireutialgleichu' 
den  x allein  übergeht,  iutegrabel  ist  und  zwar  die  2< 


U» 

U„ 


U, 

u„ 


UH- 1 

—ff—’  <*>.  ••• 


gleich  Constanten  gesetzt,  zu  Integralen  bat. 
eonst.  verschiedenes  Integral  des  Systems  (js 

dass  ß eine  Function  der  Grossen 

wiederum  nach  dem  bereits  angeführten  Satze  ik. 


...  -j-  [.„dt/fi 

in  den  ähnlichen 

...  -j-  I „dv,, 

übergeführt  werden,  so  dass  vt=  ß wird.  Mau  kann  daher  unbeschadet 
der  Allgemeinheit  die  in  der  Gleichung  (1)  vorkommende  Grösse  ut 
gleich  const.  gesetzt,  als  das  bekaunte  Integral  des  Systems  (6)  an- 
nehmen. 


(9) 


Aus  (G)  folgt  dann,  dass  das  System 

_ <11  hi  , du.  ( l!.\  / lu\ 

£ (lk)dx  = A,  Un  + U,  Fa-1  rf(jv)  + Uh  dxj  J 


£V»,k)e/xk=XtJf±+  Uh  rf(^) 


worin  «,  und  «2  bekannte  Functiencn  der  x sind,  und  welches  durch 
Elimination  der  linear  vorkommendeu  Grössen  ~J,‘  , /’*  <l  ( 

Unel {^f)  iu  eiu  System  von  2«  — 3 totalen  Differentialgleichungen 
zwischen  den  x allein  übergeht,  iutegrabel  ist,  und  zwar  die  — 3 


Grössen 


U3 

Un 


Uh— 1 

U,  Mo  ...  u„ 


gleich  Constanten  gesetzt,  zn  Integralen  hat. 


Von  dem  System  (9)  ist  nun  ein  von  den  Integralen  u,  = eoust. 
«s  = const.  verschiedenes  Integral  aufzusuchen,  als  welches  nach  dem 
wiederholt  angeführten  Satze  m3  = const.  angesehen  werden  kann,  und 
mit  Hülfe  desselben  das  beschriebene  Verfahren  fortzusetzen. 
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Nachdem  auf  diese  Weise  die  Functionen  u,  ...  u,_i  ermittelt 
sind,  findet  sieh  u,  durch  Integration  des  Systems 


«•'**-*•* + + ...  + «.  fe-(fc') 

welches  nach  (6)  die  Grössen 


Li  t»-i 

Un  'Un 


»*l  ...  M* 


gleich  Constauten  gesetzt,  zu  Integralen  hat. 


Die  Systeme  (7)  (8)  (9)  (10)  .gehen  in  die  Systeme  (11)  (24)  (25) 

27)  der  Natani'schcn  Abhandlung  über , wenn  UH  = y~  = ar  ge- 

A (Jn 

setzt  und  beachtet  wird,  dass  (ik)  = — (k  i)  ist. 

Jede  Function  f der  x , welche  gleich  einer  Coustanteu  gesetzt  5 
ein  Iutegral  des  Systems  (10)  ist,  deren  Differeutial  >lf  albo  vermöge 
der  Gleichungen  (10)  identisch  Null  wird,  genügt  offenbar  folgeudein 
System  von  * linearen  partiellen  Differentialgleichungen 


(11)  . 

- d,2«),  A, 

(11)  .. 

(1,2*0, 

8uj 

07, 

(2»,1)  • 

— 0 

(2*1,1)  • 

• (2n,2*i), 

0«, 

dXjn 

df 

dx, 

X o 

OX2h 

0/ 

0sr, 

0/ 

f>Sgn 

0 

(11) 


...  0,2«), 


0X,  • 


(2«,1)  ...  (2»,2n) , 

*L  ...  X o 

Cs,  0X*m 


welche  nur  der  Ausdruck  dafür  sind,  dass  <lf  = 0 eine  Folge  der 
Gleichungen  (10)  ist.  Wir  bezeichnen  diese  Gleichungen , nachdem 
sie  durch  D dividirt  sind,  der  Reihe  nach  mit 

Teil  LX.  13 
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V 

11  u in  b u t ^rr  ; C’eber  da*  I Jf nj/  ' *cii  ('  1 'rablrm 


Af  *=(i  Bt(f)  = 0 ...  U,-i(f)  — 0 


Nach  deu  partiellen  Derivirten  ^ - ...  ~-y  geordnet,  wird,  wenn 

Du  die  dem  Elemente  (ik)  der  Determinante  D entsprechende  Unter- 
determinante  bedeutet, 


MJ) 


0/ 

— ^ ,,  i. " 

i=l  »=1  PSi 


= ü 


ih(f) 


*'=*•  k=*‘  f),k  Sn,  df 

,=i  T)  dn  d,t 


Diese  gehen  aber  in  die  von  Clebsch  *)  aufgestellten  Gleichungen 
über,  wenn  man  beachtet,  dass  D,r.D—  B,t:  R.  wo  R die  ganze  ratio- 
nale Function  der  Grössen  (ik)  bedeutet,  deren  Quadrat  gleich  D ist, 
und  B,i  der  Differentialquotient  von  H nach  (ik)  ist. 


Man  hat  demnach  zur  Auffindung  der  Functionen  u,  ...  «»  zo- 
näehst  eiu  Integral  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

A(f)  = 0 

aufzusuchen,  und  bezeichne  es  mit  u, , alsdann  suche  mau  eiue  von 
**,  verschiedenes  Integral  des  Systems  simultaner  Gleichungen 

A(/)  = 0 /)„(/)  =»0 

und  bezeichne  es  mit  «I,,  bilde  dann  das  System  simultauer  Glei- 
chungen 

4(/)-=0  £,(/)«=  0 *,(/•)=  0 

wovon  ein  vou  u*  verschiedenes  gemeinsames  Integral  zu  suchen 
ist,  nenne  dies  «3  und  fahre  in  der  nämlichen  Weise  fort;  sind  auf 
diesem  Wege  die  Grossen  «,  ...  «M_i  gefunden,  so  ergiebt  sich  m*  als 
das  vou  diesen  Grössen  verschiedene  gemeinschaftliche  Integral  des 
simultanen  Systems 

A(f)  = 0 B,(f)  — ü ...  JJ„- 1(/)  - ü 
Aus  dieseu  Bestimmungen  erhellt,  dass  die  Grössen  ...  den 
Gleichungen 

(11)  A(u . =0  Br(u,)  = ü 

genügen,  wo  > alle  Zahlen  1,  2 ...  » uud  r die  Zahlen  1,  2 ...  * — 1 
zu  durchlaufen  hat**). 


*)  c.  II  p.  149  ff. 

**)  C.  II  150.  Nach  der  daselhbt  gewühlten  Bezeichnung  ist  «4(9)  mit 
(9)  und  mit  [t/9.9]  gleichbedeutend. 


Digitized  by  Google 


Hamburger:  l/eber  das  Pfajff^sche  Problem 


195 


Mau  kann  nuu  leicht  auch  direct  nachwciseu,  dass,  wenn  die 
Bedingu n gsgl e ich ungen  (11)  zwischen  n Functionen  n,  ...  »„  bestehen, 
der  Ausdruck  SXSx  stets  auf  die  Farm 

Oj  ...  -)-  UK  <5n» 

gebracht  werden  kann. 


Beachten  wir  nämlich,  dass  identisch  #•(«<)  = 0 und  ■= 

— ür(u,)  ist,  so  folgt,  aus  (11),  dass  das  System 

A(f)  — D £,(/)  = 0 ...  = 0 

durch  jetles  der  Integrale  «,  ...  u„  gleichzeitig  befriedigt  wird.  Multi* 
plicireu  wir  nuu  diese  Gleichungen  mit  ><  beliebigen  Grössen  ...  A„ 
und  addireu,  so  erhalten  wir 


0 = li-At/j-J-l*  ...  +l„/l„_i(0 


Z U'l Xi  + As  £ D(,  1 & Ai  ~ßr~ ^ + 

(i,D<,X.  + is£Dv  ^ -f  ...  + + 


Sl 

ftr. 


Aj  £ Ol.JnA,  -4-  £ Di.in 


du, 

8-r, 


-(-  ...  -|-  A„  A Di, jm 


ru„  i \ 

ftr.  ) 


Ilie  Functionen  u,  ...  ?<„  sind  offenbar  auch  Integrale  dieser  partiellen 
Differentialgleichung,  folglich  gleich  Coustanten  gesetzt,  auch  Integrale 
des  Systems  der  totalen  Differentialgleichungen 


fN,  ÖUh-I 

ri  — A, e £ü,t A'i -(- A a(  £D, , g—  -|-  ...  -f-A „c-i/A., 


(12| 


8«, 


011» - 


=*  Aj€  £ Di.‘2nXi  ""f"  Asf  £Di,2n  “j“  ...  -)  A„f  £ D,  2m  ' ^ 


»o  t eiue  unendlich  kleiue  Grösse  bedeutet.  Die  u unendlich  kleinen 
Grössen  A,r  ..  A„f,  welche  nicht  selbst  geuaue  Differentiale  zu  sein 
brauchen,  können  in  der  allgemeinsten  Weise  \on  der  Form 


At t = l’ij  </ü,  -j-  ...  -f- 1 m ilvn 


vorausgesetzt  werden,  wo  die  I’  Functionen  der  v bedeuten.  Alsdann 
«ad  die  x vermöge  der  totalen  Differentialgleichungen  (12)  als  Fuuc- 
honen  der  « unabhängigen  Grössen  u,  ...  c„  detinirt.  Da  uuu  diese 
Gleichungen  nach  dem  Obigen  die  » Functioueu  «,  ...  «„  gleich  Cou- 

13* 
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stauten  gesetzt  zu  Integralen  haben,  so  hat  man,  wenn  man  ilie  t als 
Functionen  der  2»  Variablen  »>,  « ausdrückt,  identisch: 


0 

ö/j  = d.,EDiX du2ii)ii 4" Tjiii»*». 


; 


6x^h—  d , 2? DilnXi  | «T Dit2u  K- 1 +...  + du  E Di,2n  '“Hw, ®Mi  +•« 

V'X  i CXi 

+ r.«  Sun 


?n 


wo 


di  — l'*ij  d/’j  -}-  ...  V,„  Sv„ 

und  r,k  beliebige  Functionen  bezeichnen. 


Multiplicirt  mau  nun  die  vorstehenden  Gleichungen  der  Reihe 
nach  mit  X,  ...  Xin  und  addirt,  so  verschwinden  die  mit  d1 ...  A, 
multiplicirteu  Glieder  einzeln,  da  (wegen  A,  — 0 At  = — Du) 

££l)nX,X ik  = ü und  ferner  nach  (11)  XXnikXk  = — Al(«r)=ö 

ist,  und  mau  erhält  folglich  für  XX  öx  die  Form  G,du-,+...-f-  UHduu  q.e.d. 


Nachdem  die  u gefunden  sind,  ergeben  sich  die  V durch  Auf- 
lösung von  irgend  n der  2«  lineareu  Gleichungen 


3«,  . 

x = V,  £ + 


I U e,‘“ 
+ Lh  8x, 


(i  = 1,  2 ...  2«) 


nach  den  U. 


Da  nun  ux ... 


t A— l 
Üh 


die  2 n — 1 von  einander 


unabhängigen  Integrale  der  partiellen  Differentialgleichung  A(f)  = 0 
oder  gleich  Constantcu  gesetzt,  die  vollständigen  Lösungen  des  ersten 
PfafFschcn  Systems  (7)  siud,  so  ist  hiermit  die  vollständige  Integration 
dieses  Systems  oder  der  entsprechenden  partiellen  Differentialgleichung 
auf  die  Ermittelung  je  eines  lutcgrals  von  » succcssivc  aufzustellen- 
den integrableu  Systemen  totaler  Differentialgleichungen  oder  der  ent- 
sprechenden simultanen  partiellen  Differentialgleichungen  zurückgeführt. 


Zur  Aufstellung  der  zwischen  den  Operationen  A(<p)  und  B,(<p) 
bestehenden  Beziehungen,  betrachten  wir  das  System  (10),  welchem 
die  simultanen  partiellen  Differentialgleichungen 

(10.)  A(f)  = 0 Bx(f)  — 0 ...  = Ü 

zugehören.  Setzen  wir  der  Kürze  wegen  -----  *=  wr,  so  können  wir 

die  r vermöge  der  Gleichungen  (10)  ais  Functionen  der  « unabhän- 
gigen Variablen  Un,  w,  a2  ...  «,-i  defiuirt  betrachten.  Bedeutet  nun  y 
eine  beliebige  Function  der  x,  in  der  die  genannten  unabhängigen 
Variablen  nicht  Vorkommen,  so  ist  vermöge  (10) 
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and  hieraus 


dtp 

dUn 


A\jp) 

U„ 


äqt 

dtxs 


— A>(<P)  • G* 


? *JL  * l> 

3 8U„  9 da, 

— ü,A((p),  -g  ij~  — et  lh(<p)  -f-  Ih(T) 

folglich 

(13)  ABs(cp)  — B,A(tp)  = - B,(tp)*) 

ebenso  folgt  aus 


= U»*B,Br(tp), 


«drp 

Vda. 

d«r 


= USBrB.iv) 


(14)  BrB,(<p)  — B,Br(tp)  — 0*) 

Die  Gleichungen  (13)  uml  (14)  liefern  die  Intcgrabilitätsbedin- 
guugen  für  das  System  (10)  oder  die  .simultanen  Gleichungen  (10»), 
welche  letzteren  nach  der  Clebsch’scbcu  Bezeichnung  ein  completes 
System  bilden,  aber  kein  Jacobi’sches,  da  nach  den  Gleichungen  (13) 
AH,(f)  — B»A(f)  wol  in  F’olge  der  Gleichungen  (10*)  jedoch  nicht 
identisch  verschwindet.  Betrachten  wir  nun  dasaus  2 Gleichungen 
bestehende  simultane  System 

A(f)  - 0 Bx(f)  - 0 

za  deren  Aufstellung  die  Keuntniss  eines  Integrals  »,  von  A(f)  = 0 
erforderlich  ist.  Ist  noch  ein  2tes  Integral  n von  A(f)  0 bekannt, 
welches  nicht  gleichzeitig  die  2te  Gleichung  befriedigt,  so  folgt  aus 
(13) 

(15)  AB^v)  = — B,{v)  **) 

Crp  yi(fp) 

oder  da  gyr  -=  — yy—  indem  Bt(v)  für  <p  gesetzt  wird 

O u N L'n 


cBt 
dU„  ~ 


- B,(v) 


and  hieraus  durch  Integration 


c 

Ü, 


«,('•) 


*)  C.  II  160. 

**)  C.  I p.  249  Gl.  (53). 
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so  dass  durch  Auffindung  zweier  Integrale  von  A(f)  = 0 Üm  unmit- 
telbar  angegeben  werden  kann.  Dies  Resultat  ist  zuerst  von  Clcbsch 
abgeleitet  worden  *) , hieraus  folgt  der  weitere  Satz . dass , wenn  eiu 
drittes  Integral  «■  von  A(f)  — 0 bekannt  ist 


nt(v) 

ßiM 


— eonst..  also  A 


(BM\ 

U,(  tr,V 


Bt(v) 


demnaeb  eiu  neues  Integral  \ou  A(f)  = 0 ist.  also  aus  3 lnte- 

ZJ,(w) 

gralcn  des  ersten  Pfaff’sehen  Systems  (7)  die  übrigen  Integrale  des- 
selben durch  blosse  Differentiationen  abgeleitet  werden  können  **). 
Indess  lassen  sich  bereits  aus  2 Integralen  die  Übrigen  in  dieser  Weise 
ableiteu,  denn  aus  (13)  folgt,  weun  inan  Bt(n)  für  qe  setzt 


AB^B^-B.AB^v)  = - if,  £,(.-) 


und  da  nach  (15) 


(16) 


AB,(v)  - - /J,( v) 
AB,B1(v)  + 2B,B1(v) 


Multiplicirt  man  (15)  mit  2 //,//,(»),  (Iß)  mit  /i,(c)  und  subtrabirt.  so 
erhalt  mau  uach  Division  durch  (Bt(><)  )3 


AB^jv) 

(*,(»>)* 


2BlBy(r)AB^{r) 

W"))* 


, (BxB^p)\ 


so  dass  * eiu  neues  Iutegral  von  A(f)  = t)  oder  gleich 
B l(”) 

const.  gesetzt,  des  ersten  Pfaff’schen  Systems  ist  ***).  Dies  von 
Clebsch  gefundene  Resultat  ist  das  Analogon  des  Poisson’scheu  Satzes. 
Man  kann  dem  letzterhalteneu  Ausdruck  mit  Herrn  Natani  auch  die 
Form  geben 


cv  f) 
Sa, 


6 log 

Sa, 

Was  die  Auffindung  eines  Integrals  des  Systems  (10)  oder  eiuer 
gemeinschaftlichen  Lösung  der  simultanen  Gleichungen  (10»)  betrifft, 

so  bemerken  wir,  dass  nach  Elimination  der  Grössen  -jv-,  U„</(  ) 

o„  \ t-W 


•)  C.  II  p.  I68i  wobei  zur  Vergleichung  zu  bemerken  ist,  ihiss  die  Grösse 
I daselbst  mit  Un  in  der  Beziehung  log  Un  — I steht. 

**)  ib. 

***)  C.  I p.  249 

t)  Natani,  Höhere  Analysis  Berlin  IP66  p.  325. 
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und  Auflösung  der  Gleichuugeu  nach  2n— i der  Grössen 

* sich  eiu  System  von  2«  — i totalen  Differentialgleichungen 
zwischen  den  x allein  ergiebt,  deren  zugehörige  i simultane  partielle 
Differentialgleichungen  aus  denen  in  (10»)  erhalten  werden,  wenn  man 

3/*  p/  3/* 

der  Reihe  nach  i der  Grössen  g—  k — • w — durch  die  übrigen 

da*j  cx 2 g/jh 

ausdrückt.  Die  so  umgeformten  Gleichungen  bilden  stets  ein  Jacobi- 
si'hes  System  *)  uud  jede  derselben  enthält  nur  2n  — » -j- 1 Veränderliche, 
nach  denen  differentiirt  wird,  während  die  i — 1 übrigen  Veränderlichen 
als  Integrale  der  betreffenden  Gleichung  angesehen  werden  können*). 
Das  Verfahren  nun,  eine  gemeinsame  Lösung  eines  Jacobischcn 
Systems  zu  ermitteln,  dürfen  wir  nach  den  Arbeiten  Jacobi’s  selbst 
uud  den  Vervollkommnungen,  welche  hierin  durch  die  Arbeiten  der 
Herren  Natani,  Weiler,  Du  Bois  Reymond,  Mayer**)  eingeführt  sind, 
als  genügend  bekannt  voraussetzen. 


§.  3. 

' In  gleicher  Weise  wie  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  unter- 
suchte Fall  lässt  sich  der  Fall  behandeln,  wo  zwischen  den  X solche 
Beziehungcil  obwalten,  dass  man 

(1)  .Y,  dr1  -j-  ...  -(-  XK  ö tr»  — U,  du,  -j-  ...  -f-  U,  du» 

n 

wo  n gerade  oder  ungerade  * ist,  setzen  kann,  ohue  dass 

zwischen  den  U,  u eine  von  den  x freie  Relation  statt- 
findet. 

Bezeichnen  «,  ...  er*,  irgend  2*  verschiedene  Zahlen  aus  der 

Reihe  1,  2 ...  n,  so  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
für  das  Nichtvorhandensein  einer  derartigen  Relation,  dass  wenigstens 
eine  der  Determinanten 


*)  Clebsch  (II  p.  173)  und  Weiler  (Schlömilch’s  Zeitschrift  für  Mathe- 
matik Jahrg.  VIII  1863  p.  264)  haben  eine  allgemeine  Methode  angegeben, 
ein  beliebiges  completes  System  simultaner  Gleichungen  in  ein  Jacobi'sches 
umiuformcn. 

**)  Wir  »erweisen  r.ur  Oricntirung  auf  diesem  Gebiete  auf  die  ausführliche 
Abhandlung  des  Herrn  Mayer  „Ueber  unbeschrankt  integrable  Systeme  von 
linearen  totalen  D ffcrentialglcichnngcn  und  die  simultane  Integration  linearer 
partieller  Differentialgleichungen“.  Math.  Ann.  V p.  448—470.  Ein  Auszug 
derselben  findet  sic.i  in  dem  Werke  des  Herrn  Mansion,  Theorie  des  equations 
anx  dlrivecs  partielles  du  premier  ordre,  Paris  1875  p.  206—220. 
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dU, 

Bu, 

Bii , 

Bu, 

Bl, r, 

Bxa,’ 

8s  a, 

Bxa , 

BUt 

du. 

du. 

du 

dx*u  ' 

S*aS, 

Sxa2, 

dxa-2. 

von  Mull  verschieden  ist.  Nun  folgt  aber  aus  der  Relation 

. _ J=*  dU).  Buk  BUk  8«/. 

;.=1  Är*  du-,  Bit 

dass  die  Determinante 

i («,«,)  ...  («,  «s„) 

i 

j 

(02»«i)  ...  («2.  «2»)  i 

das  Quadrat  der  erstereu  Determiuante  ist.  Obige  Voraussetzung 
ist  daher  darauf  zurückgeführt,  dass  wenigstens  für  oine  Combiuation 
von  je  2«  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2*..  n die  entsprechende  aus  der 
Determinante  D der  (ik)  gebildete  Hauptunterdetermiuante  2* ten 
Grades  von  Null  verschieden  ist. 

% 

Wir  werden  im  Folgenden  auuekmeu,  dass  die  Determinante 

| (11)  (1,2«)  I 

! 

Ds  — ; 

! (2*,1)  ...  (2*,  2a)  , 

nicht  verschwindet. 

Aus  den  Relationen  (4)  in  §.  1.,  die  eine  analytische  Folge  von 

(1)  ist,  erkennt  man,  dass  das  System  von  2s  Gleichungen*) 

*=»  ö U, 

£ d,k)du-i  -Xi  -fr 
* = 1 C/« 

(2)  


*=»  HU. 

£ (2 s,k)Hxii  — A'j,  ". 
l=l  <->, 

welches  nach  Elimination  von  U,  in  2a  — 1 totale  Differentialglei- 
chungen zwischen  den  x allein  übergeht,  die  2s — 1 von  einander  un- 
abhängigen Grössen 


•)  N.  Gl.  (21). 
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U,  UH- 1 

u,  ~UT  "»  '• “* 

gleich  Constantcn  gesetzt,  zu  Integralen  hat.  Da  vermöge  derselben 
Fundaineutalrelationen  auch  die  « — 2*  übrigen  Gleichungen 

(2.)  £ (2*  + k),Uk  = .Y„+e  (p  - 1,  2 ...  * - 2*) 

*= i ll> 


durch  dieselben  Integrale  befriedigt  werden,  so  folgt,  dass  die  letzteren 
eine  Folge  der  Gleichungen  (2)  seiu  müssen.  Dies  führt  auf  eine 
Reihe  von  Bedingungsgleichuugen  für  die  .Y,  welche  Herr  Natani  *) 
angegeben  hat.  Sie  bestehen  darin,  dass  die  Unterdetermiuanten  von 
D mit  mehr  als  2«  Elementen  sämmtlich  verschwinden,  was  wegen 

der  Natur  der  Determinante  D die  Zahl  von  — — ~ — ~ Bc- 

dingungsgleichutigeu  ergiebt;  und  dass  die  »—2*  Determinanten 


(11) 

..  (1,  2»), 

*1 

(2*,  1) 

■ (2*,  2«), 

(2,+e,i)  . 

• (2*+p,  2«), 

verschwinden.  Es  sind  also  im  Ganzen  — — — Bcdjn. 
gungsgleichungeu  von  den  X zu  erfüllen. 


Löst  man  die  Gleichungen  (2)  nach  den  Differentialen  rfa-, ...  Ar 2, 
auf,  was  gemäss  der  Voraussetzung,  dass  D*  von  Null  verschieden 
ist,  ausführbar  ist,  so  erhält  mau,  wenn  die  dem  Elemente  (jfc) 
entsprechende  Unterdeterminante  von  D*  bedeutet 


(2b) 


i=z2$ 

dXk  — 


*= 1 


( 

\ 


(«,2»-j-l)»/irs»  + i — ...  — (1,  n)drH 


\ DS'-k 
I * D* 


(Jfc  «=*  1,  2 ...  2«) 


Ist  /"“const.,  wo  f eine  Function  der  r.  allein  bedeutet,  ein 
Integral  der  Gleichungen  (2),  so  erhellt  aus  (2b)  unmittelbar,  dass  f 
eine  gemeinsame  Lösung  der  « — 2jw  -f- 1 simultanen  linearen  partiellen 
Differcnüalglcichungen  **) 


•)  1.  c.  Gl.  (23),  (23«), 
•*)  C.  I p.  208  Gl.  (25.) 
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Mf) 


1=2«  k—2a 
£ £ 
i=i  *=i 


n» 


Ctf  , = ‘it  »=4.  1)4-1  df 

(3> 


g — 1,  2 ...  >i  — 2* 
ist. 

Was  die  Beziehungen  zwischen  den  Operationszeichen  d(rp),  A t»(  <*•  ) 
betrifft,  so  folgt  aus  (2k),  wenn  cp  eine  beliebige  Function  der  Grössen 
sr,  die  U,  csplicirtc  niebt  enthalt,  bedeutet, 


und  daraus 


dep 

3 log  U, 


= A(ip), 


dep 


= Aq(<p) 


was  die  Relation  giebt 


3A  (<p) 
3^**+(. 


3-V<p) 

3 log  U, 


(X)  AAv(cp)—  AQA(<p)  = o 

Ebenso  findet  man  aus 


die  Relationen 


d<p  eqr> 

5 ~~  AA  cp), 

OXfg  -f  (i  CT  -f  0 


A„(cp) 


(3b)  AfA,t(ip)  -AaAe(ip)  = Ü*) 

Die  Gleichungen  (3a),  (3b)  zeigen,  dass  dio  simultanen  Gleichungen 
(4)  ein  Jacobi’sches  System  bilden. 

Die  in  (3.)  und  (3b)  enthaltenen  Integrabilitätsbedinguugcu  müssen 
übrigens  für  die  Ar  auf  die  oben  augeführten  Bcdingungsglcichuugen 
führen,  welche  nussageu,  dass  die  n — 2*  Gleichungen  (2»)  Folgen  der 
Gleichungen  (2)  sind.  Das  weitere  Verfahren,  wenn  ein  Integral  des 
Systems  (2)  oder  eine  gemeinsame  Lösung  der  simultanen  Gleichungen 
(3)  bekannt  ist.  wofür  wir  us  annehmeu,  besteht,  wie  in  §.  2.,  in  der 
Bildung  eines  neuen  Systems  von  2*  totalen  Differentialgleichungen, 
welches  aus  (2)  hervorgebt,  wenn  in  der  iteu  Gleichung  auf  der 

rechten  Seite  der  Tenn  U,  hinzutritt  Vermöge  der  Fuuda- 

lh 

mentalrelationeu  (4)  in  §.  1.  hat  dasselbe,  wenn  wieder  «*  =■  y.  ge- 

Us 

setzt  wird.  Die  Grössen: 


) C.  1 GH.  (26),  (28). 
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IV,  os  ...  a,  _1,  ...  u, 

gleich  Constantia  gesetzt,  zu  Integralen.  Führt  man  ein 

*,<», = 1?  ‘x 

1 ,=i  t=i  ß«  «•  «•» 

so  ergiebt  sich,  dass  die  simultanen  Gleichungen 


A(f)  = 0,  «»,(/)  = 0 ...  An-p  = 0,  Bt(f)  -0 

die  obigen  Grössen  zu  gemeinsamen  Lösungen  haben.  Ferner  Huden 
sich  wegen  der  Gleichungen 


3 <p 

d log  U 


n = ^(t)i 


dz» 


3<P  _ , , . 3» 

— -1c(<P))  a 

»+f  pni 


U.B^tp) 


ausser  den  Relationen  (3»)  (3bl  noch  die  folgenden 

ABf(ep)  - B^y)  ==  — /*,(<?) 
A^B^tp)  — B^A^tp)  = 0 


Im  Ganzen  erhält  man  * Systeme  totaler  Differentialgleichungen  oder 
der  entsprechenden  simultanen  partiellen  Differentialgleichungen.  Das 
ite  System  der  letzteren  lautet,  wenn 


Br(<p) 


*~f*  LPjk  du,  dtp 
i= l Jt=l  D»  3 Xi  dsk 


gesetzt  wird 


A(/)=U,  ^c(/)=0|e  = l,  2 ...  «—  2*|,  Br(w)  =0(r  = 1,2..  .*  1 ) 


mit  den  Beziehungen 

AA^tp)  — AfA(<p)  — 0,  AtA„(ip)  — AaAv(<p)  = 0 
yt,,tfr(<P)  - itr'JpM  = 0,  BrBr’(<p)  — Br’Br(tp)  - 0 
.4/yr(»  — Zfr^4(qp)  = — /M<p) 


§■  4. 

Wir  gehen  nunmehr  über  zum  allgemeinen  Falle  einer  ungeraden 
Anzahl  von  Variablen. 

Nach  §.  1.  setzen  wir 

(1)  ,V,&r,-f-  ...  +Jf2»+id^2n+i  = Djd»!+  •••  4*  ö»+i<Wh 

wo  eine  der  Grössen  « ganz  willkürlich  ist.  Vorausgesetzt  ist  hier, 
dass  die  Determinante  mit  (2/i-(“2)-  Elementen 
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di) 

...  (1>  41), 

*. 

(2«4l,l) 

...  (2«  4 1,2»  41), 

— *2„  + l 1 

*> 

*>„41 

0 

• vou  Null  verschieden  ist. 


Nach  dem  Vorgänge  Cayloy’s  werden  wir  im  Folgenden  überall, 
wo  die  X in  der  vorstehendeil  Determinaute  Vorkommen,  der  Sym- 
metrie wegen 

- Xi  - (.,  2« + 2),  -f  Xi  - (2«  + 2,  0 

setzen,  so  dass  die  dem  Element  — X,  entsprechende  Untcrdeternii- 
uaute  mit  />',•,•>„  t 2 «nd  die  X,  entsprechende  mit  D' 2«+a. , wird  be- 
zeichnet werden  können. 


Die  Relationen  (4)  in  §.  1.  werden  hier,  wenn  wir  der  Kurze 
wegen  wieder 


cinführen 


o,  >= 


JlL 

Uh+i 


t=2»+i  Au...,  ^ =ii 

(2)  . X (ik)dsk  — X,  4 t'ii+i  — ' Svy 

4=1  <ö»+i  ;.=idx, 


ct!) 

2.  -w-  Cu) 

;-l  ex, 


Wir  nehmen  nun  «,  als  gegeben  an  und  bilden  das  System  vou  2h-\-2 
vollständigen  totalen  Differentialgleichungen 


4=2„  + l 

X 

4- 1 


(1  ,l-)r/xt 


v tlU*+l 

1 ÜH  + l 


r/K+1 


(3) 


*=2»+i 

X (2«  -f-  \,k)dr\  — X-iH  1 1 — ■ 

4=1  töi  + l 

4=2m -fl 

X Xt  (Lfh  — 0 

4=1 


jr  . 

*'»t  + l JJ  flttj 

cxdH+i 


*)  Nach  der  Jncobi’schcn  Bezeichnung  ist  / / das  Qnadrat  des  Ausdruckt» : 

*,(2,3  ...  2»4l)4*i(3,4  ...  2«-f  1,1)-|-  - 4*»+l(1.2  ...  2») 

**)  Die  ln  -f-  1 ersten  Gleichungen  sind  ron  Herrn  Natani  zuerst  1.  c.  §.7. 
Gl.  (20)  aufgcstcllt  worden.  Betreffs  der  dort  angewandten  Zeichen  ist  zu 
bemerken,  dass 

1 

UH+1  = A,  ",  = <p,  “i  = f*  lst- 
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2«»;, 


tu  »eichen  «,  allem  a 1?  unabhängig«-  \anuhi  tu  betrachten  is;. 

während 

1 1 1-  t »4  i 

die  abhängigen  Variablen  snu.  Lösen  wir  die  Gleirhnoeen 

(3)  nach  den  I »iflerentiaien 

«L-,  ...  1.  </iop  G.+  1 

auf.  nas.  da  />  >uu  Jvuli  »erschuneL.  ausiunrtur  kl  so  erhalten  wir 


f* ..  i cu. 

•Lri  = — — . . t„»i  i'  = l.L‘_ä<  — 1 

/t  er-. 


<4» 


' 7>  ,.a*; 


»/log  r„,i  = r._i  1 , iu>, 

,_j  Ji  ca. 


Die  2-.  -f- 1 ersten  Gleichungen  4)  i'uhnu.  zu  den  -j prt-v. öiml i,-bi-n 
nur  <11'*  J"  enthaltenden  liifiereutialplenhnngeu 


•f») 


»Ar,  : — ' cia^+1  = 


I)',j  eu, 
.=  ! D CX| 


•=] 


D,  j»-i  r«j 

~~D~  ru-, 


Wie  aus  den  Identitäten  (1 1 und  C?j  htTvon»»*bt.  sind  die  von  r„+i 
uutl  er,  freien  Integrale  ton  (3,  oder  i4  . welrhe  eben  die  Integrale 
toh  (;»)  sind,  die  2n  Grössen 


®T  ...  ft**-  »ij  H»  !*•  4 I 

gleich  Constautou  gesetzt 

Dieselben  Grössen  siud.  wie  aus  (;>)  unmittelbar  bervorgeht,  die 
S>v  Lösungen  der  partiellen  liifferentialgleiebuug 


-!,(/) 


_ £+1  Ij\.i  CM j cf  _ 


1)  fr,  cri 


I lass  die  gegebene  Funktion  «,  selbst  ein  Integral  von  .!,(/)  0 

:st,  erkennt  man  uumitt«“lbar  aus  vorstehender  Form,  wenn  man  be- 
lebtet, dass  l),k  = — Di,  ist 


Ist  ein  Integral  des  Systems  (ö)  gefunden,  so  können  wir  dafür 
nach  den  früheren  Auseinandersetzungen  «j  nehmen,  und  bilden  nun 
«las  Svstem,  welches  aus  (3)  hervorgeht,  indem  auf  der  rechten  Seite 
sl^r  2»+l  ersten  Gleieliungen  die  Grössen  resp. 


Un 

hinzu  addirt  werden. 


CU? 

+ i a. 


i/n. 


...  Gh  + 1 


Pn, 

er,«  f i 


i /«„ 


i 
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Dieses  System  enthält  die  beiden  unabhängigen  Variablen  n1 
und  besteht  nach  Elimination  der  Grössen  UH+ 1 «*,  r-a  aus  2 n — 1 
totalen  Differentialgleichungen  zwischen  den  2w-j-l  Grössen  r,  deren 
Integrale  vermöge  der  Identitäten  (I)  und  (2)  die  2n  — 1 Grössen 

“<—"»)  UjUj,....  Un  + l 

gleich  Coustanten  gesetzt,  zu  Integralen  haben. 

Seien  auf  diese  Weise  ausser  „der  gegebenen  Function  u,  succes- 
sive  die  Functionen  kj  ...  u,  gefunden,  so  erhält  mau  als  das  rte*  zu 
integrireude  System 


fcW « - x.  - rr  . . ö“i  . rr  . . *{• 


r . , — D»+j  ^ -f-  L„+i  - f/os-|-  ... 

«-M  er,  ex,  1 ' 


+ Un+ 1 


i=2«  + l ji' 

* = 1 Un  + l 


3»!  3ua  ?(tr 

L" f 1 ,/o'1  + f;«+1  a^„+1 + - + 6»  i 1 5™  . . 


*=2m+1 

Xitlxk  — 0 

*=1 

welches  nach 
aufgelöst,  giobt 


(Zar,  ...  <trgM  + i,f/log  t/„+i 


-Jh+1  Öuj  •=^+*  3«,  , 

‘=  ,=i  ~ry~  ’,+l1  + - + ,=i 
(*=  1,  2 ...  2«  + l) 

</logfj„4.i  -=  fy»n  i — fy—  o . + - 

.=1  e-'f  • 

<=2Hfl  //,.  ä«+2  fW  , 

+ L"fl  .fl  Ki*'“' 

Gemäss  den  Identitäten  (1)  und  (2)  sind  die  von  (/„41  und  den  « 
freien  Integrale  von  (6)  oder  (7)  die  2n  — r-(-l  Grössen 


«r  + l ...  ««  «i  ...  + 1 

gleich  Constanten  gesetzt  Dieselben  Functiouen  sind,  wie  aus  den 
2«-|-l  eisten  Gleichungen  (7)  hervorgeht,  die  gemeinsamen  Lösungen 
der  r simultanen  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
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Ha  m hur  ff  er:  Ueber  das  Pfnff* he  Problem 


Variablen  t»,  ...  v„  «,  ...  %).!  ausdrücken,  vermöge*  (9)  identisch 
stattfinden 


(10) 


wo 


1 o',k  du,  -=2»+i  * du,, 

Srk  = J'  £,  » &<+  ■ + i,  ^ 0,: 

-fn,»3i*1  + ...  r„|.i,»dftllf  i 

(fc  = 1,  2 ...  2« -fl) 

= f aj  -f  ....  “f  1'aM^t'H 


and  r,-,k  beliebige  Functionen  bezeichnen.  Multiplicirt  man  nun  die 
Gleichungen  (10)  der  lleihe  nach  mit  A,  A*  ...  AT.m  j 1 und  addirt,  so 
erhalt  man,  mit  Rücksicht  darauf,  dass 

*=2„|l  k= 2h+1  t=2„+2 

£ XkD’i.k  « £ (2»-f  '2,k)D'ijk  - £ (2«-f  2,*)ö'a  = 0 

*=l  i=l  *=1 

für  jedes  i,  das  von  2/t-f  2 verschieden  ist, 

.Yi6:r,-f-  ...  -j- A'2h  1 1 da-ji,  + 1 ==  Ut  (5«j  -f  ...  -f  U„  1 1 <5n„-t-i  q.  e.  d. 

Die  Beziehungen  zwischen  den  Operationen  Ap((p),  Aa(i p)  erhält 
man  aus  den  Gleichungen  (7)  in  folgender  Weise:  Es  ist 

8<p  dtp 

da  = 1 1 fcö  = Un+\Aa((p) 

für  eine  beliebige  Function  qp  der  Variablen  x.  Hieraus 
3{_U»1  iAq(<p)  | 9j  V»  | \Aa(<p)  | 

8aa  0rf(, 


also 


0 rr  3 1 r | 

UntiiAiAfiri+Aflv)  f/»Hi.leA0((p)+A»(V) 


oder 


0 loff  Um  1 1 0 loL'  1 1 

Vn\ l\A0Aa(q>)  — Aa^f{<p)\  = A/.(«p) 0«,  ^ö(<P) 


Aber  nach  der  letzten  der  Gleichungen  (7)  ist 

>'..2 

D 


0 log  {/„fi  1-2«  ( i jy,2n  4 2 

1 — = {/„  I I £ — >v  ■“  {-„  | 1 e/a 

Oßo  ,=1 


Man  hat  demnach  die  Beziehungen 


(11)  A(/Aa(q>) — An  A fiep)  — MaAv(cp) — MQAa{(p) 

wo  Ma  durch  den  tjuotieuteu  zweier  Determinanten  detinirt  ist 
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(1,1)  (l,2n+l), 


0x,  ; 


!(2,.+  l,l)...  (2»  + l,2«  + l),  ~- 

CJoh»I 

Xy  ...  Ao„  + l 0 | 


(1,1)  (l,2n  + l), 


(2,<  +1,1)...  (2n+l,2»-fl),  — Xi„  | l 
Xx  ...  A’t>,i+1  0 


Ist  v eine  Lösung  von  Ax{f)  = 0 oder,  gleich  einer  Constanten 
gesetzt,  ein  Integral  des  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 
(5),  welches  nicht  zugleich  die  Gleichung  At(f)  = 0 befriedigt,  so 
erhält  man  aus  (11)  für  g = 1,  <j  = 2 

AxA,(v)  = - Mx  At(v) 

Sei  ferner  w eine  2te  Lösuug  von  Ax(f)  = U,  die  nicht  zugleich 
Af( / j — 0 befriedigt,  dann  wird  ebenso 

AxAt(w)  *=  — MxAv('r) 

sein.  Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  ergiebt  sich 
AiOe) . AxAx(v)  — Aä(o)A,A4(.r)  = 0 


1 vM'c)/ 


Demnach  ist  - — - ein  neues  lutegral  von  Ax(f)  = 0,  oder  = 

■'»*(**7 

const.  ein  neues  Integral  des  Systems  (5).  Bedenkt  man , dass  zur 
Aufstellung  des  Ausdrucks  A.,(f)  die  Kenutniss  des  Integrals  u.2  not- 
wendig ist,  so  zeigt  der  eben  erwiesene  Satz  die  Möglichkeit,  aus  .‘i 
bekannten  Integralen  des  Systems  (5)  alle  übrigen  Integrale  durch 
blosse  Differentiation  abzuleiten. 

Ist  insbesondere  die  Function  u,  so  beschaffen,  dass  Mx  — 0 ist, 
dann  wird 

AiAt(v)  ==  0 

also  ist  bereits  As(»)  = const.  ein  neues  Integral  des  Systems  (5), 
welches  sich  demnach  schon  aus  der  Kcnntniss  zweier  Integrale  er- 
giebt. Mau  kanu  also  sagen,  dass  für  das  System  (5),  falls  «j  der 
Bedingung 


Teil  LX. 


Digitized  by  Geogle 


210 


Hamburger:  lieber  das  Pf  aff*  sehe  Problem. 


(1,1)  (l,2,i  + 1), 


I ' g! 

(2n+l,l)  ...  (2«  + l.‘2n  + l),  j,—  1 i 

a,  ...  ä+1  o ! 

genügt,  genau  der  Poisson-Jaeobi’sche  Satz  Geltung  habe. 


In  diesem  Falle  zeigt  die  letzte  der  Gleichungen  (4),  dass 
f/n+i  = const.  zu  setzen,  und  aus  der  letzten  der  Gleichungen  (7) 
folgt  daun,  dass  auch  die  welche  bei  den  aufeinander  folgenden 
Integrationen  auftreten,  der  Gleichung  M„  = 0 genügen  müssen ; die 
simultanen  Gleichungen  Aa(f)  = 0 bilden  daher  iu  diesem  Falle 
ein  Jacobi’schcs  System.  Aber  noch  eine  weitere  Vereinfachung  iu 
den  Integrationen  findet  hier  Statt,  ähnlich  derjenigen,  welche  in 
der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen,  in  denen  die  ab- 
hängige Variable  nicht  vorkommt,  sich  darbietet. 

Die  Gleichungen  (2)  nämlich,  welche  für  ■=»  c iu 


t=2n-f  1 

(12)  £ (ik)özk 

»=i 


ÜH) 

xil  är, 


woraus  «,,fi  verschwunden  ist,  übergehen,  liefern  als  rtes  System, 
nachdem  u»  ...  ur  gefunden  sind,  die  Gleichungen 

^ — 2tt  1 (jll  r)i/_ 

(13)  £ {ik)dxk  *=*  « tl  Ut  +-  ...  -f-  k tlUr 

i=i  an  cn 

(«“  1,  2...  2«+l) 

welche  hier  ausreicheu,  da  die  im  allgemeinen  Falle  noch  hinzukom- 
mende Gleichung 

dar,  +-  ...  + Aa„  |-i  j i — 0 

vermöge  der  Gleichungen  M0  — 0 eine  Folge  von  den  obigen  ist. 

Nehmen  wir  r — 1,  so  folgt  aus  (12),  dass  das  erste  System  die 
2n—l  von  L\  freien  Integrale  Ut ...  Un-i  «,  ...  «„  hat,  da  aber  das- 
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selbe  nach  Elimination  von  db\  aus  2n  Gleichungen  besteht,  so  muss 
eine  Gleichung  eine  Folge  der  übrigen  sein.  Fun  verschwindet  bereits 
die  Determinante  l)  der  (<  k),  es  muss  also,  wenn  wir  auuehmen,  dass 
die  Unterdeterminante  Ih»  1 1,2«  1 1 nicht  verschwindet,  als  Folge  von 


Mx  = 0 

(1,1) 

(1,2«) 

Si^L 

8rt 

114) 

(2s, 1)  . 

i 

(2«,  2») 

8tt1 

er  2w 

— 0 

| (2» + 1,D  • 

..  (2«+l,2«+l) 

CU, 

VS2n  41 

sein,  und  ebenso  alsdann  in  Folge  von  A/„ 
finden,  die  ans  (1-1)  durch  die  Substitution 

= 0 die  Gleichung  statt- 
von  «0  für  k,  hervorgeht. 

Es  reducirt  sich  sonach  schon  das  erste  System  auf  2«  Gleichungen, 
oder  nach  Elimination  von  dUt  auf  2«  — 1 Gleichungen.  Ferner  hat 
nun  nur  » — 1 statt  « Systeme  zu  integriren;  denn  nachdem 
»j  a*  gefunden  sind,  ergiebt  sich  «„4  1 durch  blosse  Quadratur 

»‘«4 1 = - f A’j  f/-r,  + ...  + A2»  g </s2»  1 1 

in  der  Voraussetzung,  dass  unter  dem  Integralzeichen,  vermöge  der 
Gleichungen 

U,  = C,  ...  Un  =»  Cm 

» der  x durch  die  übrigen  ausgedrückt,  uud  nach  erfolgter  Integra- 
tion, für  c j ...  r„  die  bezüglichen  Functionen  « restituirt  werden. 

Zum  Schluss  lassen  wir  noch  eine  Anwendung  des  Vorhergehen- 
den auf  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

...  x„px  ...  ;>«)  — a 

folgen,  wo  pk  — r— 

CXk 

Die  Aufgabe  ist  identisch  mit  der  Transformation 

(15)  di  — px  dx, — p,drs — ...  — pMix„  = Ux  du,  -f-  ...  -|-  d«, 

unter  der  Voraussetzung,  dass  u,  die  gegebene  Function  er  sei.  Die 
tileichuug  (15)  stimmt  mit  der  Gleichung  (1)  überein,  wenn  man  statt 
x, ...  72m  1 1 der  lteihe  nach  xx  ...  rH  px  ...  pn,  z und  ferner 

14* 
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// am  bury er : Veber  rin*  Pf  aff*  sehe  Problem. 


VI 


setzt. 


Die  Identitäten  (2)  werden  = a,  j 

5 Uf 

2 -r.—  ÖU). 

;-i  oxi 


, d(/n+l  . _.  Btt).  /— »+L  J U) 

— d«,  = — p,  — b„  I 1 2.  X — da;  — 2 -s— 

L»+l  1=1«(  /.-l  &r.' 

(t  « 1 2 ...  n) 

Bu)  I 1 0 

(16)  <5  Ti—  lin  1 1 X x—  da;. — 2 du* 

A=i  °r<  ).=i  °P‘ 

(i  = 1,  2 ...  n) 

, ;="  *="+l8L> 

Ü=  ,. f-t/H+i  2 ~-da;.  — 2 -g—  dm 

t n f l r 1 cz  a=i  dz 


erste  System 

0U, 

da, , 


Hiernach  lautet  das  c 

dU„z\  cu, 

dpi  — p,  — f'nf  1 X </a,, 

«-«fl  cj-,  ” 

rf  U,  1 1 1 öüj 

0 ■=  + fn-fl  da,.  dz  — p,  dx, — ...  —p„du, 

üst  giebt 

0«i 

' -~  d« u 


) 17  ^ 

«SP/*3  ÜH+l 

0 “ ~üf+l  fJ"+1  d=  da''  ,lz~Pi  ,U1  ~ 
welches  aufgelöst  giebt 

(du,  Bu,\  , ,r  Ö«j 

dpi  = — L»-|  1 g-  j '/«1,  rtc,  - Ufl 

<**  = i/*+i  ( Pt  I“1 4-  - 


0*) 


drj 

01lj 

dpi 


du, 

U+i  ==  Cu+i  0~ 

lleichungen  führen  auf  das  bekannte  Sy 

#/*  //«. 


Die  2«  -(- 1 ersten  Gleichungen 

dz  — dp, 

du,  ~ du,  8«, 

' - +7”‘  dp,,  dx,  + 07 


dx«  dz 

S*t,  du,  du,  _ 

dp„  ' ■“  ' dp,,  dx , 


dessen  Lösungen  nach  (16)  die  Grössen 


«a  ...  aH  «1  ...  «Hfl 


•)  V«1-  N.  §.  13  Gl.  (28). 
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gleich  ('«instanten  gesetzt  sind.  Dieselben  Functionen  sind  die  Inte- 
grale der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 


. , ,,  ( Cf  Cf\  , Cu,  / of  . of\ 

A'(f)  ~ dp,  VÄi  + * 8z,)  + - + 8pH  lg7„  + P*  8z ) 

\0aj  Pl  cz  ) cp,  ‘ " \Öjt„  7>"  Sz  ) 8j>h 
Das  rte  System,  nachdem  «,  ...  «r  gefunden  sind,  lautet: 

dpi  - - Unix  £ + Pi  'lax 


i = 1,  2 ...  » 


^-r  dux 

dr,=  D«  fi  2 « da,. 

A=1  °P> 

(17)  <lz=  p,ilx j-f-  ...  -\-pH<ltH 

rflog  t/H-f l = — D»J1  2 da x 

A=i  oz 

und  die  entsprechenden  simultanen  Gleichungen 
(IS)  A,{f)  = 0 A,(f)  - 0 ...  Ar(f)  - 0 

wo 

A*(n  ” S (s'i; + 7>i  sO  + - + (£ + PHö 

Pf  /”P«p  P«»\  P/  /Pup  . ?np\ 

Cp,  Vor,  7,1  dz  ) Py>„  \Px„  ’’  7>"  0»  / 

Ihre  gemeinsamen  Lösungen  sind 

Or)l  ...  «»,  l»i  ...  «K+l 

Für  die  Beziehungen  der  A(<p)  hat  man  ans  (17) 

dtp  dqr 

dif  = UM,lA(c(<p)  g—  = f/«fl^,(<J>) 

und  hieraus  wie  oben 

l»  1 1{  Aq — AaAq{tp) ) faa  At(ip) 

Nach  der  letzten  der  Gleichungen  (17)  ist  aber 


P log  Di.fi 
dax 


,r 

- UH f,  e-- 


Wir  haben  demnach 


Clip  dtin 

AeAa(<p)—A*Ae(ip)  = -«  Aa(rp)  — g_  ^p(«p) 
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llamburyer:  Ueber  das  Pf  aß"  sehe  Problem. 


Die  Systeme  (18)  bilden  also  nur  dann  ein  Jacobi’sches  System,  wenn 
die  k von  z frei  sind,  was  bekanntlich  stets  statttindet , wenn  die  ge- 
gebene Function  der  partiellen  Differentialgleichung  »,  von  z unab- 
hängig ist*). 

Wie  der  allgemeine  Fall  einer  ungeraden  Anzahl  der  x lässt  sieh 
jeder  „indeterminirte  Fall  des  Pfaff’schen  Problems“  nach  Clebseh’s 
Bezeichnung  behandeln.  Er  ist  dadurch  charaktcrisirt,  dass  das  erste 
Pfaff’sche  System  nicht  auflösbar  ist.  Indem  wir  hierauf  nicht  näher 
eiugchen,  bemerken  wir  nur  noch,  dass  die  erste  Methode**),  welche 
Clcbsch  für  diesen  Fall  gegeben  hat,  genau  betrachtet,  nicht  die 
Lösung,  sondern  die  Zurückführung  des  vorliegenden  Problems  auf 
das  Problem  der  Integration  einer  beliebigen  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  angiebt. 

Berlin,  December  1876. 

•)  Vgl.  Mayer,  Ueber  die  Weiler’eche  Integrationsmethode  etc.  Math. 
Ann.  Bd.  IX  p.  370  und  N.  §.  13. 

**)  C.  I p.  222  ff. 
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XIX. 

Miscellen. 


l. 

Analoge  Eigenschaften  der  ebenen  und  sphärischen  Parabel. 

Dureh  die  Betrachtung  der  Projectionen  der  regelmässigeu  Körper 
wurde  ich  xufällig  auf  folgenden  mir  bis  dahin  unbekannten  Satz 
geführt: 

„In  einem  beliebigen  Punkt  P einer  Parabel  ist  die  Tangente  p 
und  eine  Parallele  PO  zur  Axe  gezogen.  Zieht  mau  durch  einen 
veränderlichen  Punkt  A der  Parabel  deu  Durchmesser  Al 'i,  welcher 
P in  B schneidet,  ferner  mit  p eine  Parallele  AC,  welche  PO  in  C 
schneidet , und  wird  die  Parabel  durch  die  Verbindungslinie  von  B 
und  C in  D und  K geschnitten,  so  wird  die  Strecke  BC  durch  D 
und  K innerlich  uud  äusserlich  im  Verhältuiss  des  sog.  goldenen 
Schnittes  geteilt.“ 

Obgleich  ich  kaum  glauben  kann,  dass  dieser  äusserst  inter- 
essante Satz  neu  sei , so  habe  ich  ihn  dennoch  in  keiner  der  mir  be- 
kannten Sammlungen  von  Lehrsätzen  über  die  Kegelschnitte  gefunden 
und  ich  glaube  deshalb  annehmcu  zu  dürfen,  dass  der  genannte  Satz 
wenigstens  nicht  sehr  bekannt  ist. 

Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  merkwürdiger  Weise  auch 
für  die  sphärische  Parabel  ein  ähnlicher  Satz  statttiudet. 

Es  seien  nämlich  S und  <S,  die  Scheitel  der  grossen  Axe  einer 
sphärischen  Parabel,  so  dass  also 

SSt  = 2* 
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der  in  einem  beliebigen  Punkt  V berührende  Grosskreis  p schneide 
den  in  S1  berührenden  Grosskreis  in  <1  Durch  den  veränderlichen 
Punkt  A seien  gezogen  die  Grosskreise  S^AB  und  QAC.  Der  Gross- 
kreis BC  schneide  die  Parabel  in  D und  K.  Dann  ist 

sin  BD  _ sin  DC  sin  CE  _ sin  EB _ V 5 -{-1 

cos  BS  ' cos  CS  cos  CS ' cos  BS  ~~  cous  ' 2 

Ich  füge  noch  hinzu,  dass  beide  Sätze  sich  auch  auf  die  allge- 
meinen ebenen  und  sphärischen  Kegelschnitte  ausdehnen  lassen. 

Stuttgart,  den  30.  .November  1876. 

R.  Mehmke,  Polytechniker. 


2. 

Heber  rationale  Wurzeln  kubischer  Gleichungen  in  rationaler  Gestalt. 

Nachstehende  Notiz  verfolgt  nur  den  pädagogischen  Zweck  der 
Aufstellung  kubischer  Gleichungen,  deren  rationale  Wurzeln  mittels 
der  cardanischen  Formel  auch  in  rationaler  Gestalt  erscheinen. 

Hat  nämlich  eine  kubische  Gleichung  nur  eine  reelle  Wurzel,  so 
wird  dieselbe,  wenn  sie  auch  rational  ist,  durch  die  cardanische  For- 
mel gewöhnlich  doch  in  irrationaler  Gestalt  geliefert.  Daher  geben 
die  gebräuchlichsten  algebraischen  Aufgabensammlungen  nur  wenige 
solche  Gleichungen,  welche  durch  diese  Formel  ihre  befriedigende 
Lösung  finden.  Der  Grund  obiger  Erscheinung  liegt  in  dem  Um- 
stande, dass  es  nicht  gelingt,  ähnlich  wie  Ya  + y //,  so  auch 
.*  

Ya  y V B in  strenger  Weise  auf  die  Form  p~f  \'q  zu  bringen.  Ein 
Versuch  dieses  Ziel  zu  erreichen,  würde  immer  nur  wieder  auf  eine 
neue  kubische  Gleichung  führen, 

Beispiel  sc3 -f- 15a:  = 72,  wo  x = 3;  durch  directe  Auflösung 

» i 

x = Y 36  -J-V  142i  -f-  V 36  — V 1421, 
wobei  man  nur  auf  tatonnireudem  Wege  tiudet 

*-  ^($+  iV29)*+V(5  — |V29)*  = 3. 

In  solchen  Fällen  bleibt  dann  nichts  übrig  als  (iucorrecte,  weil  dop- 
pelte) Wurzelauszicbung,  Reihenentwickelung  oder  Anwendung  gonio- 
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metrischer  Functionen.  Dagegen  lässt  sich  die  Frage  stellen  und 
beantworten,  oh  und  wie  man  kubische  Gleichungen  linden  kann,  deren 
rationale  Wurzeln  auch  iu  rationaler  Gestalt  erscheinen. 

Aus 

x3-)-3«x  = 24 

wo  4- «3  > 0 vorausgesetzt  wird,  ergiebt  sich 


x = 1 4-}~  V4s-j-«3-|-  etc. 

Mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Form  der  pythagoräischen  Zahlen 
setzen  wir  zunächst 

4 = /)*  — q*,  a 3 — 4 

also 

3 

a = V4pV» 

Damit  nun  a ratioual  werde,  machen  wir  ferner 


p = T» 


V » 

fl  “ V 


nnd  erhalten  so: 
und 


rfcS w3 


3 * 

|/tn3 — ji3  t //t3  — J—  nJ  , |/m3 — ji3  m3-f-»'1' 

” V — i * 2 ' V 2 2 ~ 


— - m- — »». 


Iu  der  Tat  ist  m — « die  reelle  Wurzel  der  Gleichung 
x3-j-3mnx  = m3 — n3, 


die  anderen  (imag.)  Wurzeln  sind 


in  — « m-f-»  . 

•—5—  ±— 5— 


Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch  auf  folgendem  Wege: 
Es  sei  m— n die  reelle  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung,  so  müssen 
die  beiden  anderen  die  Form  haben  ms — nt*  und  ms 3 — ns.  wo 

s und  = — ü JV  3. i. 

Die  Function  x3-f-3nx  — 24  ist  daher  äquivalent  mit 

(x  — m-(-  n)  (x2-j-(m  — n)x  -|-  m*  -f-  mn  -|-  n2), 

woraus  durch  Vergleichung  der  Coefticicnten  von  x und  x°  sofort 
m3 — n* 

resultirt  a — mn,  b = 

Eine  kubische  Gleichung  mit  einer  reellen,  rationalen 
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Wurzel  und  rationaler  cardanischeu  Form  muss  also  die 
Form  haben 

x1  'Smnx  = m3  — n3. 

Berlin.  Ed.  Liebrecbt. 


3. 


Variation  der  Hauptträglieitsaxen. 

Der  Schwcrpuukt  eines  Körpers  von  der  Masse  m sei  Anfangs- 
punkt, seiue  Ilauptträgheitsaxeu  Axen  der  x-ly1zl,  seine  Hauptträg- 
heitsmomente 

-d=/(y i* +*!*)?»»;  B = /W+ a-j *)£»«;  <?  = /(* ■1*-|-y1*)3» 

Zur  Masse  m komme  nun  eine  unendlich  kleine  Masse  t hinzu,  die 
beliebig  in  einem  endlichen  Räume  oder  auch  in  einem  Punkte  ent- 
halten sei.  Die  Coordiunten  des  Schwerpunkts  von  c seien  I,  rj,  £, 
die  Trägheitsmomente  von  t in  Bezug  auf  die  Axen  der  a-j,  y1? 
welche  proportional  t verschwinden, 

^« -/<»»*+ V>3»;  **« -/(*!*+*■  c"«.«/(*I*+#l,)a* 

ferner  sei 

ö'<  = — /jrx ?£ ; L'r  = — / z,  *,  de ; F'*  <=  — /a-,  y,  ß« 

Die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  der  vereinigten  Masse  m- j-t  sind 
daun,  wenn  wir  alle  mit  hohem  Potenzen  von  t mültiplicirteu  Tenne 
jedesmal  weglasseu. 

£-*  * L*  (1) 

/»  7/t  /// 

Legt  man  nun  durch  diesen  Schwerpunkt  die  Axen  der  in 

gleicher  Richtung  mit  den  vorigen,  so  sind  die  Trägheitsmomente  von 
in  Bezug  auf  diese  Axen 

fW +***)?("*  + *)  = — „7)  + (2i  — i 

= "*+{(?) +(») ! m+A'c 
oder,  da  die  Terme  2.  Ordnung  Wegfällen, 
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= A-\-A't 

/(V+V)3(»*-f  *>  - U + li't 

/(***+ VW»»+*)  - C-\-C't 
Ebenso  erhält  mau  auch  die  Integralwerte 

— = D'  f;  — /3j3-,0(»n  + r)  = E't\ 

— / x2iv,0(m  « ) = E"f 

Vermittelst  vorstehender  Grössen  werden  bekauntermassen  die  Rich- 
tungseosinus  a , A',  c’  einer  Hauptträghoitsaxc  in  3 Gleichungen  be- 
stimmt. Bezeichnet  J das  Trägheitsmoment  für  diese  Axe,  so  lauten 
dieselben : 

(A  -f  A't  — J)a+  F'tb'-\-  E t c'  = U \ 
(F'ta'+(B+B[t—J)b'+D'tc’'~0  J (2) 

B'ta'-f  D'ri'-I-  (C’+  C'*  - ./)c'  = 0 ) 


woraus  nach  Elimination  von 
| A + A't  — ./ 

a\  b',  c': 
F't 

E't 

F't 

B+B't  — J 

D't 

0 

E’i 

D't 

C+C't—J 

das  ist  mit  Weglassung  der  Terme  2.  Ordnung: 

(A-t-A’r—  J)(B  + B't  — J)(C+C'i  — J)  = 0 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  nach  ./  aufgelöst  sind  die  Hauptträg- 
heitsmomeute  A-\-dA,  B -\~öß,  C-\-iC  von  w + r.  Folglich  sind  die 
Variationen  der  Hauptträgheitsmomeute  entsprechend  einer  uuendlich- 
klcinen  Massenzunabme: 

öA  = A't-,  <5#  — ß'c-  bC=C'(  (3) 

Sie  bestehen  mithin  in  den  blossen  Trägheitsmomenten  des  Massen- 
zn wae.hses,  und  weder  die  Verrückung  des  Schwerpunkts  noch  die 
Richtungsänderung  der  Axen  hat  darauf  einen  Einfluss  in  1.  Ordnung. 

Setzt  man  in  den  Gl.  (2)  für  J seinen  ersten  Wert  A-j-A't , so 
werden  sie: 

F'tb'-j-E’tc  = 0 

F’ta'-\-\B  - A-{-(B'— A')t  \b'+  D'tc'  = 0 
E’ta'+D'tb'+lC—  A + (C'-A')«}c'  = 0 

Sind,  wie  wir  annehmen  müssen,  A,  B,  C ungleich,  so  variiren  die 
Axenrichtungeu  stetig;  daher  sind  A',  c unendlich  klein  und  <*'=>  1. 
Hiermit  fällt  die  erste  Gleichung  weg,  die  andern  geben: 
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— C — A)c  — 0 

uml  uach  Analogin  lautet  das  System  der  Riehtungscosiuus  der  ver- 
äudcrteu  Hauptträgheitsaxen : 

1 


F't 

A—B 


E't 


F't 

A—B 

E't 

C—A 


1 

n'e 

B — C 


C—A 

D't 
B—  C 

1 


Nimmt  man  jetzt  ein  beliebiges  festes  Axensystem  der  xys  an, 
und  ist  die  Lage  des  Systems  der  sx  >jl  zx  bestimmt  dureb  die,  Re- 
lationen 

* = *0+a3-l+*i'l  + C2l 

v — yo+<Vi+*iy,+‘f>*i 

* = *o + <Vi  + b2yt  + 

so  sind  die  Riehtuugseosinus  der  ursprünglichen  xx  Axc  gegen  die  x, 
y,  z — a,  «j,  «a,  die  der  veränderten 

= aa bb' cc' , Oja’-j-  ÄjA'-J-Cjc’,  ‘V*’-|-ÄsA,-|-c2e, 

folglich,  da  a'=  1,  die  Variation  der  erstem 

da  =*  bb'-\-oc'x  6at  — Aji’-f-Cjc’;  da2  — bjb  -j-CjC 

woraus : 

bda  -f-  bx  daj  -j- A»  da»  = b' 

Bezeichnen  also  die  '!  Grössen 

c 6b  -f-  c,  d/i,  -(-  c»  dA2 

a 6c  -(-  «,  de,  -f-  a2  dc2 

b da— (—  bx  da,  -j-  />2dn2 
r e 

die  Componcntcn  der  momentanen  Rotatiousgeschwindigkeit 
um  die  momentane  Rotatiousaxe,  deren  Riclituugseosinus  dann 


Vj>MV-4-r*  VpM-gH-r*  y'p*+q%-\-r 

) 

sind,  so  lindet  man  zunächst  den  Wert: 
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b'  P' 
r “ t — .1  — B 

Nach  Analogie  ist  also 

D'  _ E'  F' 

r ~ B—C'  5 = C — A’  r A — Ä 


(4) 


und  hieraas  ergobeu  sich  mittelst  der  bekannten  Relationen 


da  6b  äc 


f 

— br—cq; 

— = cp — ar : — 

£ 1 ’ £ 

■ — ««• 

— 

da, 

*=  — <*1*1; 

de,  ^ 

•* 

f =<'iP—  <hr\ 

f 

«i9- 

-A,p 

da* 

dca 

-4S;) 

e 

= V— <vzi 

— = c%p—<hr\ 

f 

die  Variationen  der  Richtuugscosinus  der  llaupitriigbeitsaxeu. 

Aas  den  Gl.  (4)  folgt  noch  die  von  den  ursprünglichen  Haupt- 
iragheitsniomcutcn  ganz,  unabhängige  Relation: 


n’  , e , f 
— h - - = 0 

P 9 r 

Die  Variationen  der  Coordinaten  des  Schwerpunkt  sind  aus  (1) 
bekannt  und  lauten  nach  Reduction  auf  das  System  der  xyz: 


6r0  = (a$  + i>/-|-cj)  - 

* * f 


die  der  Hauptträgheitsmomeute  bleiben 


dA  *=  Ar,  &B  — B r,  öC  = C"t  (3) 


R.  Hoppe. 


Digitized  by  Google 


222 


hfisctllrn 


4. 


Axeneonstruetlon  der  Ellipse,  als  Lissajous'scher 
Schwingungseurve. 

Bekanntlich  kaun  inan  die  Positionen  eines  geradlinig  schwin- 
genden Punktes  durch  Projection  der  entsprechenden  Stellungen  eines 
Punktes,  der  in  gleichförmiger  Bewegung  einen  Kreis  mit  dem  Halb- 
messer gleich  der  Amplitude  beschreibt,  finden. 

Wirken  auf  einen  materiellen  Punkt  unter  irgend  einem  Winkel 
zwei  Anregungen  zu  Schwingungen,  so  dass  die  zweite  erst  nach  } 
Sehwiugungsdauer  der  ersten  erfolgt,  so  ist  für  gleiche  Schwingungs- 
dauer bei  beiden  Schwingungen  die  result.irende  Bahn  des  Punktes 
eine  Ellipse,  deren  conjugirte  Durchmesser  die  beiden  Amplituden 
der  zwei  einfachen  Schwingungen  sir.d. 

Nach  dieser  Auffassung  construirt  man  sich  in  augedeuteter  Weise 
die  Wege,  welche  der  Punkt  in  Folge  jeder  der  beiden  Anregungen 
zurücklegen  würde  und  setzt  die  gleichen  Zeiten  entsprechenden  Wege 
nach  den  Gesetzen  des  Geschwindigkeitsparallelogrammes  zusammen 
und  findet  die  Ellipse:  Fig.  1. 

Wenn  der  Schwingung  des  Punktes  von  A nach  p (Fig.  1.)  ein 
Kreisbogen  in  gleichförmiger  Bewegung  AC,  zu  dem  ein  Winkel  tr 
gehöre,  entspricht,  so  ist  für  OA  = a,  OB  = B 


Op  — x — a cos  <p 

Zu  der  compouentalen  Bewegung  von  O nach  q gehört  der  Bogen  ED 
entsprechend  dem  Winkel  (<p);  daher  entspricht  dem  Bogen  BD  der 
Winkel  (90°  — <p)  und  es  ist 

Oq  — y — I sin  cp. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  folgt  sofort 


xl^y- 

~r  h 


1. 


Die  Gleichung  der  Ellipse  bezogen  auf  die  conjugirten  Durchmesser 
AA'  und  DIS’. 

Gehen  die  beiden  Durchmesser  in  die  Axen  über,  so  stehen  sie 
senkrecht  aufeinander,  und  die  angeführte  Ellipsenconstructiou  ge- 
staltet sich  zu  der  bekannten  Construction  mittels  zweier  Kreise  über 
die  grosse  und  kleine  Axe. 

Die  Construction  wird  noch  einfacher,  wenn  man  bemerkt,  dass 
die  Geraden  DA,  pq , r*  etc.  parallel  würden. 
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Daran  schliesst  sich  nun  die  Auffindung  der  Axen  eng  an. 

Man  sucht  einen  Punkt  der  Ellipse,  der  vom  Mittelpunkt  am 
weitesten  entfernt  ist;  dies  ist  der  Endpunkt  der  grossen  Axen.  Ist 
zu  dem  Ende  OP  = p und  Wkl.  AOJi  = »r.  so  wird: 

p*  = *:(-|-y!-|-2i‘yCOS:r 

= a2coss(p  -j-*1 8in4qp  '2aii  sin  <p . cos  <p . cos »• 

■=  «i*  cos^qp  -f-  As  sina<3P  — |—  «A  siu  2-p . cos«- 


Aus  der  Bedingung  für  ein  Maximum  von  p,  nämlich 
folgt  nun 


,lA 

dtp 


0 


tg  '2<r 


COS  ir 

ä*  — b* 


Die  Construction  dieses  Ausdruckes  gibt  nun  die  Tangente  des  dop- 
pelten Winkels  f> , für  welchen  p ein  Maximum,  d.  h.  dio  grosse 
Axe  wird. 


Nun  ist  Fig.  2. 

OJ  =>  b cos  w 

a*  =»  AD  KO  und  — Al' LG 

«»  — b*  = OGLEDKO 


Wird  nun  EH  parallel  (ID  gezogen,  so  folgt  aus  der  Aehnlichkcit  der 
Dreiecke  AHE  und  AGD , dass  Fläche  LE  Ml'  — MG.  GH  ist. 


Demnach 


und 

folglich 


<,*—  b*  = OK.  OH  = a.  OH 


2 ab  COS  ir  — a . 2 0.1 


, 2 OJ  HN 

tg  ‘-tp  olJ  — OH 


die  weitere  Construction  ergibt  sich  von  selbst.  Man  setze  nur  die 
den  Winkel  <p  entsprechenden  Elongationen  auf  den  beiden  Durch- 
messern durch  das  Parallelogramm  zusammen,  so  erhält  man  durch 
dessen  Diagonale  Richtung  und  Endpunkt  der  grossen  Axe. 


Um  diese  auch  für  die  kleine  Axe  zu  linden,  hat  man  nur  die 
Lage  des  schwingenden  Punktes  nach  [Schwingungsdauer  zu  be- 
stimmen. 


Bemerkt  man  noch,  dass  mau  statt  der  Verticalcn  AD  auch  ebenso 
eine  Parallele  mit  liU'  anwenden  kaun,  so  gestaltet  sich  die  Ges&mmt- 
constrnction  wie  die  Figur  (3)  zeigt. 

II.  Jauuscbke. 
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5. 

Eine  Schfflleraufgabe. 

Boi  der  Lösuug  der  Aufgabe:  „Ein  Dreieck  zu  construireu,  wenn 
eine  Seite,  und  der  ihr  gegenüberliegende  Winkel  und  die  Summe 
der  beiden  anderen  Seiten  gegeben  ist“;  erhält  man  auf  synthetischem 
Wege  2 Dreiecke. 

Meines  Wissens  existirt  nun  kein  Beweis,  dass  die  beiden  ent- 
stehenden Dreiecke  congrueut  sind.  Prof.  Schenk  (Einige  Aufgaben 
über  Anwendung  der  Algebra  und  Trigonometrie  zur  Lösuug  und 
Coustruction  geometrischer  Aufgaben  für  die  Schüler  der  oberen 
Classen  an  Gymnasien  und  Realschulen.  Sep.  Abdr.  a.  d.  Jahres* 
ber.  d.  Olmützer  Gymn.  Wien,  Gerold’s  Sohn  1S69)  giebt  die  For- 

rp  qp  er 

mel:  x = «.cos^y  und  y — «.sin2.,,  wo  sing;  = y(*-j-o)(* — n)  :scos.5 

A £k  J* 

ist.  Nach  diesen  Formeln  nun  gebe  es  nur  ein  Dreieck;  entstehen 
nun  2,  so  kann  inan  noch  nicht  a priori  schliesseu,  dass  dieselben 
congrucnt  sein  müssen. 

Die  Cougrueuz  zu  beweisen,  würde  eine  passende  Uebungsauf- 
gabe  sein. 

Wien.  Franz  Lukas. 
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XX. 

Ueber  den  Durchgang  des  elektrischen  Stroms 
durch  eine  Kugelcalotte. 


Von 

Wilhelm  Wolf 

in 


E i n 1 e i t u n g. 

Führt  man  einen  constanten,  elektrischen  Strom  durch  irgend 
eine,  etwa  aus  Metall  gefertigte,  leitende  Flüche,  so  wird  sich  die 
Elektricitat  in  derselben  auf  bestimmte  Weise  verteilen,  und  ein 
Strömungszustand  cintrcten,  der  nach  einiger  Zeit  stationär  sein  wird. 
Dieser  stationäre  Strömungszustand  lässt  sich  für  jede  Stelle  der 
leitenden  Fläche  angeben,  sobald  die  an  jener  Stelle  herrschende 
sogenannte  „elektrische  Spannung“  (das  elektrische  Potential)  bekannt 
ist.  Es  handelt  sich  demgemäss  bei  allen  derartigen  Problemen  um 
die  Bestimmung  der  elektrischen  Spauuung  für  alle  Stellen  des  durck- 
ströinten  Leiters. 

Um  diese  Spannung  zu  finden,  werden  wir  zunächst  nach  Kircht 
hoflTs  Vorgänge  eine  Spannung  supponiren  und  von  dieser  rückwärts 
auf  ihre  Bedingungen  scblicsson  oder  deutlicher:  wir  werden  aus  einer 
supponirten  Spauuung  Resultate  zu  gewinnen  suchen,  die  sich  mit  dem 
in  Wirklichkeit  Gegebenen  leicht  vergleichen  lassen,  und  durch  diesen 
Vergleich  die  Mittel  zu  erhalten  uns  bestreben  die  vorerst  tingirte 
Spannung  zu  bestimmen. 

Diesen  Grundgedanken  verfolgend  wird  es  in  der  Tat  gelingen 
(wenigstens  in  speciellen  Fällen)  zum  gewünschten  Ziele  zu  gelangen. 
Es  bedarf  hierzu  nur  eines  einzigen,  von  Kirchhotf  (PoggeudorlTs 
Annalen  für  Physik  uud  Chemie,  Bd.  G4.)  abgeleiteten  Satzes.  Der- 
selbe lautet: 

T«il  LZ.  15 
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„Ist  U die  an  irgend  einer  Stelle  einer  durchströmten  Fläche 
herrschende  Spannung,  < U ein  au  derselben  Stelle  genommenes  Bogen- 
element, n dessen  Normale,  ferner  x die  Leitungsfähigkeit,  t die 
uneudlich  kleine  Dicke  dieser  Fläche,  so  wird  die  während  der  Zeit 
clt  durch  den  Querschnitt  tds  strömende  Elektricitätsmcnge  durch  die 
Formel  dargestellt: 

dU 

1)  M = — *£  £-.tlsdt.u 

Wie  schon  erwähnt  ist  man  die  vermittelst  dieser  Formel  zu 
findenden  Bedingungen  allgemein  zu  erfüllen  nicht  im  Stande.  Wir 
werden  uns  daher  im  Folgenden  auf  die  Kugeloberiiäche  beschränken. 


I.  Hauptabschnitt. 

Lösung  des  Ströinungsproblems  für  die  gewöhnliche, 
von  einem  Kreise  begrenzte  Calotte. 


A)  Beliebig  viele  Zuleitungsstellen. 

1)  Ableitung  der  Bedingungen,  welche  das  elektrische 
Potential  zu  erfüllen  hat. 

Um  zu  den  Bedingungen  hinzugelangen,  denen  das  Potential  zu 
genügen  hat,  wenn  an  beliebig  vielen  Zuleitungsstelleu  o, , <va,  . . ., 
ein  Strom  durch  die  Calotte  geleitet  wird,  schlagen  wir  folgenden 
Weg  ein.  Wir  berechnen  zunächst  den  Gewinn  an  elektrischer  Materie, 
den  irgend  ein  Flächenelement  der  Calotte  während  der  Zeit  dt 
erfährt. 


Hierzu  führen  wir  die  bei  der  Kugel  gebräuchlichen  Coordinaten 
der  Parallel-  und  Meridiankreise  ein,  so  dass  ein  beliebiges  Fläeheu- 
element  AliCD  naturgemäss  von  den  Parallelkreiscn  9,  9-j-d9 
und  den  Meridianen  <p,  tp  -j-  dtp  begrenzt  wird. 


Nach  uuserm  allgemeinen  Satze  ist  die  durch  die  Seite  AB 
fliesseude  Elektricität 


dU 

M — — nt~rfz.Ali.flt 
AL) 


oder  weil,  wenn  g der  Radius  der  Kugel 

AD  = gsinfF  <ltp,  AB  = g.dO 


ist,  so  wird  gegenwärtig: 
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M = — xt 


1 

sinO 


dU  „ 

„ .d&.dt 
erp 


Lässt  man  hierin  <gp  — f-r/qc>  an  die  Stelle  von  <p  treten,  so  resnltirt 
offenbar  die  Menge  M’  der  durch  CD  wieder  fortflicssenden  Kiek* 
tricität.  Uuter  gleichzeitiger  Benutzung  des  Taylor’schen  Satzes  er- 
hält man  demgemäss  mit  Beschränkung  auf  Glieder  2t er  Ordnung: 


M'  = — XE 


1 f dC7  */g>  B*U 
sin  & I dtp  1 Pg'2  ' 


\ 


d»dt 


Es  folgt  mithin  sehr  einfach: 

o)  M — M'  «=  xe  . — - - k dfhlw dt 

sm®  e <p- 


In  ganz  analoger  Weise  folgt  für  die  Differenz  der  durch  AD  und 
JJC  strömenden  Elektricität : 


ß)  N—  A" 


XE. >5„ ,d9  dtp  dt 


Nennen  wir  jetzt  G den  Gesammtgewinn,  den  das  Flächenelement 
AliCD  während  der  Zeit  dt  erfahrt,  so  ist  offenbar: 

G = ( Af—  M')  + ( N — zV ') 


oder  nach  n)  uud  ß): 


y)  o 


xt 


f! 


i 

sin® 


d*U\ 
Pep*  I 


ddtlcp  dt 


Gegenwärtig  führen  wir  die  wichtige  Abkürzung  ein: 

, 1 S / . SU\ 

2)  dU  = -p.  ■ ( sin».  „ ,,  )• 

sin®  c?®\  r®/ 


sin*® 


d*U 

icp- 


so  dass  wir  statt  y)  schreiben  können: 


y')  G — —j  . dL'(</2sin®  d&d<p)dt 

Dieser  Gesammtgewinn  nun  wird  bei  eingetretenem  stationären 
Strömungszustande  für  alle  Flächenclemente  ausserhalb  der  Zuleitungs- 
stellen offenbar  gleich  Null  sein  müssen.  Hieraus  folgt  nach  y'), 
wenn  Jf'  die  nach  Abscheidung  der  Elektrodenstellen 
«j,  . . . von  der  Calottc  übrig  bleibende  Fläche  ist: 

3)  SU  = 0 auf  Ä' 

Innerhalb  der  Zuleituugsstellen  hingegen  muss  dieser  Gewinn  für 

15* 
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jedes  Flächenelement  gleich  der  durch  eben  dieses  Flächeuelement 
von  den  Elektroden  zu-  oder  fortgeführten  Elektricitätsmenge  sein. 
Nennen  wir  daher 

Jk  die  Stromstärke  in  et 

so  muss  für  jede  Zuleitungsstelle  e*  die  Gleichung  erfüllt  sein: 

X£ 

-f  .eit  ff  ÖU  (g~  el&  e/cc)  = Jkclt 

0 ak 

wo  die  Integration  links  über  alle  Flächenclomeute  von  n*  zu  er- 
strecken ist.  Setzen  wir  «*  als  klein  voraus,  so  wird  Sü  im  Bereiche 
von  ejt  wenig  schwanken  und  kaun  füglich  vor  das  Integralzeichen 
treten.  Die  noch  restireude  Integration  ergiebt  offenbar  selber, 
weuu  ak  gleichzeitig  den  Flächeninhalt  der  Zuleituugsstclle  «*  reprä- 
seutirt.  Man  erhält  somit: 


4)  <51/=/* 

wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird: 

Jkg% 


auf  ak 


5)  /*  = 


*£  ak 


Zu  diesen  bis  jetzt  gefundenen  Bedingungen  tritt  weiter  diejenige, 
welche  ausdrückt,  dass  durch  dio  Randelemente  der  Calotte  keine 
Strömung  erfolgen  kann.  Ist  n die  Normale  irgend  eines  Raud- 
elcmentes,  so  ist  hierzu  nach  dem  Kirchboft’seben  Satze  nur  erfor- 
derlich, dass  ist: 

BU 


Bn 


= 0 für  alle  Randelemente 


wofür  wir  einfacher  schreiben  wollen: 

BU 

6)  sr-  = 0 

' c« 


Der  Einfachheit  halber  sei  der  Pol  unseres  Coordinatensystems 
gleichzeitig  der  Pol  der  Calotte.  Daun  stehen  die  Meridiane  senk- 
recht zur  Calottenbegrcnzuug  und  die  Bedingung  G)  spricht  sieh  so 
aus: 


6') 


Ferner  muss  das  Potential  U,  wie  es  in  der  Natur  der  Sache 
liegt,  Überall  eindeutig,  stetig  und  reell  sein. 

Endlich  ergeben  wenige  Uebcrlegungen , dass  bei  stationärem 
Zustande  die  Summe  der  gesummten  zugefiihrten  Eloktrieität  gleich 
der  Summe  der  gesammten  fortgeführten  Eloktrieität  ist,  oder 
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7)  £kjk=»  0 

Wir  habcu  somit  an  U die  Anforderungen  zu  stellen : 


( ° 

auf  ß' 

iU=  fk, 

fk  =-  j g*Jk 

8Ü 

89  = °’ 

' xtak 

„ “* 

U stetig,  eindeutig,  reell 

Nach  sacbgcinässer  Transformation  von  öU  lässt  sich  durch 
Anwendung  des  3ten  Greeu’scheu  Satzes  zeigen,  dass  durch  diese  Be- 
dingungen das  Potential  U bis  auf  eine  additive  Coustautc  bestimmt 
ist  Es  geschieht  dies  in  bekannter  Weise  und  kann  daher  hier 
unterdrückt  werden. 


Ehe  wir  an  die  wirkliche  Bestimmung  von  U herantreten,  ver- 
einfachen wir  uns  diese  Aufgabe  ein  für  alle  Mal,  indem  wir 
durch  die  Gleichung: 

9)  U=  V—  W 


zwei  neue  Functionen  einführen,  «an  die  wir  successivo  die  Bedin- 
gungen stellen: 


10) 


und 


<5  V — fk,  h = 

V stetig,  eindeutig,  reell 


11) 


89  89 


ö W = 0, 

W stetig,  eindeutig,  reell 


0 

auf  ß' 

g2Jk 

xeak 

0 V 

wodurch  die  oben  unter  8)  an  U gestellten  Forderungen  ebenfalls 
eingelöst  siud. . 


2)  Bestimmung  der  Function  V. 

Behufs  Auffindung  von  V transformiren  wir  zunächst  die  Diffe- 
rentialgleichung 


12)  d\'==  — 

sin#  89 


Vsm&'0»j  + sin^e»*=/‘ 


oder 


8 ( 0F\  0*F 

12')  sin  * ‘ 89  (sin  * • 89  ) + V = fk ' M 
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in  eine  geeignetere  Form.  Dieselbe  ist  nur  in  Bezug  anf  ff  unge- 
schickt. Wir  führen  daher  durch 


t — t (ff) 


eine  Function  von  ff  als  neue  Variabele  ein.  Die  Substitution 
derselben  in  eine  der  Gleichungen  12)  liefert  an  der  betreffenden 
Stelle  zunächst  den  Ausdruck : 


sin#. 


dt 

,1» 


dV 

6r 


Da  nun  dio  Gleichung  12')  schon  eine  grosse  Aehnliclikeit  mit 
der  analogen  Differentialgleichung  für  den  Kreis  besitzt,  so  suchen 
wir  diese  Aehnliclikeit  dadurch  fast  vollkommen  zu  machen,  dass 
wir  t der  Differentialgleichung  unterwerfen: 

„ dt 

sm  ff . , i = t 

(l\7 

aus  der  nach  einfacher  Integration  folgt: 

"O" 

lgtg  2 ■=  logr-f  coust 


oder  bei  gehöriger  Wahl  der  Constanten: 


13) 


r 


Gegenwärtig  nimmt  die  Gleichung  12)  die  Gestalt  an: 
wobei  die  aus  13)  folgenden  Relationen: 


13’) 


| sin  ff  — 

) q.  i“1* 
f cos  ff  = , — . — 

1 + r- 


benutzt  sind. 

Da  die  Elektrodcnstellcn  «k  sehr  klein  vorausgesetzt  wurden,  so 
wird  im  Bereiche  von  tu  ausserordentlich  nahe: 


(4^)  - const  = (4p*) 

sein,  sofern  r*,  qp*  die  Coordinatcn  der  Zuleitungsstelle  er*  siud.  Jetzt 
nimmt  die  Differentialgleichung,  der  1'  zu  genügen  hat,  die  Form  an: 
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1 d ( 

0V\  , 1 

X 0T\ 

r8t 

d<p* 

fk' 

( ° 

auf  ff' 

fk'  = 

f 2 ) 

3 

„ «* 

xeak 

so  dass  die  Analogie  mit  dem  entsprechenden  Kreisprobleme,  wie  man 
ohne  Weiteres  bemerken  wird,  eine  vollständige  geworden  ist. 

Von  nun  an  führt  ganz  derselbe  Gedankengang  zum  Ziele,  wie 
er  bpi  erwähntem  ebenen  Probleme  angewandt  wird  (Kirchhoff 
PoggendorfTs  Annalen  für  Ph.  u.  Cb.  Bd.  64).  Daher  dürfen  wir  uns 
mit  der  Angabe  des  Resultats  begnügen.  Es  findet  sich: 

V — E*  4re*£  log  (T2_t“T|!* — 2t tt cos  (<p  — <j>k)) 

für  alle  Stellen  auf  ff' 

wo  die  angedeutete  Summation  auf  sämmtliche  Elektrodenstellen  sich 
bezieht. 

Anmerkung.  Der  Wert  von  V in  den  Zulcitungsstellen  «» 
selbst  ist  für  unsere  Zwecke  nicht  weiter  nötig.  Da  er  überdies  eino 
ziemlich  umfängliche  Gestalt  besitzt,  konnte  er  um  so  mehr  unter- 
drückt werden. 


3)  Reihenentwicklung  für  V.  Bestimmung  von  ^ 

Für  Stellen  nahe  am  Räude  der  Calottc  wird  immer 

sein.  Die  bekannte  Reihenentwicklung: 

17)  lg  j (—  — 2a£cos(<*  — ß)}  = lgos  — )cosn(a  — ß) 

l ’*  \aJ 

b a 

darf  demgemäss  unter  jener  Voraussetzung  in  der  Form  Verwendung 
finden : 

lg  1 r 2 T*2  — 2i  tu  cos  (<p  - 9>*)|  = lg  t*  — 2$!  * cos  «(<P  — cjp*) 

Hierdurch  wird: 
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oder  mit  Rücksicht  auf  7)  einfacher: 

18)  V = -£k  £ 1 (?*)  cos « (<p - grt) 

Gegenwärtig  ergiebt  eine  einfache  Differentiation: 

8F  v.  «A  & T*» 

St  -atoft»+icos,!^-W) 

und  mithin,  wenn  t0  der  Parameter  des  Randkreises  ist: 


19) 


Jk 

7ixe 


s rku 

Z t »+1  COS  n(tp  — <rk) 
1 To 


4)  Bestimmung  der  Function  IV. 


Nach  11)  und  mit  Rücksicht  auf  14)  hat  W zunächst  die  Diffe- 
rentialgleichung: 


oder  einfacher: 


zu  befriedigen.  Augcublicklich  überzeugt  man  sich,  dass  eine  parti- 
culärc  Lösung 

i"  cos  h ( tp  — tpk) 

ist,  und  demgemäss  der  Ansatz: 


20)  W — £k  £ C„c»)  t» cos  n (tp  — tpk) -|-  Coust 

sich  rechtfertigt;  vorausgesetzt,  dass  die  Coeffidenton  £’„<*>  eine  der- 
artige Bestimmung  erfahren,  dass  die  entstehenden  Reihen  couver- 
giren.  Dies  wird,  wie  wir  gleich  sehen  werden,  der  Fall  sein. 

Aus  20)  folgt  vorläufig: 


8 W _ Jk  » 

8t  = Zk  :2nVi  f «C,H(*'r«-1cos»((p  — tpk) 
und  mithin,  wenn  ru  wieder  der  Randparamotcr: 

8W  „ Jk  es 

21 ^ 8t  — £k  2 ti xe  f ” C"(i)  V'cosnfy-  tpk) 
Nach  11)  wird  nun  weiter  an  W die  Anforderung  gestellt: 
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8V  S IV 
0Ö  = S 9 

Wie  man  leicht  sieht  ist  diese  Forderung  aequivalcnt  mit  der: 

sTr_sTr 

Sr  Sr 

die  leicht  befriedigt  werden  kann;  denn  eine  einfache  Vergleichung 
der  Reihen  unter  21)  und  19)  zeigt  diese  Bedingung  erfüllt,  wenn 


genomin  i wird.  — Hiermit  ist  IV  bis  auf  eine  additive  Constante 
bestimmt  Aus  20)  findet  man  gegenwärtig: 

22)  IV  = 2k  * • Ü?  1 (~-f)  cos n (rp  — ipk)  -f-  Const 

j 71  \Tjj  ß 

Man  bemerkt  leicht,  dass  die  hierin  auftretenden  Reihen  sämmtlich 
convergent  sind.  Dieselben  lassen  sich  übrigens  bei  geeigneter  Be- 
nutzung der  Reihenentwicklung  17)  summiren.  Es  wird: 

W = — 2 lg *)  | + rs  — 2r^  cos(«p  — t»)  | -f-Const 

oder  wenn  zur  Abkürzung 

23)  7*  = Ok  = cp* 

gesetzt  wird,  einfacher: 

24)  IV  - Const  - Zk  Igj  T**+t*- '2xTk  cos  (<p-  0*)} 

Anmerkung.  Die  Punkte  7»,  Ok  liegen,  wenn  von  der  Voll- 
kugel vorläufig  abgesehen  wird,  immer  ausserhalb  der  Calotte  und 
lassen  sich  leicht  construireu.  Sie  befiudeu  sich  mit  r*,  <fk  auf  dem- 
selben Meridiane  und  Tk  ist  vierte  Proportionale  zu  den  Grössen 

Tt,  To,  Tq. 

5)  Bestimmung  von  U.  Curvcn  coustauter  Spannung. 

Die  obigen  Vorbereitungen  führen  mit  Leichtigkeit  zur  Bestim- 
mung des  elektrischen  Potentials  U für  alle  Stellen  auf  Ä\  Nach  9) 
ist  nämlich: 


E»  bedarf  wohl  kaum  der  Erwähnung,  dass  hier,  wie  auch  früher, 
immer  die  reellen  Teile  der  Logarithmen  verstanden  sind. 


Digitized  by  Google 


234 


Wolf:  (Jeher  den  Durchgang  des  elektrischen  Stroms 


u—  V—  w 

und  wenn  wir  gegenwärtig  zur  blossen  Abkürzung 

f Qk*  = n*  -f-  T*  — t cos  (<p  — ept) 
i P*®  = 7*^  — J—  t* — 2 7*  t cos  ((p  — <!>*) 

setzen,  so  folgt  sehr  einfach  mit  Rücksicht  auf  16)  und  24): 

26)  U=  Const-f  {•/,lge1P1-f./!!lgpsP2-f  ...| 

Die  Curven  constantcr  Spannung  ergeben  sieh  hieraus  unmittelbar. 
Sie  sind  durch 

U — const 

charakterisirt  und  es  repräseutirt  mithin  nach  26)  die  Gleichung: 

27)  •7ilge,P,  + -/j>Igp2P2  + -/a1g<>3P3+---  — const 
das  System  der  Curven  constantcr  Spannung. 


6)  Das  System  der  Stroracurveu. 

Bekanntlich  reprüsentiren  die  orthogonalen  Trajectorieu  der  Cur- 
ven coustanten  Potentials  (Nivcaucurveu)  das  System  der  Stromcurven. 

Fiir  ebene  Curveusystemc  hat  die  Bestimmung  senkrechter  Tra- 
jectorien  wenigstens  .insofern  keine  Schwierigkeit,  als  ohne  Weiteres 
die  Differentialgleichung  aufgestellt  werden  kann,  die  das  Problem 
löst.  In  unserem  Falle,  wo  wir  es  mit  einem  sphärischen  Curvcu- 
systeme  zu  tun  haben,  liegt  die  Sache  etwas  anders;  doch  werden 
folgende  Betrachtungen  zum  Ziele  führen. 

Denken  wir  uns  in  Figur  1.  den  allgemeinen  Punkt  t,  ep  der 
Calotte  auf  die  Tangentialebene  E geworfen  (durch  Projcetiou  von 
P'  aus),  so  werden  zwischen  den  Coordinaten  r,  ip  des  projicirtcn 
Punktes  und  z,  tp  des  ursprünglichen  offenbar  die  Relationen  bestehen: 

» 

r = 2g  tg^  = 2gz 
V = V 

Nun  wissen  wir,  dass  bei  der  stereographischen  Projeetion  Win- 
kel ungeäudert  bleiben,  dass  somit  2 Curveusystemc,  die  sich  auf  der 
Kugelcalotte  senkrecht  schneiden,  auch  nach  der  Projeetion  in  der 
Ebene  E senkrecht  zu  einander  sind.  Wir  können  demgemäss  die 
Bedingungen  für  orthogonale  Trajectorien  von  Curveusystemen  der 
Kugeltläche  durch  dio  Bedingungen  für  die  seukrechtcn  Trajectorien 
der  entsprechenden  ebenen  Curven  ausdrückeu. 
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Bevor  wir  diesen  Gedanken  weiter  verfolgen,  führen  wir  in  27)1 
der  Gleichung  der  Niveaueurvcn , neue  Coordinaten  ein,  indem  wir 
allgemein  setzen: 

29)  | = rcosip,  jj  = rsiutp 

Mit  Rücksicht  auf  25)  lautet  dann  die  Gleichung  der  Curvcn  con- 
stanten  Potentials: 

27')  ZkJk  jlg[(5_JJt)*4-(^_t?t)8]-(-lg[(i_2,*)s+(^-/ft)!]|  = const 
Wird  hierin: 

X = 2i/TCOSqp  — '2g  % 

y — 2r?TSin<p  = 2g  7] 

gesetzt,  so  folgt: 

27")  ZkJk  (lg[(:r— xiO* -Hy— + lg  [(*— -**)*-}-(»—  Et)*]|  = const 

als  Gleichung  der  projicirten  Niveaucurven. 

Ist  uun  V = const  die  Gleichung  der  senkrechten  Trajectoricn 
der  letzteren,  uud  wird  die  linke  Seite  vou  27")  kurz  mit  U bezeich- 
net, so  muss  die  Relatiou  gelten: 

dU  SV  8U  SV  _ 
cx  cs  ' dy  cy 

Derselben  werden  die  Ansätze: 


SV  _SU  SV SU 

Sx  dy ’ dy  dx 

gerecht,  die  zulässig  sind,  weil  U der  Gleichung 


°*u-0 
dx*  + Sy*  ~ u 

genügt,  wie  inan  aus  14)  nach  Einführung  der  neuen  Coordinaten 
leicht  findet. 

Gegenwärtig  ergiebt  sich  sehr  einfach  für  lIf: 

30)  V — Zk  Jk  { arctg  * — — -f-  arctg  * — ~*  } ^ 
l y—y k y— Et) 

Es  repräsentirt  also: 


30') 


ZJk 


. r—xk 

arctg 4-  arctg 

y — yk 


x — Xk 

y-Yk 


= const 


*)  Vergleiche  Kirchhoff,  l’oggendorfTe  Annalen,  Band  64. 
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das  System  der  projicirten  Stromcurven.  Eine  ganz  analoge  Gleichung 
erhält  man  jetzt  für  die  wirklichen  Stromcurven  nämlich: 


30") 


-f-  arctg 


= const 


7)  Strömungsproblem  für  die  Vollkugel. 

Geht  die  Calotte  in  eine  Vollkugel  über,  so  verschwindet  gleich- 
zeitig die  Randcurve,  und,  die  Spannung  U hat  danu  nur  den  Be- 
dingungen s 

öU  = fk,  U stetig,  eindeutig,  reell 
zu  genügen.  Eine  solche  Function  ist  aber  nach  16): 

U = 4^*-  lg  (t* + r**  — 2t  r*  cos  ( (]P  — ?t)) 

Alles  Ucbrige  wie  z.  B.  die  Bestimmung  der  Stromcurven  erfolgt 
wie  vorhin. 

Bemerkung.  Die  in  diesem  Abschnitt  gelöste  Aufgabe  bat  auch 
A.  Beer  in  seiner  „Einleitung  in  die  Elektrostatik  etc.“  behandelt. 
Anstatt  aber  die  richtige  Differentialgleichung : 

, 0F.  1 8*F  „ 

0&*  + COtg».g^-|-  8jn*^  0^2  - 0 

in  Anwendung  zu  bringen,  benutzt  er  die  von  ihm  Seite  359.  a.  a.  O. 
aufgestellte,  fehlerhafte,  Differentialgleichung,  dio  in  unserer  Bezeich- 
nung lautet: 

8!F,  SV  , c* V 

W + 1 cotg  ■ 9 ■ g # 4-  -Svi  - 0 

Demgemäss  sind  die  Resultate,  zu  welchen  Beer  auf  Grund  dieser 
Differentialgleichung  gelangt,  ebenfalls  irrtümlich. 


B)  Beschränkung  der  Zuleitungsstellen  auf  zwei. 

Die  im  vorigen  Abschnitt  gefundenen  Gleichungen  sind  einer 
bemerkenswerten  Interpretation  nicht  fähig.  Wir  werden  daher  im 
Folgenden  einen  speeiellen  Fall  genauer  discutircn. 

Die  einfachste  und  natürlichste  Specialisirung  ist  offenbar  dio 
Annahme  von  nur  2 Elektroden  a,  und  «s,  von  denen  dio  eine  den 
Strom  zuleitet,  die  andere  wieder  fortführt. 
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Zunächst  folgt  wegen  IkJk  = 0 

J\  “ — 

und  mithin  ergeben  sich  für 


1)  Das  Potential  und  die  Curven  constauten  Potentials 
aus  26),  mit  Rücksicht  auf  25),  die  Formeln: 

31) 

> - Consti  Jy  , 2ttx cosT— 'P, ijiä-fT, ä— 2t T , rosa— qn,! 

4nxf  ® {r2— J— ts2 — 2rrgcosqp — '/’s!  {t2— |—  T’g* — 2t7’sC08? — g>2| 

uud 

31’) 

{ r*-f- 1,* — 2ttjCOSt  — a,  l jr8-)-^2 — 2t  T,  cos  cp  — <jPj  | coust 

{ r^-f-Tj8 — 2rTj,cosqp  — (p2j  {t3— {—  T3*  — 2t7’2cos  cp — qp2| 

Fügen  wir  in  31)  auf  der  rechten  Seite  die  Constautc 

_ fi+V  i+V) 

4;iXf  U + *S*'  i+rf*i 

additiv  hinzu,  so  finden  wir  nach  leichter  Umformung: 


31")  U=C  + 


J'-- lg 
2aX£  b 


fi 

c-i  • 


uud  für  die  Niveaucurven : 


31'")  — -fi1  = coust 

«s-k* 

wenn  c,  und  E,  die  linearen  Entfernungen  eines  beliebigen  Punktes 
Q (t,  cp)  von  den  Punkten  <*i(t„  $>,)  und  A1  ( Tu  <I>j)  sind,  uud  c2  und 
analoge  Bedeutung  haben. 


2)  Die  Gleichung  der  Stromcurven 


gestaltet  sich  im  jetzigen  speciellen  Falle  ebenfalls  einfacher.  Zu- 
nächst ergiebt  sich  aus  30)  als  Gleichung  der  projicirteu  Stromcurven: 

32)  arctg2— ^ -f  arctg  * — ^ — arctg  - — — — arctg  - — — const 
y—y  i y— ii  y—y*  y— 


Setzen  wir  zur  Abkürzung 

X — X- 

’ y 

X 


arctg 
arctg  ‘ 


i x 

— arctg  - 
yi  y 


-X. 

v — arctß 


y s 

* — x3 


- y 


w 
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so  haben  wir  sehr  einfach: 

32')  »e-f-  TP  — coust 

als  Gleichung  der  projicirteu  Stromcurvcn.  Hierbei  stellen  tr  und  Tr 
Winkel  dar,  die  sich  leicht  interpretiren  lasseu.  Seien  zu  diesem 
Zwecke  in  Figur  2.  «/,  ea',  Af,  Af  die  Projectiouen  der  Paukte 
er, , i»2,  Ax , A3  auf  die  Tangentialebene  K\  dann  ist  >r  der  Win- 
kel, unter  dem  die  Strecke  «,'  er2'  von  dem  beliebigen  Punkte  Q 
aus  erscheint.  Analoges  gilt  von  TP  bezüglich  der  Strecke  Ax'  AJ. 
Ueberdies  findet  sich  leicht,  dass  die  in  32')  auftretende  Winkelsumme 
innerhalb  des  Gebietes  II  in  die  Differenz  übergeht.  Alles  dies  zu- 
sammengefasst spricht  demgemäss  die  Gleichung  32')  den  Satz  aus: 

„Projicirt  man  die  Stromcurvcn  in  der  angegebenen 
Weise  auf  die  Tangentialebene  E,  ebenso  die  Punkte 
“n  ft2)  80  ist  die  Summe,  rcspcctive  Differenz  der 

Winkel,  unter  denen  von  irgend  einem  Punkte  einer  die- 
ser Curven  die  Strecken  er, 'er/,  beziehentlich  ^/^'er- 
scheinen, eine  constaute  Grösse.“ 

Hieraus  ergiebt  sich  mit  Leichtigkeit  der  betreffende  Satz  über 
die  wirklichen  Stromcurvcn. 

Anmerkung.  Liegen  speciell  die  Einmündungsstellen  der  Elek- 
troden dem  Rande  der  Calotte  uucndlieh  nahe,  so  verwandeln  sich 
die  Stromcurvcn  in  Kreise,  die  sämmtlich  durch  die  Einmündungs- 
stellen <»,  und  der  Elektroden  hindurchgehen. 

Zusätze. 

Die  Gleichung  32)  der  projicirten  Stromcurvcn  ist  eiuer,  wenn 
auch  weuig  eleganten,  algebraischen  Form  fähig.  Aus  dieser  lassen 
sich  zwei  ausgezeichnete  Stromcurvcn  erkennen.  Die  eine  ist  der 
durch  die  4 Punkte  o/,  er/,  v#,',  Aj  gelegte  Kreis,  die  andere  der 
projicirte  Calottenrand.  Die  complicirtcn  Rechnungen  bindern  an 
dieser  Stelle  die  directe  Ableitung  dieser  Sätze;  es  empfiehlt  sieb 
daher  der  folgende  mehr  indirecte  Nachweis. 

a)  Vermittelst  der  Relationen  28)  nnd  mit  Rücksicht  auf  23) 
erfährt  mau,  dass  A,'  und  AJ  die  sog.  Spiegelpuukte  von  und  er/ 
bezüglich  des  projicirten  Randkreises  sind.  Mau  weiss  aber,  dass 
durch  4 solche  Punkte  stets  ein  Kreis  gelegt  werden  kann.  Da  nuu 
auf  der  Peripherie  dieses  Kreises  die  über  den  Sehnen  er/«/  uud 
AJ  AJ  stehenden  Periphcriewinkel  constant  sind,  so  ist  es  auch  ihre 
Summe  resp.  Differenz,  und  mithin  gehört  dieser  Kreis  nach  32’)  zu 
dem  System  der  Stromcurvcn. 
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b)  Um  nachzuwciseu,  dass  der  Kaudkreis  zum  System  der  Strom- 
curven  gehört,  haben  wir  nur  zu  zeigen,  dass  längs  der  Peripherie 
dieses  Kreises  (s.  Fig.  3.) 

«,'p v+  a/p'aj  = coust 

Ziehen  wir  die  Hilfslinie  PP',  so  zerfällt  der  Winkel  a/P'a/  = ie 
in  2 Teile,  die  «-j  und  heissen  mögen.  Analog  zerfällt  Hr  in  TV, 
and  H j.  Nun  sind  die  Dreiecke  PP'«/  und  P A/ P'  ähnlich,  da 
sie  denselben  Winkel  einschliessen  und  proportionale  Seiten  besitzen. 
Also: 

Z.  PP'A/  = zi  Pa/P’ 

Ferner  liefert  das  Dreieek  PP'a /: 

ALu/PT+^Pa/P'  «*  * — P'Pa/  oder 
IC,+  W,  = 7t  — AL  P'P«/ 

Analog  findet  sich 

ica+  Wt  — n—  Z.  PT«/ 

and  durch  Addition  der  beiden  letzten  Gleichungen  folgt  schliesslich: 

1P=  2 n — (Z.  P'P«/-\-AL  P'P«/)=Sl 

wenn  Sl  eine  leicht  verständliche  Abkürzung  und  zwar  eine  Grösse 
von.  consta n tem  Wert  bedeutet.  Es  gehört  demgemäss  der Rand- 
kreis  zum  System  der  Stromcnrvcn. 

Anmerkung.  Der  Satz,  zu  dem  wir  eben  gelaugt  sind,  ist 
gleichzeitig  geometrisch  nicht  ohne  Interesse.  Er  erscheint  als  Ver- 
allgemeinerung des  bekannten  Satzes  von  den  Peripherie-  uud  Ceutri- 
winkeln.  Denn  lassen  wir  und  a/  an  den  Randkreis  rücken,  so 
fallen  die  Spiegelpunktc  A uud  A / resp.  mit  er,'  uud  «/  zusammen, 
uud  der  vorige  Satz  spricht  sich  dann  so  aus,  dass  der  doppelte 
Pcripheriewinkel  gleich  dem  Centriwiukel  ist. 

Die  jetzt  gefundenen  Sätze  beziehen  sich  vorerst  nur  auf  dio 
projicirten  Stromeurveu.  Unter  Benutzung  bekannter  Sätze  über  dio 
stereograpbische  Projeetion  können  wir  aber,  zu  den  wirklichen  Strom- 
enrven  übergehend,  sagen: 

„Insbesondere  repräsentiren  der  durch  die  vier 
Punkte  rr, , «*,  Ax  uud  At  gelegte  Kreis  uud  der  Rand- 
kreis  der  Calotte  stets  zwei  ausgezeichnete  Stromcur- 
ven  “ 
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11.  Hauptabschnitt. 

Verwendung  der  stereographischen  Projeetion.  Strom- 
Verzweigung  in  einem  excentrischen  Kreisringe  und  in  der 

Ellipse. 

A)  Ein  allgemeiner  Satz  über  die  stereographische  Projeetion. 

Ein  oft  mit  bestem  Erfolg  zu  verwendendes  Mittel  für  die  Lösung 
von  Stromverzweigungsproblemen  bietet  bekanntlich  die  couforae  Ab- 
bildung dar.  Es  ist  bezüglich  derselben  der  Satz  bewiesen,  dass  so- 
bald für  irgend  eine  Flüche  das  Verzwcigungsprobletn  gelöst  ist,  sofort 
die  Lösung  dieses  Problems  für  ihre  conformo  Abbildung  angegeben 
werden  kann,  wenn  die  Abbildungen  der  ursprünglichen  Zuleitungs- 
stellen als  neue  ZufUhruugsstelleu  dienen  (C.  Neumann,  Math.  Annalen 
lü.  Bd.  S.  565).  Kirchhoff,  Monatsberichte  der  preussischeu  Akademie 
der  Wissenschaften,  Juli  1875). 

Derselbe  Satz  gilt  von  der  stenographischen  Projeetion,  die  ein 
specieller  Fall  conformer  Abbildung  ist. 

Um  von  diesem  wichtigen  Satze  Nutzen  ziehen  zu  können,  werden 
wir  jetzt  das  Strömungsproblem  für  einige  ebene  Flächen  lösen  uud 
hieraus  die  Lösung  für  das  entsprechende  Calottenproblem  herleiteu. 


B)  Lösung  des  Stromverzweigungsproblems  für  eine  ringförmige  ebene 
Fliehe,  die  von  excentrischen  Kreisen  begrenzt  wird. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  gestaltet  sich  ziemlich  einfach,  sobald 
ein  geeignetes  Coordinatensystem  zur  Verwendung  gelangt.  Die  Wahl 
desselben,  das  ist  nach  dem  Früheren  unmittelbar  klar,  geschieht  am 
Besten  nach  folgenden  Priucipien: 

a)  Die  Bedingung  dafür,  dass  ein  Punkt  längs  der  Randcurve 
fortwandert,  muss  sich  einfach  aussprechen. 

b)  Die  Differentiation  nach  der  Normale  der  Raudpunkte  darf 
keiuo  Schwierigkeit  bieten. 

c)  Muss  eine  bequeme  Entwickelung  des  Logarithmus  der  Ent- 
fernung zweier  Punkte  möglich  sein  uud  endlich  muss 

d)  Die  Differentialgleichung  d U *=  U eine  möglichst  einfache  Ge- 
stalt aunehmen. 
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Den  ersten  beiden  Bedingungen  entspricht  offenbar  das  dipolare 
Coordinatensystem , und  wir  werden  sofort  zeigen,  dass  es  auch  die 
übrigen  Eigenschaften  besitzt. 


1)  Einführung  des  dipolaren  Coordinatcnsystems. 

Seien  in  Figur  4.  G1  und  Gt  die  Grenzpunkte  *)  der  beideu 
eicentrischen  Kreise;  ihre  Entfernung  betrage  2g.  Im  dipolaren 
Coordinatensystem  sind  dann  die  Coordiuaten  eines  Punktes  P: 


PG  r 

1)  * ~ pG\  *=  ri’  «=G(iPÖ* 

Hiernach  sind  die  Curven  A = const  Kreise,  welche  die  Strecke  (?,Ö3 
harmonisch  teilen;  zu  ihnen  gehören  auch  die  Randkreise  unserer 
ringförmigen  Fläche.  Die  Curven  w ■=  const  sind  ebenfalls  Kreise, 
die,  durch  Gt  und  G%  gehend,  die  Kreise  des  ersten  Systems  recht- 
winklig schneiden.  Demgemäss  erfüllt  das  dipolare  System  die  ersten 
beiden  gestellten  Bedingungen. 


Um  gegenwärtig  auch  die  dritte  und  vierte  Eigenschaft  als  vor- 
handen uachzuweisen , lesen  wir  aus  Figur  4. , in  der  xy  die  auf  0 
bezogenen  rechtwinkligen  Coordiuaten  von  P sind,  folgende  Relationen 
ab: 

cp  — cp'  = ta 
x-\-iy  — g = r.etf 

aus  denen  leicht  folgt: 


nnd  wenn  wir 


2) 


*+iV  + 9 


3)  e*  = A 


setzen,  so  wird  noch 
oder  umgekehrt: 

2") 


eleganter : 

x+ix—g 
’ x+iy  + g 

1-f 

x+iy  = g izre»Ti<» 


x — xy 


1-|-  e9-iw 
9’  i — tu) 


*)  Durch  die  bekanntlich  s&mmtliche  Kreise  gehen,  welche  die  excentii 
»eben  Kreise  orthogonal  schneiden. 

16 


T»il  LS. 
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2)  Entwicklung  des  Logarithmus  der  Entfernung 
der  Punkte  xy  und  xiyi. 

Wenn  vorgelegt  ist: 

£**  = (x  — xt)*+(y  — »*)* 

so  können  wir  unter  Benutzung  der  IdeutitÄt: 

A*+E*  — (A  -f  iZf)  ( A - iß) 

dafür  auch  schreiben: 


Et*  «=  [ (x  -f  iy)  — (xi-f-  iyi)  ] . [ (x  — iy)  — (xi  — iyk)  ] 

wodurch  die  Einführung  der  dipolaren  Coordinaten  ungemein  leicht 
wird.  Mittelst  der  Relationen  2")  ergiebt  sich  nämlich  unmittelbar: 


E't*  — • (/ 
oder  auch: 


‘1 +«*»*»  1 4-«#if  *"1 

'1  + 1+  e#»-  *"l  | 

1 — 1 — e**+,w*_ 

1—  e*-""  ~~  1 — «#i-*“ij 

r 1 •c°  — 

f e*-*° — e&k~‘wk 

[( 1 — e*  1 ,u,)(l  — «tfi4  “■>*)  J 

' [(1  — — etfi— "i)J 

Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

N(9,  ca)  = (1  — e*+to)(l—  «*-•'") 
so  wird  noch  einfacher: 

4«*V 


Ei*  = sr. 


[1  — e^i~ ^4  d“>i— <")] . [1  — ,(“i—"i] 


N(9la>).N(9k,u>k)  1 

Ist  nun  a)  9k  <C.9  also  9k — 9 negativ: 

so  sind  die  Entwicklungen  zulässig: 

log  Ei*  = lg(4y*e*J) — lgiV({4,  w) — lg  N(9k,  m) 
00  1 

— £ - g- n{S— ü>k) 

1 *» 

00  1 

l » 


oder  nach  einfacher  Reduction: 


4) 


11g  Ei  = lg  (2g c»)  - jlg  N(9,  w) . N (9k,  m) 

.COSn  ( o) — Ul). 

> n • 
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Ist  b)  fr»  ]>  fr  also  fr — fr*  negativ: 
so  ergiebt  die  Regel  der  Symmetrie: 

lg£*  - lg ('2g e*k) - Jlg  ^ (fr,  cu) . £(fr*,  <»*) 

— £ - . «-"(#*-#) . cos«  (w  — o>*) 
i » 

Das  dipolare  Coordinatensystem  entspricht  also  auch  der  dritten  An- 
forderung. 


3)  Transformation  der  Differentialgleichung  <Jt/  = 0 
in  das  dipolare  Coordinatensystem. 

Im  rechtwinkligen  Coordinatensystem  ist  bekanntlich: 


xu-VJL  . 

dU=8x*  + 0y* 

Nun  ergiebt  die  gewöhnliche  Differentiation: 


dU  SU  0fr  017  du 
dx  0fr  dx  ‘ du  " dx 

and  weiter: 

d*U_d*U  (d&y  d*U  (Buy  d*U  0fr  du 
dx * 0fr*  \0*  / ' 0m1  \0z  / ' d&du  ‘ dx  dx 

du  0*fr  01/  0*w 

' 0fr  dx * ' du  dx * 


d*U 

Ganz  analog  folgt  der  Wert  für  so  dass  schliesslich  wird: 


d*U 


d*U. 


d*U  /8fr  0« 


a)  iU=  0fr»  •□'&+0&)sD“  + 2 0*  + 


0fr  0ca\ 
dy  dg) 


du 


dU 


du 


wenn  wir  zur  vorübergehenden  Abkürzung  setzen: 


a-®’+©\ 


A Q _ 0*fr  , 0*fr 

dx*  + 0y*'  ~ 


Aus  der  Substitutionsgleichung  2')  ergeben  sich  weiter  die  Re- 
lationen : 

0fr  0(0  0fr  du 

dx  dy  ’ dy  dx 

16« 


Digitized  by  Google 


244 


Wolf:  lieber  den  Durchgang  des  elektrischen  Stroms 


vermittelst  deren  sich  leicht  die  Beziehungen  verificiren  lassen: 

= 0,  Aft>-=0, 

8 a 89  8a  89 

8x  8x  ' 8y  8y 


Gegenwärtig  wird  nach  u) 


dU*= 


8*U  cHf 
89*  8a*. 


Nun  ist  aber  Qö  im  Allgemeinen  von  Null  verschieden,  und  es  heisst 
daher  die  gesuchte  transformirte  Differentialgleichung  8 U = 0 : 


5) 


oHf  8*U 
89*  da* 


■ 0 


4)  Bestimmung  der  Function 


V und 


8V 

Ca 


Es  ist  allgemein  bekannt,  welchen  Bedingungen  die  Function  V 
zu  genügen  hat  (vcrgl.  10  im  1.  Hptabschu.)  und  ebenso,  dass  der  An- 
satz: (Kircbhoff,  Poggendorffs  Aunalen,  Bd.  64.) 


6)  V 


die  geforderten  Eigenschaften  besitzt.  In  letzterem  kann  für  lg  JE* 
eine  der  Entwicklungen  4)  substituirt  werden,  was  für  die  Berech- 
tig 

nung  von  g—  wesentlich  ist 


Mau  bemerkt  leicht,  dass  im  vorliegenden  Falle 

8V _ 8V  89 
8n  89  8h 


ist  Für  Punkte  nabe  dem  äussern  Rando  ist  aberweiter  #*<1  & 
und  es  folgt  vermittelst  4): 

6')  V = Const — 2k  a——  £ - e~' »(*-*j)cos  n (a  — o>t), 

' J TtXt  1 7t 


wo  Const  die  Bedeutung  hat: 
Const  =—  2k 


Es  ist  nämlich  zu  beachten,  dass  die  nur  von  9,  a.  nicht  vom  Iudex 
Jt,  abhängenden  Glieder  wegen  2k  Jt  ==  0 verschwinden. 
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Ist  daher  schliesslich  91  der  Parameter  des  äusseru  Randkreises, 
so  findet  sich: 


dV  89 

° drta  Ctlg 


2k 


Jk 


2 «_"<#i-#*),cos 


n (w  — utk) 


& j 

Für  den  inneren  Rand  ist  9i  > 9 und  es  ergiebt  sich  nach  4') 

6")  V = Const — 2k  . e~"<tf*-^).cosn(a)  — an). 

2 nxt  ln  ’ 

wo  Const  die  Bedeutung  hat: 

Const  = 2k \\g(2ye^ k)  — Jlg  N (9k, cot)] 

Hieraus  folgt  leicht: 


ß) 


8v 

2 Hi 


89 

8m 


2kx — — - ^2e~"^k~ ^•*.cosn(w  - m») 


wenn  der  Parameter  des  innern  Randkreises  ist. 


5)  Bestimmung  der  Fnnction  W. 


Aus  der  Differentialgleichung  5)  lassen  sich  ohne  Weiteres 


und 


C»<1>  e~  "(*-**) . cos  n ( to  — o)  k) 
rM9)  e->nak-»)  C08  n ( cd — Mt) 


als  particulare  Lösungen  erkennen.  Daher  rechtfertigt  sich  der  An- 
satz: 

7 ) W=  2k s£~  2 er**- ‘V  + C„(*) «-«<»*-#> ] cos (m  - «t) 

— TJXc  j j 

worin  und  r„9)  Constantc  bedeuteu.  Diese  sind  so  zu  bestim- 
men, dass  der  Bedingung 

8W_Tv 

8h  8h 

entsprochen  werde.  Nun  berechnet  sich  aus  7): 


thC_  89 

^ Ctia  8na 


2k  2 n(CJl>  e-"<*i-*t) 


— fj* -e—"<*k~*9  )eos  n( m — Mt) 
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« w— »[*> ~V, 

) . COS  (ß) CO»)  j 

und  gegenwärtig  ergiebt  die  Gleichsetzung  von  n)  y)  und  ß)  6)  die 
zur  Bestimmung  von  CHW  und  JV*>  nötigen  Relationen.  Es  findet  sich : 


°M  = „(«-*»*.  — «-*»*,) 

g— 2h£,  _]_  2m(#i  +£o -W 

rH*’  = „(e-s»*u  _«-*»*,) 

Hierfür  folgt  aus  7)  definitiv: 


8) 


Dieser  Ausdruck  enthält  unter  dem  auf  n bezüglichen  Summenzcichen 
4 Gruppen.  Wir  fassen  die  2te  und  3te,  die  lte  und  4te  zusammen 
und  bringen  W in  die  Gestalt: 

r cd  ß — 2m^j 

w~  e-i*9,C0Sni&— fr)cosn(«.-a>») 

o>  1 «-»(*,,  + »,)  ^ -] 

Wir  verwandeln  hierin  schliesslich  die  Cosinusproducte  in  die  Summe 
zweier  Cosinus,  setzen  zur  Abkürzung 

9)  to-\-i&  — w,  o) — id  = w',  »X^o- 1- ^i)  “ v 

und  nennen  überdies  den  echten  Bruch: 

10)  e~ *d#i+*o)  = q 

Die  Gleichung  8')  geht  dann  über  in: 

W = Zfc^^^j-^^jcosnfu:  — irO  + COSnfw'— ic»')} 


Y^_~2n  f C0S  *(“’  — Wk'  — B)  “(“  COS  n(ic'  — IC*  -f-  f) } |J 
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6)  Summation  der  in  W vorkommenden  Reihen. 

Die  in  IF  vorkommcuden  unendlichen  Reihen  lassen  sich  mit 
Hilfe  der  Jacobi’schen  Transcendentcn  0 und  H summiren  (Vergl. 
Jacobi,  Fund,  funct.  ellipt).  Diese  Reihen  haben  im  Wesentlichen 
die  Typen: 


^ = Z 


n2n 


i i-g2" 


cos  nz  und : 


B, 


£ 


9" 


. 1 - 92“ 


COS  na 


9* 


Lösen  wir  in  S,  jeden  der  Brüche  ^ _ ^.ln  in  eine  unendliche 

Reihe  auf,  so  wandelt  sich  die  Reihe  S,  in  eine  unendliche  Doppel- 
reihe um,  die  nach  Verticalcolonnen  summirt  die  Gestalt  annimmt: 

<S,  = — |lg|(l — 2<2*cosa-{-54)(l — 2</*cosz-|-58)  ...  } 

Wird  gegenwärtig  zur  Abkürzung  gesetzt: 

Q — (1  — <2*)(1— q4)  ..., 

so  ist  nach  Jacobi: 

(1  — 2fl*eos*-|-g4) (1 — 2g4cos*-f-q8)  ... 

1 


/-  . z 

Vq  ■ sin  2 


^ |V2.sin|  — V?.sin  -f ...  j 


oder: 


= 4-^ 


201/3.  sin  2 

wo  K das  ganze  elliptische  Integral  1.  Gattung,  die  bekannte  Jacobi- 
sche  Coustante,  bedeutet  Es  wird  demgemäss: 

11)  Sj  =*  — £lg  //  zj  -j-  Jlgsin  ^ -}-  Const. 

In  ganz  analoger  Weise  lässt  sich  S3  berechnen,  und  zwar  findet  man: 
12)  Sf  = — & zj  -f-  Const. 


7)  Transformation  von  W.  Bestimmung  vfe  U. 

Eine  directe  Verwendung  der  Formeln  11)  und  12)  liefert  jetzt 
aus  8") 
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8"') 

W^~ZkTnnt  [lgH  (£  ■ ®(f  (•—»-•)) 

+ ( ~ (»'— +lgsin“-y-*  . sin ~ -f  Const 

Das  letzte  Glied  in  vorstehendem  Ausdrucke  lässt  sich  in  folgen- 
der Weise  transformiren.  Es  ist  mit  Rücksicht  auf  9) 


-A  . ,ie  — U’i  , tc' — Wk' 
£k  lg  sin  ~2  • 81n  2 


— Zk  ± lg  (cos  i (9 — 9k)  — cos  (o>  — cm,) ) -f  Const. 

oder: 

“=  lg  (1— «-<*-**>+<(— *>) 

+ ^ 4«}ct  ^8(1 — «— <(">— «»j))  -J-  Const, 


Mit  Rücksicht  auf  Formel  6)  und  mit  Beachtung  der  Entwicklungen 
für  /•;**  folgt  gegenwärtig: 

13)  SXn%t  ,g8ln~2 — -8ln — 2 F-f  Const 

Jetzt  berechnet  sich  der  Potentialwert  U = V — TT  sehr  einfach.  Es 
ergiebt  sich  nämlich  nach  b")  und  13): 

iU~  £k  intti  [lg  H&w -”*))  » (Kn  (»  “ ”'*)) 

14)  / 

I +lg®  (w  — wi — v)j  . & ^(w'— Const 

Anmerkung.  Gehen  die  excentrischen  Kreise  in  concentrische 
über,  so  fällt  Gt  (vergl.  Fig.  4.)  in  unendliche  Feruo,  <?,  in  den 
gemeinschaftlichen  Mittelpunkt.  Es  wird  also: 

«?'=<),  cp  = o),  2g.p  = 2ge»=*Q 

wo  q und  tp  die  gewöhnlichen  Polarcoordinaten  sind. 


0.  Die  Stromverzweigung  in  einer  elliptischen  Platte. 

Die  o»te  Frage  ist  auch  hier  wieder  die  nach  einem  geeigne- 
ten Coordinatensystcmo , das  den  früher  hervorgehobenen  Bedin- 
gungen entspricht  Den  ersten  beiden  der  dort  aufgezählten  Forde- 
rungen genügt,  wie  leicht  ersichtlich,  das  elliptische  Coordinaten- 
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System,  in  welchem  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene  durch  die  Para- 
meter zweier  confocaler  Kegelschnitte  bestimmt  wird.  Leider  verträgt 
es  sieb  nicht  sonderlich  mit  den  letzten  beiden  Bedingnngen.  Immer- 
hin aber  kann  es  als  Ausgangspunkt  dienen,  und  es  wird  der  Versuch 
za  machen  sein,  durch  Einführung  gewisser  Functionen  der  ellip- 
tischen Coordinaten,  als  neuer  Coordiuateu  (so  dass  die  genannten 
ersten  beiden  Eigenschaften  erhalten  bleiben)  auch  eine  bequeme 
Logarithmenentwicklung  etc.  zu  ermöglichen.  Wir  schlagen  hierzu 
folgenden  Weg  ein: 


1)  Auffindung  und  Transformation  der  Differential- 
gleichung dU=  0. 

Es  wäre  nicht  geschickt  die  Gleichung  d U — 0 aus  der  für  recht- 
winklige Coordinaten  bekannten  abzuleiten.  Gegenwärtig  ist  die  directe 
Ableitung  vorzuziehen. 

Seien  zu  diesem  Zwecke  in  Figur  5.  und  A,  die  Parameter, 
welche  den  Punkt  A characterisiren;  die  ihnen  zugehörigen  Kegel- 
schnitte in  Verbindung  mit  denen,  die  die  Parameter  Aq-J- rfA0  und 
1,-f-rfA,  besitzen,  schliessen  das  rechtwinklige  Fliicheuclemcnt  AliC'D 
ein.  Wird  der  elliptischen  Platte  ein  elektrischer  Strom  zugeftthrt, 
so  ist  das  durch  AD  während  der  Zeit  dt  tretende  elektrische 
Quantum: 

SU 

M *=  — xi  -r^.AD.dt 

AU 


Nun  ist  nach  Hesse’s  Vorlesungen  über  analytische  Geometrie 
des  Raumes  (2.  Aufl.  S.  290.)  ein  beliebiges  Bogeuelement  de  dar- 
gestellt durch: 


15) 


de * 


*o — 
4 


wenn  zur  Abkürzung 


f At*  ” («+Ao)(*+Ao) 

b)  \ -v  = («+Ai)(*+A) 


gesetzt  wird  und  <»,  b die  Parameter  der  Grundcllipse  sind.  Im 
Speciellcn  findet  sich  demgemäss: 


Es  wird  also: 

i 
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a)  M £.«*■.* 

und  wenn  wir  A,  -(-  dA,  an  die  Stelle  von  A,  treten  lassen,  ergiebt  sich 
fttr  die  durch  BC  anstretende  Elektricität: 


ß)  M' 


’h  SE 

A>  SAj 


dko  dt 


Schliesslich  folgt  ans  «)  und  ß): 


»ftf.g) 

y)  M—  M'~  nt.  --1- . dA0 d A, dt 

In  ganz  der  nämlichen  Weise  resultirt  für  die  in  der  Figur  5. 
angedeuteten  Mengen  N und  2V': 


8(h.dE) 

6)  N—N'^xf.-^^^-.dljdlodt 

Gegenwärtig  berechnet  sich  mit  Leichtigkeit  der  Gesammtgewinn 
G — (M — — N')  des  Flächenelements,  durch  dessen  Noll- 
setzung  die  gesuchte  Differentialgleichung: 


hervorgeht.  Da  L0  unabhängig  von  A1,  Lt  unabhängig  von  A<,,  so 
kann  mau  dieser  Differentialgleichung  auch  die  Form  geben: 


17) 


0 


Rücksichtlich  der  Bedeutungen  von  L$  und  Lx  hat  diese  Gleichung 
keine  einfache  Form.  Wir  wollen  versuchen  ihr  durch  Einführung 
neuer  Parameter: 

V = *7  (Aj),  *-*(Ao) 

eine  bequemere  Gestalt  zu  verschaffen.  Denken  wir  uns  diese  neuen 
Variabein  snbstituirt,  zunächst  etwa  tj  für  A,,  so  wird  offenbar: 

dU  _ 8U  8t) 

SA, 

Könnten  wir  nun  tj  — ij(A,)  bestimmen,  dass: 
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a) 


C 


würde,  wo  C eine  Constante  bedeutet,  dann  erhielte  das  erste  Glied 
der  Differentialgleichung  17)  eine  sehr  einfache  Gestalt 

Die  durch  die  Differentialgleichung  a)  charakterisirte  Function 
lässt  sich  glücklicherweise  leicht  angeben.  Es  folgt  nämlich  aus  a) 
mit  Rücksicht  auf  16)  sehr  einfach: 


V 


*i) 


-f-  Const 


Nun  liegt  nach  Hesse  (a.  a.  0.  S.  282.)  der  Wert  des  Parameters 
1,  immer  zwischen  — o und  —b  und  wir  dürfen 


a-V 

setzen.  Gegenwärtig  lässt  sich  die  Integration  leicht  ausführen  und 
erhält  man  für  C ■=»  — $ , Const  *=*  k : 


18)  2t,  ~ arccos  + 

oder  amgekehrt: 

ih'i  / °+*i  = («  — *)cos*tj 
' ( = — (a — 6)sin*i; 

Bei  der  ganz  analogen  Bestimmung  der  Function  9(1^)  ist  zu 
beachten,  dass  nach  Hesse  (a.  a.  0.  S.  282.)  immer  zwischen  —b 
and  ec  enthalten  ist.  Es  ergeben  sich  dann  die  Gleichungen: 

f «+*o  — («—  &)cos*i0 
' U+*o  — (•—  J)sin*.0 


wo  i die  imaginäre  Einheit  bedeutet 

Führen  wir  die  jetzt  gefundenen  Coordinatcn  wirklich  ein,  so 
wird  die  Differentialgleichung  17)  in  die  Normalform: 


transformirt 


20) 


S3U  d*U 

00* + 8* j* 


= 0 


i)  Entwicklung  des  Logarithmus  der  Entfernung  zweier 
Punkte  im  Coordinatensystem  der  9 und  rj. 

Wie  wir  schon  früher  fanden,  lässt  sich  zunächst  in  rechtwink- 
ligen Coordinaten  die  Entfernung  der  Punkte  *,  y und  ar»,  y*  dar- 
steUen  durch: 
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a)  £**  — [(* + iy)  — (a*  -f  «y*)]  [(*  — «y)  — — iy*)] 

Von  den  rechtwinkligen  Coordinaten  gelangen  wir  nun  zu  den  ellip- 
tischen (Hesse,  a.  a.  0.  S.  282.  Formel  10.)  durch  die  Substitutionen : 

* “ a — b 

, (A+ioHft-M,) 

» = — lzla — 

oder  mit  Rücksicht  auf  18')  nnd  19): 


| a+*y  = Y» — i.cos(jj-f-t&)  oder: 
t z — iy  = Va  — 4.cos(»; — i9) 

Mithin  wird  gegenwärtig: 

a')  Et*  = (a—b)  [cos(»;-)->&)  — cos(»7*-(-*^*)]  [cos(»j— i9)  —cos (»7* — $&*)] 

Durch  Einführung  von  Eiponentialgrössen  findet  sich  nun  weiter  nach 
elementaren  Transformationen: 

cos(i}-t-i&)  — cos(i]k-|-i9t)  = $«*+<?  {1  — x 

jl_e-(ö  + tfik)-itV+^Jt)} 

cos(»/  — «#)  — eos(ij* — i&k)  = 1 1 — e-(tf+^»)+«U+Vj)  J x 

{1—  e— <*  - **)+<(»—»*)  | 

Demgemäss  ergiebt  sich  jetzt: 

lg£V“  lg  (“.c2tf)  + lg(l-c-^-^)-ff-V)  +lg(l— V-Cs  4 vk)) 
-f-lg(l — e- <Ä+tf»'+d’+^i))  — |— lg(l — e-($-^)+i0i4  vp) 

Ist  nun  9 > 9k 

so  sind  dio  reellen  Teile  der  in  den  Klammern  stehenden  Exponential- 
grössen  < 1 und  wir  können  die  vorkommendon  Logarithmen  in  der 
bekannten  einfachen  Weise  entwickeln. 

Es  findet  sich  zunächst : 


lg  Ek*  - lg  . e2*)  - 2$  l ar-X# 4 »»>  { 


k>  -f-  e-n,(’!+'ik)  ’ 


_ 21 1 e-H, j + | 


und  nach  leichter  Umformung: 
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22) 


— cos  ii?;* 


-h$  — e~H9k)  sinnij  sin  nijt 


3)  Bestimmung  der  Function  V. 


Berechnung  von 


dV 

d& 


Auch  gegenwärtig  setzen  wir: 


23, 


wo  unter  Ei  die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  von  der  Zu- 
leitungsstelle nt  verstanden  wird.  Behufs  späterer  Verwendung  be- 
0 V 

rechnen  wir  jetzt  ^ für  9 — 90,  wenn  90  der  Parameter  der  Rand- 

ellipse  ist  Für  solche  Puukte  ist  9 > 9t  und  mithin  die  Entwick- 
lung 22)  verwendbar.  Somit  wird  aus  23): 

!V  — — £ 'Jrcxt  n e~"9  (e"9i  -}-  e~MSt)  cos  ni]  COS  »ijt 

+ ^ -e_,,,,(eM’’t  — e_"tft)8innij8in«»ji]  -j-  Const 

i n 


Gegenwärtig  folgt  ohne  Mühe: 

aT 


b) 


c9 


Ei  e~  (cu9t  -|-  «~Btfi)c08MijC08nt;t 


-f  2e~"*' 
1 


(e”'9i  — e~"&i)  sinn»;  sinnet] 


4)  Bestimmung  der  Function  W. 

Es  ist  leicht  zu  bemerken,  dass 

Cei"tfcos»»j  und  C,  et"*  sin  nt; 

particulärc  Lösungen  der  Differentialgleichung  20)  sind.  Derselben 
tot  deshalb  auch: 

24)  W'—  Ei  2J^4^[G«.l(e"5-f•*_"tf)C0Sn^-f-^«^(e"i,  — «-"^)sinnij] 

Genüge.  Dieser  Ausdruck  erfüllt  auch  die  Stetigkeitsbedingungen, 
wie  C.  Neumann  im  59.  Bande  des  Crelle’scheu  Journals  (in  der  Ab- 
handlung „Ueber  die  Integration  etc.“)  streng  uaebgewiesen  hat. 
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Die  genannten  Coefticienten  bestimmen  sich  durch  die  Bemerkung, 
dass  für  den  Rand 

3 W 3V 
3n  3n 

oder,  wie  man  leicht  erkennt: 

3W  3V 
3»  = 3» 

sein  muss.  Nun  ergiebt  sich  vermittelst  24)  leicht: 


c) 


U“  £i^it  Ncosrn, 

+ % . n («“*«  €-"*•)  sin  nij] 

l 


wenn  wieder  d0  der  Parameter  des  Ellipsenrandes  ist.  Eine  Ver- 
gleichung der  Reihen  b)  und  c)  ergiebt  gegenwärtig  sehr  einfach: 


d) 


Cujt  — 


2e~"g°CQ8  nidt  cos  niji 

n(e*#o  — e~H^o) 


„ 2e  -»*«  i sin  nidt  sin  nrjt 


wenn  gleichzeitig  gewisse  Exponentialgrösseu  durch  trigonometrische 
ersetzt  werden.  Die  Substitution  dieser  Werte  in  24)  ergiebt  nach 
einigen  leichten  Umformungen: 


25) 


"'=*a2Ss[Jf 

CD 

—Z 


e~n^o 

n („»fl, c M ju)  CO 8 ni&k  COS  nid  C08n  tji  COS  n IJ 

1 

ll^c--*ll  1 sin  ni9t  sin  nid  sm  nij»  sin  wjJ 


5)  Transformation  von  W.  Bestimmung  des  Potentials  U. 


Wir  setzen  in  25)  den  echten  Bruch: 

26)  «-s*.  = q 

und  überzeugen  uns  dann  leicht  von  der  Richtigkeit  der  Umwandlung: 


25') 


f.  tf—q** 

i «(!-«*•) 


COS  nidk  cos  nid  COS  ntji  COS  n t] 
sin  nidt  sin  nid  sin  ntji  sin  nijj 
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aus  der  leicht  gefolgert  wird: 

ic— *1  ] 

wenn  die  beiden  Cosinus-  resp.  Sinusprodukte  vorübergehend  mit  C 
und  S bezeichnet  werden.  Elementare  Rechnungen  liefern: 

4 ( C- f-  S) = 2 {cos  w (#  -{-  #i)  cos  n (tj  -f-  »;*)  -j-  COS  n»  (d  — cos  n ( ^ — ij*)} 
4 (C — jS>> =2  {cos  m (tt-f-tti)  cos  n (r/  — rjk)  -f-  COSm  (&  — 9k)  cos  n (»?-{- »;i)I 

Und  wenn  jetzt  allgemein  zur  Abkürzung: 

27)  iy-|-»$=a),  tj  — i9  = tu' 
gesetzt  wird,  so  folgt  weiter: 

4(C-(-/S)  = COSn(o>-f-u»t)  -|-C0Sr»(ia'-}-aJt')-{-C08n((a — a>*)-|-COSn(ü)' — ut') 
4 (C—S)  = coS7»(o3 — co*')  -f-  COSn(w' — m)  4~COSn(o)-(-tOi')-j-COS«(to' — cm) 

Nach  Substitution  dieser  Ausdrücke  besteht  W aus  8 Summen,  von 
denen  jede  einzelne  nach  11)  und  12)  sich  leicht  summiren  lässt. 
Es  wird  dann  schliesslich: 


2b") 


\ +& 


w—n  [te  H (f  (« + «*>)  • ■ * (f  <• » ~ “*>) 
+ ( § (°> '+«*' ’))  • H -»*' ’)) 

4 lg«  (f  <•  + •*')).  ®(f  ( — ■*'>) 

+ig«  (§(“'+ «*))  «(~(M'— ®*))J 

Jk  . . o)+o»i  . a — cok,  ß»'+(»i'  . u' — a>k'  , 
|^lgsin-4j~  sin— sin  — jj—  sin  — ^ f-const 


Fassen  wir  im  letzten  Gliede  das  Produkt  je  zweier  Sinus  zusammen 
und  verwandeln  es  in  die  Differenz  zweier  Cosinus,  bo  erhalten  wir 
nach  Restitution  der  unter  27)  eingeführten  Abkürzungen: 


Jk  , . m+m  . (o—m  . a>'+»i'  . o)' — 0 >*' 
Ä 4n*f  8m  ~2~ 8ln  2 8m  2 8ln 


— -2*  2^— lg{c08(iH-*^)— cos(»jH-*^*)I  {cos(ij— i»)— C0S(»JJk— 10*)} 
d.  h.  — V 
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wie  ans  23)  und  a')  unmittelbar  gefolgert  wird. 

Gegenwärtig  gestaltet  sich  die  Bestimmung  des  gesuchten  Potentials 
U V — W 

sehr  einfach.  Aus  25")  in  Verbindung  mit  28)  und  23)  folgt  nämlich: 

u - Zk  [lß  H (£ 1 + (oi})  ■ H (f ( 1 « - *k)) 

+ lg  H (£(“'+ "**'))  • H “*')) 

+ lg  6 (f  ( » + «.*'))  .»(§<«—  «*')) 

+ lg  © (f  (»'+«*>)  • ö (f  (»'  - •*>)] 

-f-  Const 

Anmerkung.  Durch  die  Formeln  14)  und  29)  sind  gleichzeitig 
die  beiden  Probleme  erledigt,  die  sich  auf  die  Kugelcalotte  beziehen, 
wenn  diese  einmal  von  zwei  excentrischen  Kreisen,  ein  zweites  Mal 
von  der  Schnittcurve  eines  elliptischen  Kegels  begrenzt  wird,  dessen 
Spitze  im  Gegenpole  P'  (vergl.  Figur  1.)  der  Calotte  sich  befindet 
Man  bat  nur  nötig  in  den  erwähnten  Formeln  an  Stelle  der  Punkte 
r,  tp  die  entsprechenden  Punkte  r,  cp  treten  zu  lassen.  Dieser  Ueber- 
gang  wird  durch  die  Formeln  28)  im  I.  Hptabschn.  leicht  vermittelt. 


D)  Nachträge. 


Die  Lösungen  der  unter  B)  und  C)  im  zweiten  Hauptabschnitt 
behandelten  Probleme  sind  einer  zwar  analytisch  umständlichen,  je- 
doch geometrisch  sehr  anschaulichen  Umgestaltung  fähig,  die  wir  hier 
kurz  besprechen  wollen. 

1)  Ad  B. 


Unter  8)  fanden  wir,  die  Lösung  des  Problems  für  ringförmige 
Begrenzung  betreffend: 


8) 


Nun  ist  durch  leichte  Reihenentwicklung: 
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e~2yi0k  4- 

— ' p-m( a-s.)  = 

ÄMi * ^: 

= (*-*»»*  _j_  e--2n#t  fl  — #„)  _j_  1 

= «-"(*+  **-20. i -)-  e-«(.'>+tfl.-2»u+2(.'»1-i>u))  _ _ 

-j- -f- ... 
und  analog: 


-2iiiV0  ß—'2u0% 


.C“**(V*>  =■ 


= e-»i(2.9,-»Jt-ö+2.tf1-aü)) _j_  _ 

-|-  e-"(^-^+2(# ,-»„))  _j_  ,-»0)>  -f- . .. 

% 

Die  Substitution  dieser  Entwicklungen  in  8)  verwandelt  8)  in  eine 
unendliche  Doppelreihe,  die  nach  Yerticalcolonnen  angeordnet  bei- 
spielsweise das  folgende  Glied  enthält: 

T = 2 e“"  at a*— Sfl«l  . cos»<  (w  — cok) 

i 

Wird  kurz  gesetzt: 

2&0-&t  = ©„t 

so  ist  vorerst  zu  bemerken,  dass  0j,i  < 90  mithin  auch  8„*  <9 
ist  Demgemäss  reprftseutirt  T nach  4)  im  Wesentlichen  den  nega- 
tiven Logarithmus  der  Entfernung  der  Punkte  ft,  w und  ©,.*,  cot. 

Analog  verhält  es  sich  mit  den  übrigen  Verticalreihen  der  un- 
endlichen Doppelreihe. 

Bezeichnen  wir  gegenwärtig  die  Entfernung  des  Punktes  &,  u> 
von  den  Punkten: 


2d0  — ■&*— 2(nt  — l)(d, 

*o>, 

o n 

kurz 

durch 

E’m.k 

&k— 2m  (&,—■»„), 

(Ok 

yy 

E"m.k 

2&1—dk+2(m—l)(»1 

~»o). 

Uk 

yy 

yy 

E’m.k 

&k-}~2m(&1  — &u), 

COk 

yy 

y* 

If”m.k 

so  nimmt  W die  Form  an: 

\v^-£k  £•„,  ]g  E'm.k  E"m.k  //'ml //"ml -f  Const 

nnd  es  wird  mithin: 


ß)  U = £* 2nxi  lg  A"miE"wi  //'mi//"mi]-f- Const 

T.ll  LI.  17 
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Die  Lage  der  durch  a)  charakterisirten  Punkte  lässt  sich  leicht  an- 
geben. Bezeichnen  wir  die  den  Entfernungen  £«,*,  •••  entsprechen- 
den Punkte  mit  den  bezüglichen  kleinen  Buchstaben,  so  können  wir 
sagen : 

a)  Sämmtliche  em,*  und  Tjmjt  liegen  auf  dem  durch  er*  gehenden, 
die  Randkreise  orthogonal  schneidenden  Kreise,  mit  a*  auf  derselben 
Seite  der  Centrale;  denn  wie  aus  «)  ersichtlich  besitzen  sämmtliche 
Punkte  den  Parameter  tu*. 

b)  Die  Punkte  e liegen  ausserhalb  des  äusseren,  die  Punkte  fj 
innerhalb  des  inneren  Randkreiscs,  denn  es  ist  nach  a)  sowohl: 

2#,  — 9k  -j-  2 (m  — 1)  (#,  — 90)  als  auch  th-f-2m(t>,  — $0) 
stets  > 9 , 

und  sowohl  • 

2 90  — 2(m  — ].)({»,  — 90)  als  auch  9k  — 2m(91—  90) 
stets  < 90 

Beachten  wir  noch,  dass  in  ß)  einzelne  der  Stromstärken  Jk 
wegen  Ek  Jk  = 0 negativ  werden,  so  können  wir  den  gefundenen  Satz 
so  aussprechen: 

„Treten  an  den  Stellen  er*  einer  von  ex cen trischen 
Kroison  begrenzten  ringförmigen  Fläche  elektrische 
Ströme  ein  resp.  aus,  so  lässt  sich  die  resultircnde  elek- 
trische Spannung  für  jeden  Punkt  dieser  Fläche  als 
Logarithmus  eines  Quotienten  von  Entfernungen  dieses 
Punktes  von  gewisseu  Punktsystemen  darstellen.  Letz- 
tere befinden  sich  auf  den  durch  die  Zuleitungsstellen 
c*  gehenden  Orthogonalkrcisen  mit  o*  immer  auf  der- 
selben Seite  der  Centralen,  teils  ausserhalb  des  äusse- 
ren, toils  innerhalb  des  inneren  Randkreiscs.“ 

Wie  sich  dieser  Satz  im  Falle  coucentrischer  Kreise  modificirt, 
ist  leicht  cinzusohcn.  Ebenso  lässt  sich  derselbe  leicht  auf  das  ent- 
sprechende Calottenproblcm  übertragen. 

2)  Ad  C. 

In  fast  wörtlich  derselben  Weise  lässt  sich  der  unter  25)  für  das 
Ellipseuproblem  gewonnene  Ausdruck  in  eine  anschauliche  Form 
bringen. 

Wir  dürfen  uns  daher  mit  der  Angabe  des  Resultats  begnügen. 

Zu  diesem  Zwecke  nennen  wir  die  Entfernung  des  allgemeinen 
Punktes  9,  tj  der  Reihe  nach  von  den  Punkten: 
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Vk 

kurz  E‘m,k 

(4m  -|-  2)  &0  — &k, 

V * 

„ Ef'm.k 

4m&0  — &k , 

— t]k 

„ It'm* 

(4m  4 2)  #0  + ^*1 

— V * 

„ H"».k 

und  erhalten: 

«)  W~-Zk  I»  lg  £"*jk  k+  Coust 

Demgemäss  wird  gegenwärtig: 

f)  U*=  £l  2^*xi  >8  A*  + £i  £-  | lg E"m,k  H'm, * «V*  + Const 

Verstehen  wir  unter  «t,m  und  analog  wie  vorhin,  die  den 
Entfernungen  £«,.*  und  entsprechenden  Punkte,  so  lässt  sich 
deren  Lage  auch  hier  leicht  angeben.  Sio  liegen: 

a)  säinmtlich  auf  der  durch  «*  (Figur  7.)  gehenden  confocalen 
Hyperbel;  denn  sie  haben  nach  y)  säinmtlich  den  Parameter  + »;t. 
Jedoch  liegen  die  eit,m  mit  nt  auf  derselben,  die  yjt.m  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite  der  Hauptachse,  da  erstere  den  Parameter  4*?*» 
letztere  den  Parameter  — jjt  besitzen*). 

b)  sic  liegen  ohne  Ausnahme  ausserhalb  der  Ellipse,  wie  man 
ans  y)  leicht  ersieht. 

Der  durch  5)  ausgedrückte  Satz  lässt  sich  hiernach  leicht  in 
Worte  fassen. 


III.  Hauptabschnitt 

Strömung  in  einer  ron  einer  sphiirischen  Ellipse 
begrenzten  Calotte. 

Ist  die  Calotte  von  einer  sphärischen  Ellipse  (d.  h.  von  dem 
Schnitte  eines  centralen  Kegels  2ter  Ordnung  mit  der  Kugelfläche) 
begrenzt,  so  empfehlen  sich  als  Coordinatcn  vorerst  die  elliptischen 
Kugelcoordinaten  (cf.  Hesse  a.  a.  0.  Seite  315).  In  diesem  System 
wird  irgend  ein  Punkt  der  Kugel  durch  die  Parameter  A,  und  As 


•)  Die  Bedeutung  des  negativen  Parameters  t/k  folgt  leicht  aus  der  geo- 
metrischen Interpretation  desselben,  nach  welrhcr  r/  die  sogenannte  exccntrische 
Anomalie  ist. 


17* 
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zweier  confocaler,  sich  orthogonal  schneidender  Kegel  2.  0.  bestimmt, 
die  ihre  Spitzen  im  Mittelpunkte  der  Kugel  haben. 

Die  folgende  Untersuchung  wird  zeigen,  dass  dies  Coordiuaten- 
system  für  uuseru  Zweck  zwar  nicht  vollständig  geeignet  sein  wird, 
dass  aber  doch  mit  leichter  Mühe  aus  demselben  eiu  passendes  ab- 
geleitet werden  kann. 


A)  Bogenelement  in  den  elliptischen  Kugelcoordinaten  und 
T ransformation  desselben. 


Für  die  Ebene  giebt  uns  die  allgemeine  Formel  15)  im  vor. 
Abschn.  das  Bogenelemcnt  dx  in  clliptischeu  Coordiuaten  zu: 


1)  = ^ 


i rfV 
4 W 


welche  Formel  sich  durch  Einführung  der  &,  rj  Coordiuaten  ver- 
mittelst der  Relationen  18)  und  19)  des  vor.  Abschnitts  umwandelt  in: 

2)  ds*  = tf) 


wenn  zur  blossen  Abkürzung  gesetzt  wird: 

f(&,  7/)  — ° (cos — COS*»)) 


In  ähnlicher  Weise  hat  man  für  ein  Bogenelemcnt  im  Raume  in 
elliptischen  Raumcoordiuateu  (Hesse  a.  a.  0.  Seite  313.  Formel  49.) 
den  Ausdruck : 

. v»  p < __  _ J ''V  __  _j_ 'V  __  \ 

aus  dem  man  leicht  das  Bogenelcmeut  der  Kugelobertläche  in  ellip- 
tischen Kugelcoordinaten  findet,  wenn  mau  A0  = const  = Kugelradius 
setzt  und  den  auf  bekannte  Weise  durchzuführenden  Ucbergang  (Hesse 
a.  a.  0.  Seite  316  u.  f.)  von  den  elliptischen  zu  den  elliptischen  Kugel- 
coordinaten vornimmt. 


Es  findet  sich  für  eiu  Bogenelemcnt  tla  der  Kugeloberfläche: 


o\  ,at ^a)  t dli* 

3)  da*=  4 


wo  r den  Radius  der  Kugel.  A„  As  elliptische  Kugelcoordinaten  be- 
deuten und  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 


i Af*  = (oü-j-  !*)(«,  -f-  Ajl  («*-}-  AÄ) 
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Um  das  sphärische  Bogenelement  unter  3)  in  ähnlicher  Weise 
zu  vereinfachen  wie  das  ebene  unter  1)  fuhren  wir  durch  die  Glei- 
chungen : 


5) 


4A, 

Ä 


1 


, <lr  und 


llk , 


1 

cda 


wobei  C eine  Constaute  bezeichne,  an  Stelle  von  A,  und  A,  zwei  neue 
Parameter  t,  w ein.  Ist  dann  <p(t,  w)  eine  vorläufig  nicht  näher 
anzugebende  Function  der  Parameter  r und  w,  so  nimmt  das  sphä- 
rische Bogeuelcment,  wie  leicht  erkannt  wird,  die  einfache  Gestalt  an : 

6)  rfö*  =■*  <p( t,  w)  { f/T*  — |-  rfto2) 


Lassen  wir  nun  gegenwärtig  den  Punkten  t,  o der 
Kugeloberfläche  Punkte  &,  tj  der  Ebene  in  der  Weise 
entsprechen,  dass 

7)  O = r,  tj  = u> 


entsprechende  Punkte  sind,  so  ergiebt  sich  für  das  Verhältniss  zweier 
entsprechender  Bogenelemente  nach  6)  und  2): 

81 

woraus  man  erkennt,  dass  unter  Anwendung  des  Correspondenzgcsetzes 
unter  7)  die  Punkte  der  Kugeloberfläche  conform  in  die  Ebene 
abgebildet  werden. 

Die  weitere  Untersuchung  soll  zeigen,  dass  dasselbe  Correspondenz- 
gesetz  die  sämmtlichen  Punkte  einer  sphärischen  Ellipse  in 
eine  ebene  Ellipse  conform  abbildet. 


B)  Nähere  Angabe  der  neuen  Parameter  r,  «.  Bestimmung  ihrer  Grenzen 
für  die  sphärische  Ellipse. 

Aus  der  ersten  Gleichung  unter  5)  folgt  mit  Rücksicht  auf  4) 
unmittelbar : 

/dl.  . 

— tt-=  4-  Const 

V — («o  4*^i)  <«a  — j—  Aj ) 

und  da  A,  immer  zwischen  — o,  und  — n,  liegt*),  so  darf 

A,  «=*  n,  — A, 


gesetzt  werden,  wodurch  t die  Gestalt  annimmt: 


Y 


Ä]  (** 


rfA,' 

— VH* 


V> 


-|-  Const 


*)  Vergl.  Hesse  s.  a.  O.  S.  St  6. 


Digitized  by  Google 


262 


11'«  l f : Ueber  den  Durchgang  des  elektrischen  Stroms 


wenn  vorübergehend  gesetzt  wird: 

°o_ “*  “ “>  ai~ ai  = *i  a~>f> 
Die  Substitutionen: 


und 


9)  **  = * = (stets  < 1) 

a a 0 — «s 

A/  = isin*qp  = («,  — a2)sin*qp 


bringen  schliesslich  das  Integral  auf  die  Normalform: 

vn 

r+y 


2 C 

V 


dg> 

Vl  — fc*  Bin*  qp 


wenn  y eine  fernerweite  Constante  bezeichnet. 
Umgekehrt  ergiebt  sich  gegenwärtig: 

V«  (r  + y) 

sinqp  = sin  am — ~%(j 


"\/  d . 

oder  wenn  für  ZI2C  = c ßcsctzt  ,mt^  für  <p  der  Parameter  A,  resti- 
tuirt  wird: 

10)  «j-f-A,  <=* — («i  — a,)  sin*  am  c(v-J-y) 


Hierbei  sind  c und  y vorläufig  nicht  weiter  bestimmte  Constanten. 

Durch  beiderseitige  Addition  von  tr,  — resp.  von  «0 — as  folgt 
rücksichtlich  9)  hieraus  noch  leicht: 


a,  -f  A,  = («!  — <*,)cos*ame(t-fy) 
«o+Ai  = («o  — “s)  z/*amc(r  + y) 


Eine  ganz  entsprechende  Behandlung  ist  der  zweiten  Gleichung 
unter  5)  angemessen.  Es  ist  nur  zu  beachten,  dass  A,  zwischen  — tr, 
und  — or0  enthalten  ist*),  worauf  die  successiven  Substitutionen: 

Aa  == — Oj  — Aj' 

A,' = («o — w1)cos*qp 

11)  k '*  = (stets  < 1) 

CTq 

sehr  einfach  liefern: 


(«o  + ^a  “=  («o  — Oj)8in*amc(w-fy') 

«i  + A*  = — («o  — ®i)  cos*  amc  (ö  + y') 
«*  + A,  «=»  — («0  — a,)z#*amc(oj-|-y') 


*)  Hesse  a.  a.  O.  8.  316. 
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wo  y'  eine  weitere  noch  nicht  bestimmte  Constante  ist.  — Besonders 
hervorgehoben  zu  werden  verdient,  dass  nach  9)  nnd  11)  die  Moduln 
der  elliptischen  Functionen  der  Argumente  x und  <o  verschieden  sind ; 
ihre  Quadrate  ergänzen  sich  zur  Einheit 

Was  gegenwärtig  die  Grenzen  der  Parameter  t,  oj  innerhalb 
einer  sphärischen  Ellipse  anlangt,  so  ist  zuvörderst  zu  bemerken, 
dass  für  die  sphärische  Ellipse  der  Parameter  1,  zwischen: 

A,°  *=  — er,  und  1,'<C — “* 
der  Parameter  As  dagegen  innerhalb 

A,0  = — e,  und  As'  = — o0 

variirt  *).  Heissen  daher  r0  und  r,  die  neuen  Randparameter,  so  er- 
giebt  sich  aus  10): 

sin8aroc(r0+y)  — 1 

ff  4-A  r 

Bin*<mc(T, -f-y)  * — 

v 1 1 ' er,  — er, 

Kommen  wir  jetzt  überein  die  kleinsten  sich  hieraus  ergebenden 
Parameterwerte  zu  acceptiren,  so  folgt: 


1 ro  = 0 

14)  i *+?■ 

( T»  “ c 


wenn  y = — — gewählt  wird,  wo  K die  bekannte  Jacobi’scho,  und  e 

eine  vorläufig  unbestimmte  Constante  bezeichnet;  überdies  aber  zur 
Abkürzung 


, d(P  nin-  “s  + V 

• / Vl — £*sinV  “1  — °* 


bedeutet. 

In  analoger  Weise  bekommt  man  aus  12): 


sin^<mc(w0-^-y,)  — 0 
sin*<mc(a>,  -f-y')  = 1 


wenn  «b0  und  w,  die  Randwerte  des  neuen  Parameters  w sind;  es 
folgt  hieraus  sofort: 


15) 


®o  = 0 
0),  = 2 n 


*)  Hesse  a.  a.  O.  S.  316.  Formel  61. 
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sobald  gewählt  wird: 


— 0 


C)  Zurückführung  des  Strömungsproblems  für  die  sphärische  Ellipse 
auf  das  der  ebenen  Ellipse. 

Die  unter  14)  und  15)  gefundenen  Grenzwerte  der  Parameter 
r,  co  lassen  erkennen,  dass  die  durch  das  Corrospondenzgesetz  7)  in 
der  Ebene  der  gewöhnlichen  elliptischen  Coordiuaten  9,  rj  (den  sämmt- 
licheu  Punkten  der  sphärischen  Ellipse  entsprechend)  gefundenen 
Punkte  innerhalb  einer  Ellipse  liegen,  dass  somit  rücksichtlich  8)  die 
sphärische  Ellipse,  conform  abgebildet  wird  in  eine  ebene  Ellipse. 

Mit  Rücksicht  auf  den  von  Carl  Neumanu,  Math.  Annalen  Bd.  10. 
S.  509.  bewiesenen  allgemeinen  Satz  (vergl.  II.  A.)  ergiebt  sich  gegen- 
wärtig sofort  die  Lösung  des  Strömungsprobloms  für  die  sphärische 
Ellipse,  da  wir  dieselbe  für  die  ebene  gefunden  haben.  Und  zwar 
ergiebt  sich  für  die  in  irgend  einem  Punkte  der  sphärischen 
Ellipse  herrschende  Spannung  U der  Wert: 


U — Zk  ~~ 
2nxe 


ig  //(f  (ft  + ft*)  ).//(*' (ft 


+ lg  //  (ft’  + ft'*))  . H (ft'  - ft'*)) 

+ lg  9 (*  (ft  -f  ft'*))  . 9 (ft  - ft’*)) 

+ lg  9 ( * (ft'  -f  ft*) ) . © (*  (ft'  - ft*) ) + Coust 

wobei  zur  Abkürzung  allgemein  gesetzt  ist: 

oj  -(-  fr  *=■  ft , co  — ix  — ft' 

und  t und  w nach  10)  und  12)  mit  Rücksicht  auf  die  Constanten- 
bestimmuugen  durch  die  Gleichungeu: 

"o+*i  = (“o  — •«f*)z#*amJJn(T— 2n) 

= (“o — «,)sin2am^-  co 

mit  den  elliptischen  Kugelcoordinaten  Zusammenhängen. 

Ausserdem  ist  K das  gauzc  elliptische  Integral  lster  Gattung  mit 
dem  ca  entsprechenden  Modul  k',  dessen  Wert  durch  11)  dargestellt 
wird. 
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XXI. 

Ueber  aufsteigende  Kettenbrüche. 

Von 

Herrn  Emanuel  Czuber 

in  Frag. 


Im  Jahre  1857  veröffentlichte  Prof.  Alfred  Kunze  in  Eisenach 
eine  dankenswerte  Schrift  „über  die  aufsteigenden  Kotten- 
brüche“ (Weimar,  Böhlau),  durch  welche  er  dieselben  in  den  mathe- 
matischen Elementarunterric  ht  einzuführen  beabsichtigte.  In  der  Tat 
fanden  sie  nachher  in  der  Aufgabensammlung  von  Dr.  E.  Heiss, 
sowie  in  dem  „Lehrbuchc  der  allgemeinen  Arithmetik“  von  Dr. 
C.  Spitz  einige  Beachtung.  In  neuerer  Zeit  hat  namentlich  Dr. 
S.  Günther  zur  Förderung  ihrer  Theorie  beigetragen.  (Man  vergl. 
dessen  Aufsatz  „Ueber  aufsteigendo  Kettenbrüche“  in  Schlömilch’s 
Zeitschr.  XXI,  3,  wo  namentlich  ihre  Darstellung  durch  Determinanten 
zur  Geltung  kommt.  Daselbst  auch  Litteraturnachwcise.) 

In  den  folgenden  Zeilen  soll  eine  directe  Entstehungsweise  der 
aufsteigendeu  Kettenbrüche  gezeigt  werden,  aus  welcher  sich  die 
wesentlichsten  Eigenschaften  derselben  leicht  herleiten  lassen. 

1.  Die  Logarithrairung  des  Radicals 


R 


V0iV— 

Yß,a 


Yß» 


Yßn 


führt  zu  dem  Ausdrucke 
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IR 


lßl  + 


«« 


Ißn 

an 


in  welchem  man  sofort  einen  aufsteigenden  Ketteubruch  erkeunt. 
Durch  entsprechende  Reduction  obigen  Wurzelausdruckes  erhält  man 
aber  andererseits 


,«M 

R = ...  ßK_l\ßH 

nnd  daraus 


IR  — — a'<  lßl  ~f~  a3(,<4  — ««ffif-f-  — ~l~  Ißn 

al,J*aS  °n 

Durch  Gleichsetzung  der  beiden  für  IR  gewonnenen  Ausdrücke  ge- 
langt man  zu  der  Gleichung: 


ißt  + fr* 


iß,  + 'V3 


iß  "rn 

l PS  •••  _ 


Ißn 

an 


(1) 


Setzt  man  nun 


lßl  *=  bi  Iß}  — Iß 3 — ^3  ...  Ißn  — bm 

so  ergibt  sich  nach  einfacher  Reduction  die  Gleichuug 


(2) 


i 

h+ii+°> 


bn 

an 


-‘-L-i*. h L 

o,  «,  o,  a1aiai 


ala8°3  — 


durch  welche  der  aufsteigende  Kettenbruch  in  eine  äquivalente  Reihe 
gewöbnlicher  Brüche  verwandelt  erscheint,  deren  BildungBgesetz  leicht 
zn  übersehen  ist;  die  Zähler  der  aufeinanderfolgenden  Glieder  sind 
die  Partialzähler  der  Kette,  die  Nenner  sind  Producte  der  Partial- 
neuner, jedesmal  vom  ersten  bis  zu  jenem,  dessen  Zähler  eben  be- 
trachtet wird.  Der  aufsteigende  Kettenbruch  drückt  also 
eine  Division  der  Partialzähler  durch  alle  unter  ihnen 
befindlichen  Partialnenner  und  eine  nachherige  Sum- 
mirnng  der  so  erhaltenen  Quotienten  aus. 


Da  die  Zahl  der  Glieder  der  äquivalenten  Reihe  mit  der  Zahl 
der  Kettenglieder  übereinstimmt,  so  wird  erstero  mit  der  letzteren 
zugleich  unendlich  und  die  Untersuchung  der  Convergenz  eines  un- 
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begrenzten  aufsteigenden  Kettenbruches  ist  zurückgeftthrt  auf  jene 
einer  unendlichen  Reihe. 

2.  Der  Wert,  welchen  r Glieder  der  Kette  vom  ersten  gezählt 
geben,  wird  der  rte  Näherungswert  genannt;  er  ist  ausgedrückt  durch 
die  r ersten  Glieder  der  Reihe.  Mau  hat  demnach,  wenn  mit  v1 
tr, ...  mv  die  aufeinanderfolgenden  Näherungswerte  obigen  Ketten- 
bruches bezeichnet  werden,  nach  Gleich.  (1)  und  (2): 


<Bi 


aj>  i 
«l«s 


aiai<h 


h I I ^8 

ai  ai  «* 


OjOj, ...Ori,  -(-  <»3«4 ...  Or6,  - j-  ... “f- <brbr  —\-\-br 

(0;  MV  = 

alaias...ar 


M 


br 


Aus  dieser  Zusammenstellung  ergibt  sich  leicht  die  rccurrente  Formel 


(4) 


8fZf — 1 -j-  br 

Nr  = ~~a7N^-T~  ’ 


wenn  unter 


Zr-l 
Nr- 1 


zwei  aufeinanderfolgende  Nähcrungsbrücho 


verstanden  werden. 


Unter  der  Voraussetzung,  dass  sämmtliche  Glieder  der  Kette 
positiv  sind,  wachsen  die  Näherungswerte,  so  dass 

«'s  < < «s  - < «S 

wobei  v den  wahren  Wert  bedeutet.  Auch  erkennt  man,  dass  der 
Unterschied  zwischen  dem  r — lten  und  rten  Näherungsbruch 

br 

0,0,03 ...  a, 

beträgt,  während  der  Abstand  des  letzteren  vom  Totalwert  durch  die 
Summo 

. , 

o,o,  ...  a,  +i  ‘ ■’*  ...  oh 

ausgedrückt  ist,  wenn  mit  dem  n>rten  Gliede  die  Kette  schliesst. 
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3.  Setzt  man  in  dem  allgemeinen  Kettenbruche  sämmtlichc  Zähler 
gleich  der  Einheit,  so  erhält  mau  den  gewöhnlichen  aufsteigenden 
Kettenbruch  und  die  ihm  äquivalente  Reihe,  nämlich: 


1 + I +•"*, 

+ a “8 

«2  — 


- H 1 — + — : 

rtj  ’ a, asa3 


letztere  ist  in  diesem  Falle  eine  sogenannte  Teilbrucbreihe  (nach 
Hei8),  jedes  Glied  derselben  ist  ein  aliquoter  Teil  der  vorhergehen- 
den. Die  recurrirende  Näherungsbruchformel  lautet  jetzt 

f5)  £'  _ arZr-i+l 

W Nr  arNr-l 


Für  den  Fall  z.  B. , dass  o,  = 1 und  die  übrigen  Partialnenner  die 
natürliche  Zahlenreihe  bilden,  ergibt  sich: 


.+H+ 


i ...- 


_ l.i.j  ,_i_.  , i 

— 1 .2*^*1. 2. 3"*" 1.2.3 


Setzt  man  Kctto  und  Reihe  in’s  Unendliche  fort,  so  convergirt  letz- 
tere gegen  die  Zahl  e,  so  dass 


i + J+S 

1 + 1 2 


wodurch  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystems  durch  einen 
gewöhnlichen  unbegrenzten  aufsteigenden  Kettenbruch  dargestellt  er- 
scheint. Allgemeiner  erhält  man: 


= e*. 


4.  Findet  bei  einem  Kettenbruche  beständige  Wiederholung  einer 
Gruppe  von  Gliedern  statt,  so  heisst  er  periodisch  und  die  sich  wie- 
derholende Gruppe  wird  Periode  ge  na  nut.  Beginnt  dieselbo  mit  dem 
ersten  Gliede,  so  spricht  man  von  einem  rein  periodischen  Ketten- 
bruch, fängt  sie  dagegen  mit  dem  r-j-lten  Gliede  an,  so  hat  die 
Kette  r Vorglieder. 
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Die  Ermittelung  des  Wertes  periodischer  aufsteigender  Ketten- 
brüche führt,  wie  sich  im  Folgenden  zeigen  wird,  auf  die  Summirung 
geometrischer  Progressionen. 


wird  demnach  sein  Wert  mit  i r„  bezeichnet,  so  hat  man 

,r"  “ + i + os  + - + J=i) 

und  nach  ausgeführter  Summirung  der  geometr.  Progression 


b a"  — 1 

(6)  = 


Es  erscheint  demnach  der  Wert  der  Periode  - mit  dem  Bruche 

a 

a"  — 1 

— T7 rr  multiplicirt , welcher,  wenn  «>1,  unecht  ist  und  bei 

fl"  ‘(fl 1J 

wachsendem  n an  Grösse  zunimmt.  Setzt  man  den  Kettenbruch  in’s 
Unendliche  fort  und  bezeichnet  daun  seinen  Wert  mit  ir,  so  ist 


= lim»-,,  = - lim r— 


, . 6 1 b 

(7)  d.  h.  tr  = = r 

a a — 1 a — 1 


Für  den  gewöhnlichen  Kettenbruch,  wo  6 = 1,  hätte  man 


Diese  Werte  sind  endlich  , sobald  a > 1 , so  dass  unter  dieser 
Bedingung  jeder  aufsteigende  Kettenbruch  von  eben  betrachteter  Form 
convergent.  Es  stimmt  dies  mit  der  Convergenzbedingung  der  geome- 
trischen Progression  iiberein,  auf  welche  die  Kette  zurttckgeführt 
wurde.  Man  hat  also  z.  B. 
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4_i_  * + ••• 

4+  +3 

3 ^ 


2 u.  s.  w. 


Hätte  die  Periode  r Vorglieder  gehabt,  so  dass 


. , * +t  -In> 

. ,h  + 5 " 

h + X «r  . 

«•„=■-  at  « Z>  r 

*i 

wäre,  so  führte  die  Reduction  auf  die  Reihe 

*«+A. .. . * (i  - 1 . 1 . . _1_\ 

o,  °ia*  0,0,0,...  Or  a1o,os...ar.a  \ ‘ a a*'"  'a*~r~lJ 

deren  Summirung 


n n~  1 1 n n . n 1 n n 


O j <lj  flj 


a,a4 ...  ar  ...  ar  a’ 


o»-r— 1 

(a  — 1) 


A,  . ba  , h*  1 b a 

tr  = — — -4-  ...  * ~ 7 

°i  ai ai  a^.ueOr  öjOj  ...  ar  a a — 1 

ergibt.  Mau  erkennt  hier  deutlich  den  Wert  der  Vorzifferu  und  den 
des  periodischen  Anteils  der.  Kette,  welcher  letztere  diesmal  — gegen 
den  früheren  Fall  — durch  das  Product  aller,  der  ersten  Periode 
vorangehenden  Nenner  dividirt  erscheint. 

5.  Der  zweigliedrig-periodische  Kettenbruch 


, i - 

b 4-  b*  + „ ° * 

+ u2  a* 

«i 

führt,  wenn  man  ihn  beim  2nten  Gliede  abbricht,  zu  der  Reihe 

^14.  A__i  _*i 1 h l +-A-. 

O,  1 0,0,  1 0,0,  .0,  1 0,0,.  0,0,  1 1 (0,0,)« 

Bezeichnet  man  ihre  Summe  mit  «*2«,  so  ist  nach  entsprechender  Zu- 
sammenfassung 
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WS» 


(-#  + j 

\<*i  «i <**/  \ 


1 4-  -i—  4-  — 1 — 


und  schreibt  man  für*  die  geometr.  Progression  den  geschlossenen 
Ausdruck,  so  wird 


(bi  b*  \ (Qig»)"— 1 

” \Oi  ' <hai)  («i°*  — 1) 

Hätte  man  2n-|-l  Glieder  von  der  Kette  genommen,  so  wäre  hiezu 
b. 

noch  ; ü — hinzuzufügen.  Wird  die  Kette  wieder  in’s  Unend- 

<z, 

liehe  fortgesetzt,  so  ist  dann  ihr  Totalwert 


(9) 


w *=  lim  ic2»  = 


(b!  i b*  \ . **1°* 

\<7,  0,0,/  ' 0,0,  — 1 


Dieser  ist  offenbar  endlich,  sobald  a,a,  > 1.  Wieder  ist  der  ein- 
geklammerte Ausdruck  der  Wert  der  Periode.  Man  erhält  beispiels- 
weise 


14.!  + - 
1 4.  2 

1 


3. 


6.  Durch  gleichen  Vorgang  findet  man  den  Wert  eines  unbe- 
grenzten i'-gliedrig-periodischen  Ketteubruches , wenn  mit  p kurz  der 
Wert  der  Periode  genannt  Wird, 


(10) 


Gift*  •••  G% 

«1  - — 


fr  — p 


..  u,  — 1 


und  die  Convergenz  knüpft  sich  an  dio  Bedingung 

gjrtföa  •••  > 1 

Man  erkennt  aus  dieser  Formel,  dass  bei  einem  vielgliedrig-periodi- 
ichen  Kettenbruche  der  Totalwert  dem  Wert  der  einfachen  Periode 
sehr  nabe  kommen  kann. 


Gehen  der  i-glicdrigen  Periode  r Vorglieder 


0, 

> 

«1 


bezeichnet  wieder  p den  Wert  der  Periode  und  v jenen 
glieder,  so  findet  man 


ßr 

— voran, 

Or 

der  Vor- 


dD  »c 


t.+ 

1 r»  r»  r 


l 


o,a,a,...or 


P 


0,0,  ...or 
' a,a, ...  a — 1 


darin  ist  bekanntlich: 
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V 


ft  -L  A i ...  _i A_ 

«i  1 1 «1«2...ar 


‘s+-t+- + 

/i  * st  /i  . • 


’i. 


a, 


7.  Kehren  wir  zum  Ausgangspunkt  unserer  Betrachtung  zurück, 
so  war  der  aufsteigende  Kettenbruch  der  Logarithme  einer  Wurzel- 
grösse. Dies  kauu  zur  Entwickelung  derartiger  Wurzelgrösseu  ver- 
wendet werden. 


Hat  man 


n -V  « 

«V 


aVa 


so  ist 


Ja  ... 

, . Ja  -| 

Ja  4-  « 

IR  = - ~ n 
» 


ein  unbegrenzter  periodischer 
gefunden  wurde,  so  dass 


Kettenbruch,  dessen  Wert  mit 


la 

u~i 


mithin 


d.  b. 


l l 

R = (e,<I),l_1  = a"-1 

n 

•y/  m n— 1 

aV a ...  = Va- 


Zu  dem  gleichen  Resultate  gelangt  mau  bekanntlich  mit  Hilfe  der 
Gleichung 

u 

VaR  — R. 

So  ist  beispielsweise 

» 

1 / * 

4>/4  ...  - V4  = 2 

y"a  ...  *=»  a 


2. 


Hätte  man  den  Wert  von 
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M 


zu  bestimmen,  so  würde  sich 


Ib 


a + *?  +„ 

in  _ la  + „ m 


als  unbegrenzter,  zweigliedrig-periodischer  Kettenbruch  ergeben,  desseu 
...  . (la  . U>  \ mn 

>Vert  mit  ^n—i  gefunden  wurde.  Hiernach  ist 


\7/i  7ii  n ) mn  — 1 

und 

5=3 : . lanh 

mn  — 1 

d.  h. 

l 

R t=s  — 1 

win— 1 

R = Vanb, 


derselbe  Wert,  der  sich  aus  der  Gleichung 

m 

V 

aVbll  = 11 

ergeben  würde. 


T*il  vx. 


I 8 
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XXII. 

Theoreme  sur  les  courbes,  dont  les  tangentes 
font  partie  d’un  complexe  de  droites  du  premier 

ordre. 

Par 

M.  P a u I Appell, 

Maitrts  du  Conferences  a l’Eeole  des  Haute»  - Etudes  de  la  Sorbonne,  ä Paris. 


„Si  les  tangentes  d’nne  courbe  gauche  font  partie 
d’un  complexe  lin£aire,  le  determinaut 


dx  dy  dz 
H — | <Px  dPy  cPz 
d3x  <l3y  d3z  ! 


relatif  4 cctte  courbe,  est,  4 une  factcur  constant  prds, 
le  carr6  du  dßterminant 


D — 


dx  dy  dz 
(Px  tPy  d*z 


p q r 


p,  q , r 6tant  trois  constantes.“ 


En  effet,  soit 

a{x— *o)  +%  ~ yo)+c(z— *o) 

+P(zyo—  y*b)  + 8(**0— ■ s^ol  + rfya-o— ^ *y0)  = 0 

l’6quation  du  complexe;  les  coordonuees  des  points  d’uue  courbe, 
dont  les  tangentes  appartieuneut  4 ce  complexe,  satisfont  4 l'equation 
differentielle 


Digitized  by  Google 


<r un  compUxr  de  droites  du  prtmitr  ortlre 


275 


(])  (qz  — ry-f-a)rfx-)-(ra; — Pz~\~b)dy~\-(py  — qx-\-e)dz  = 0, 

et  aux  dcax  autres  equations  suivantes,  qu’on  deduit  par  difterentiation 
de  l’equation  1), 


(2)  ( qz  — ry  -f-  a)d~x  -)-  (rx  — ]>z  -(-  b)il*y  — (py  — qr- f-  r)(fiz  — 0 

(3)  (qz  — ry  -(-  d)(fix  -f-  (rx — p:  -f-  h)(fiy  -\-(py — qx-\-c)d3z  — 

(rdy — qdz)(fix -\- ( pdz — rd:r)(fiy  -}-  (qdx — pdy)(fiz  =»  — D 

Ce)a  pose,  considerons  le  determinant 

qz — rjrf-a  rx—pz-\-b  py-qx-\-c  — ( ap-\-bq-\-cr ) \ 

0 0 

0 ü 

1 0 

et  multiplious  par  le  determinant  d le  detcrminaut  H ecrit  de  la 
maniere  suivaute: 

j dx  dy  dz  0 
(fix  (fiy  (fiz  0 ; 

^ I (fix  d3y  d3z  0 j 

\ Q V r 1 i 

En  faisant  lc  produit  Hd  par  la  rögle  connue  de  multiplieation  et 
en  teuant  conipte  des  relations  (1),  (2),  (3),  uous  avons: 


d = 


1 

0 

0 


0 

1 

0 


d’oü 


Hd 


0 0 —D  0 

dx  (fix  (fix  p 
dy  (fiy  (fiy  q 
dz  (fiz  (fiz  r 


Jld  = — D 


dx  (fix  p i 

dy  tfiy  q = — D*\ 

dz  (fiz  r ' 


mais  d et  6gal  ä la  constante 

ap-\-  bq-\-  cr\ 
D* 


donc 

H = 

ce  qu’il  fallait  demontrcr. 


ap-\-bq-\-cr' 


18* 
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XXIII. 

Zweite  asymptotische  Linie  einer  Regelfläche. 


Von 

R.  Hoppe. 


§.  1.  ßedingungsgleicbuug. 

Die  Gerade,  deren  Gleichungen 

x = 3-0+«k;  y = y0-(-Ju;  s = + (h 

und  deren  Richtungscosinus  a,  b,  c sind,  so  dass  der  Parameter  » 
die  Strecke  von  (xuyo3o)  bis  (xyz)  darstellt,  erzeugt  bei  Variation  von 
«,  ä,  c,  x0,  y0,  mit  einem  zweiten  Parameter  v eine  Regeltläehe, 
deren  eine  asymptotische  Linie  (d.  i.  Linie  der  Nullkrümmung  des 
berührenden  Normalschnitts)  sie  selbst  ist.  Die  andere  werde  gesucht. 
Wir  definiren  v durch  die  Gleichung 

d»*  = 0«2+ 0^+00*  (2) 

und  bezeichnen  durch  Accente  die  Differentiation  der  von  u unab- 
hängigen Grössen  nach  v. 

Mit  Auwendung  der  in  meiner  Flächentheorie  (T.  LIX.  N.  XVII.) 
erklärten  Bezeichnung  ist  nach  §.  28.  S.  264.  die  Bedingung  einer 
asymptotischen  Linie : 

L’  du*  -}-  2/<’du  de  -(-  (?  du*  = 0 (3) 

In  unserin  Falle  ist 


• I dx 

dx 

6*z 

1 du 

dv 

du* 

| Sy 

h 

d*y 

1 <71* 

i 

dv 

du* 

: 

d*z 

du 

dv 

du * 

i 
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Ft  = 


Gt 


wo 


M = 


cx 

dx 

ev 

1 

dv 

BuBv 

t n 

V 

h 

1 du 

8» 

Br 

B*g 

BuBo 

— — 

1 b 

b1 

yo' 

, 

dz 

8*3 

1 C 

e' 

r 

*0 

) 8u 

dv 

CuBr 

8x 

Bx 

8*x  , 

du 

Bo 

Bv* 

du 

h 

Pt 7 

0*7/ 

dv* 

— -j-  Mu 

Nu.* 

0: 

dz 

0*2 

! /0« 

dv 

dv* 

a 

*o' 

*o"  | 

a 

a' 

tt 

a 

b 

yo 

i/o"  ; 

;V  == 

b 

J' 

b" 

c 

ZQ 

2o" 

c 

c' 

c"\ 

« 

a 

*o"  i 

a a" 

*o' 

1 

b 

b' 

yo"  - 

- 

b b" 

1 

yo' 

i 

c 

cr 

V' 

i c c" 

*o' 

i 

i 

= — K 


(4) 


(5) 


gesetzt  ist.  Die  Gl.  (3)  zerfallt  wegen  E = 0 in  die  beiden: 

0o  = O-,  2F0u-f-<70e  = 0 

Die  erste  entspricht  der  Erzeugenden;  die  zweite  hat  in  Bezug  auf 
« die  Form: 


cu  L -)-  Mu  -|-  An2 
dv  2K 


(6) 


Von  dieser  ist  bekannt,  dass  sie  sich  auf  eine  lineare  Gleichung 
2.  Ordnung  reduciren  lässt,  ferner  dass,  wenn  eiuo  spcciclle  Lösung 
u = vorliegt,  das  allgemeine  Integral  mit  der  willkürlichen  Con- 
stanten  k in  der  Form 


« 


-+i& 


(7) 


dargestellt  wird.  Führt  man  diesen  Wert  in  Gl.  (6)  ein  und  erfüllt 
sie  unabhängig  von  A-,  so  ergiebt  sich: 
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also 


t)rs  M Nuq  Cr,  A'r., 

»äö»  2A'  ' k ’ dv  2K 


— 


e/Cb^)7. 


wo  e die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet. 


§.  2.  Darstellung  der  Flüche  in  asymptotischen  Parametern. 

Der  speciellen  Lösung  entspricht  eine  einzelne  asymptotische 
Linie.  Wir  kehren  nun  das  Problem  um,  nehmen  eine  beliebige 
Curve  «0  als  Leitlinie  der  Bewegung  der  Geraden  (I)  und  bestimmen 
letztere  so,  dass  «0  asymptotische  Linie  auf  der  erzeugten  Rogelttäcbe 
wird.  Bekanntlich  (s.  Flächcnth.  Satz  15.)  fällt,  die  Schmiegungsebene 
eiuer  krummen  asymptotischen  Linie  mit  der  Berührungsebene  der 
Fläche  zusammen.  Wir  haben  daher  die  Erzeugende  in  die  Schmie- 
gungsebene  von  *0  zu  legen.  Bildet  sie  darin  mit  der  Tangente  den 
Winkel  cp,  so  haben  die  Gl.  (1)  die  Form 

* — *o  + (/o  cos  qt  -f  /0'sin  cp)  n \ 

V = Sto  + (ffi  cos  <P  +2o'sin  9>)  « > (8) 

z = z0  -{-(Aocosfp-f-^'sing))«  * 

wo  fot  ffot  Richtungscosinus  der  Tangente,  g,/,  h0'  die  der 

Ilauptuormale  von  *0  bezeichnen,  also  v der  Krümmungswinkcl  von 
*0  ist.  Der  Fall  cp  = 0,  wo  die  Fläche  abwickelbar  ist,  muss  eben- 
deshalb ausgeschlossen  werdeu.  Bezeichnen  ferner  1$,  m,„  «o  die 
Itichtungscosiuus  der  Binormale,  &0  den  Torsionswiukcl  von  so 
erhält  mau  durch  Differentiation: 

8x 

5^  = fo  cos  <p  ~T~fo  Sin  cp ; etc. 

3x 

*=/o{*o'— tt(l  + 9>')sin(p|4-/0'M(l-f<p')cos<p  + /flu00'sin<pi  etc. 

Sind  p,  q,  r die  Richtungscosiuus  der  Flächonnormale,  so  findet  man 
durch  Determinanten  aus  diesen  Worten: 

pt  = /■0u#0'sinV — /0'M&0'siu<pcos(p-|-Z0  j«(l+<p')  — «</sin<p|  (9) 

etc.  Das  ist  für  u = 0: 

pt  — — «o'siu  cp ; etc. 

also  mit  Beziehung  der  Vorzeichen: 

p = + Z01  2 “ imo5  r = ± «o  i 1 = + »o'sin cp 
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Demnach  fällt  bedingungslos  für  jedes  tp  die  Schmiegungsebene  bei 
«„  in  die  ßerührungsebene,  und  #0  ist  asymptotische  Linie. 

Hieraus  folgt,  dass  u — 0 die  Gl.  (6)  befriedigen  muss.  Daher 
ist  L = 0,  «o  = 0.  Die  Gleichung  lässt  sich  jetzt  nach  Division  durch 
«s  in  der  linearen  Form 


a 
a i 


0 


M 1 


N 


" H"  2K  u + 2K 


= 0 


schreiben,  und  giebt  so  unmittelbar,  wie  auch  aus  (7)  für  «o  «—  0 
erhalten  wird: 


”4 

U==*  + f3 
1 /‘Möc 

vt  — K ; 


(10) 


Snbstituirt  man  diesen  Wert  für  u in  die  Flächengleichuugeu  (8), 
und  schreibt  u statt  1-,  so  werden  sie: 


x = xn-\- 


fo  cos  tp  +fa’  sin  cp  ^ 

U-f-Pj 


g0  cos  cp  -f-  gn'  sin  tp 
y = u+t-3 


s = Zo  • 


A„  cos  tp  4-  V sin  tp 

**4' «’s 


(11) 


Sic  stellen  dann  für  constantes  v die  erzeugende  Gerade,  für  con- 
stantes  u die  zweite  asymptotische  Linie,  überhaupt  also  eine  Regel- 
fläche in  asymptotischen  Parametern  «*,  v dar.  Aus  der  Herleitung 
gebt  hervor,  dass  der  Ausdruck  alle  windschiefen  Regeltlächen  in 
sich  begreift 

Es  bleiben  noch  die  Werte  von  K,  M,  N anzugeben.  Aus  (8) 
findet  man: 

3* 

gu  = /’0cos(p-f/-0'sing) 

Bx 

^ *=  /■oiV-«(l  + 9,')8in<pH-/0'u(l+9>')cos<p-fi0uV8inv 

a»x 

Ä = — f0  (1  -f  <P')  sin  tp  +/o'(l  + <P')  cos  tp  + *o  #o'sin  tp 
3 tx 

jp  = /ol«o"—  «*(14-  9>')*cos  tp  — tt<p''sin<p} 

4/o,l*o' — tt(l4-<P,)*siu<P4-«V'cos<p  — u&0'*8inip| 

4 A>  «*i  V(1  + V ) cos  tp  + O0"sin  tp ) 
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Dies  in  die  anfänglichen  Ausdrücke  (3)  (4)  eingeführt  giebt: 

Ft  = — »0,'O0'8in2g> 

cos  cp  — ii  (1  -f-  <p')  sin  rp  »" — utp"*Anrp 
Gl  = j sing;  ** ( 1 — qp f J co s qp  *0'-f-Mg)"cosg> — ?4(l0'äsiug> 

; 0 u&n'sin<p  «{^O'(l  + 2(p')cos«p — #0"sin g| i 

= «KV'V — *u  ^o”)  sin qo  — 2*0'&0'(l-f-  qp  )cosg>}sing> 
4-“s![^«"(l+<P')  — »oV"]  sing>4-[(l+g/)(l-}-2g>')-{-#(,':!sini'g)]cosg>j 
Demnach  ist 
K = «0'{VsinÄg> 

M=  {j»u"^0' — — 2*,/{>0'(l-{-g>')cotg)j  sin 8g> 

N—  l^o  &a  V [ sillgo  — }—  {( 1— |— qo')(  1— (— 2qp')  — f—  0-q' * siu2«y } C0S<)P 

woraus: 


Ff  *0” 
K - V 


" 

Ji  — 2(l-fg>')cotg> 
vo 


(12) 


-v  _ .!  f V 1+?' 

K sinip 

Jetzt  ist  nach  (9) 


-äin9  + (1  + ^(1  + V)^  + ^cosg» 


\ 

) 


® i/V 

i 1/  a~  > WO 

in  9 \ V 

/*  ®0e  (V 

v vv#0W 


oder 


( P ~ Q—fC0t(J  CV 


L+?; 

sin2g) 


tr 


. V 


sin  “(p 


~i_(i-i-<p,)(i-j- 

-}-ö0'*COtg>  | 


2g>') 


cos  qr> 
sin2  ge 


*/y?W£ä£)+*»-} 


Diese  Werte  sind  in  die  Gl.  (11)  einzuführen. 

Wir  haben  nun  zunächst  die  Fundamentalgrössen  der  Fläche  (11) 
für  asymptotische  Parameter  zu  berechnen.  Für  solche  ist  allgemein 
E = 0 G = 0.  Differentiirt  man  die  Gl.  (11)  mit  Anwendung  der 
in  (6)  gefundenen  Relation 

0 _!L«_  = A/ _ , *1(  >’k  V 

ün  u -)-  vs  2 K n -)-  v3'2K  \h  -{-  ».>.,/ 

so  kommt: 
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Cs 


du  ~~  (/®  C0S  9+fo  8i“  <p)  (u+-V3)x 


?r  f 1 '4- 

r.s  = f<>  I *0  + 


+ /Ö*  i 


, Mcos<pl  »4  JVcostp ( n \*1 

-(!+*)«„*  + -2A'-J«+,.S+  2K  U+Ji 

w4  A'siliqp  / r,  yi 
“+i,3  ' 2/r  \u-f  t>3y  ) 


, . , ,,  , ^siugn 

(1  -h<p  )cos<jp  + ~2K 


+ lo90'sm<pu^ - 


Pude 


fo 


' | COS  cp 

(1  + <j>  )sing> 


;>4  A’cos  tp  r4*  ^ 

!'»  + *’»)*  K («+>'„)3) 


— lu&0'sin<p 


(«  + »3)* 


Hiernach  ist 


V0«H  VV  + [du)  (u-hP3)* 


8x  8x  8^  8,w  8r  8i 
^ du  er  8i»  8v  ' 8t«  8c 

( , . M t’4  . N ( t-4  \*\  r4 

I *°  C°9  V + 2K  « + r3  + 2 k V«  + r3 ) f («4-  v3)* 

9 *o  *4'*(/  — ^ ( 1 + <p')sin -| 

+ [«+•?+ v-^+S+^Jt^ 

+EUJ+&UJ 

Ft 3b' V sin  V(fc+,,j4 


/* 


<•?  - /*  — 


f 

l 


«n'sin  <3p  — 


l+V 

« + ’’s 


M'sinifyi  rt* 

V u-f  t’3  / I (M+fj)* 
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§.  3.  Fall  einer  linearen  Differentialgleichung  der  Krümmungs- 

linien. 


Die  Untersuchung  der  Krüminungslinicn  der  Fläche,  welche  durch 
die  Gleichungen 


bestimmt  sind,  führt  auf  die  Frage,  unter  welchen  Bedingungen  die 

Grösse  ^ unabhängig  von  u ein  Quadrat,  ist.  Setzen  wir  den  Fall 

voraus,  so  folgt  aus  dem  ersteu  und  den  2 letzten  Termen  von  j, 
dass 


, M 


+ 2Ä'(“+' 


’3^  2KV* 


sein  muss.  Entwickelt  man  das  Quadrat  dieses  Ausdrucks  und  iden- 
tificirt -auch  die  beiden  übrigen  Terme,  so  erhält  man: 

vf  (1  — cos  2 ( 1 qt>')  sin  qo  = 0 

^«0'(1  — cosqp)  = (l-|-<p,)2-|-  #o'*8in2gj 
und  nach  Einführung  der  Werte  (12): 


*o_ 

V 


U"-?'  = 0 

S1D  <p 


V i ~4~  'f' 

&u'  siu<p 


-? (-  (1  + tp')  (1  — f-2qp')  ~~~  -}-  ff0'*  cos  tp  = 

SlUqp  1 \ -r  I -r  'sluifp  I O r 


(13) 


(14) 


Die  erste  Gleichung  giebt  integrirt: 


« t f dv 

— r — . wo  4>j  = tr  tinf 


*o 


Die  zweite  rcducirt  sich  nach  Division  durch  00'  auf 

(*£)'-- v{fä£)+i} 


woraus  nach  zweimaliger  Integration  erst 

1 + <p' 

dann 


&0'sin<p 


= -tg(0o-f  f) 


tp 


cos(»0  + t)  = tg^ 


(15) 


(16) 


(17) 

(18) 


Digitized  by  Google 


Hoppe:  Zweite  asymptotische  Linie  einer  Rtgelflä cj*. 


283 


wo  t mul  * constant.  Eliminirt  man  <P,  zwischen  beiden  Gleichungen, 
so  kommt: 

cos  *(^o  + 0 = *2j-°  (19) 

Dies  nochmals  integrirt  giebt: 

«o  = **tg(fro+*)  (20) 

Letztere  Gleichung  ist  unabhängig  von  » und  <p,  und  drückt  eine 
Eigenschaft  der  Curvo  aus,  die  ihr  bei  jeder  Beziehung  zwischen 
Krilmmungs-  uud  Torsionswinkel  durch  Bestimmung  der  Dimensionen 
erteilt  werden  kann.  Hierzu  kommt  die  Gl.  (17),  die  durch  Bestim- 
mung von  ip  zu  erfüllen  uud  auf  jede  Curve  «„  anwendbar  ist.  Daher 
werden  durch  Annahme  des  gegenwärtigen  Falles  in  den  Gleichungen 
der  Fläche  nur  die  Grössen  x0,  y0,  r4,  r3  und  <p  specialisirt.  Die 

3 ersten  erhalten  die  Werte: 

a-o  = *Wö<Hg(fro+£);  etc. 

Ferner  gehen  die  Ausdrücke  (12)  uach  Gl.  (13)  (14)  (16;  (17)  (19) 
jetzt  über  in 

M=  — 2(l-fqp')C0t| 


N 

K 


- «o'  j_  ( \n+XY+ 1 1 VC«»* } 

*o  ( W8mW  L\^o  81U,P/  J ) 

y»  17 14V  v,  . l M , y*  i+cosv 

~ 7/  [U«7iuW  4-  !j  (H-eosv)  = ~r  C08»(^+£) 


, 1 -j-  COS  qp 


0 x* 

Jetzt  ergeben  sich  unmittelbar  aus  (10) 

1 


• ,<P 

<FiSin% 


> wo  qpj 


Die  Differentialgleichung  der  Krüminungslinien  lautet  also: 


*sV<Ti  sin* 
co3*(0o-f-*) 
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Sie  hat  gleich  wie  Gl.  (6)  die  Form 
du 

± J/jM+iV, Uä 


sie  lässt  sieb  also  auf  eine  lineare  Gleichung  2.  Ordnung  reduciron, 
und  die  den  einzelnen  Zeichen  entsprechenden  allgemeinen  Lösungen, 
sobald  für  jede  eine  Speciallüsuug  n = »<,,  u = ns  bekannt  ist,  wie 
folgt  darstellcn: 


r« 


(21) 


Wenn  mau  also  eine  Krümmnngsliuie  von  jeder  Schar  kennt,  so  kanu 
man  auch  das  System  der  Krümmungslinieu  finden  und  die  Fläche  in 
Parametern  der  Krümmungslinien  Ä , p darstelleu,  indem  man  die 
Werte  (21)  einzeln  in  die  Flächengleichungen  eiuführt  und  c,  das 
auch  in  nt , ut  gegebener  Weise  stockt,  cliininirt.  Dagegen  lässt  sieh 
die  Aufgabe  nicht  umkehren,  weil  die  Fläche  schon  teilweise  be- 
stimmt ist. 


§.  4.  Asymptotische  Wendecnrve. 


Wir  kehren  zurück  zu  den  Gl.  (8),  wo  u den  Abstand  des  lau- 
fenden Punkts  längs  der  Erzeugenden  von  der  Leitcurvc  «0  audrückt, 
verlegen  aber  den  Anfang  der  u in  den  Drehpunkt  der  Erzeugenden, 
d.  h.  denjenigen  Punkt,  welcher  der  Consecutiven  am  nächsten  ist. 
Bezeichnet  R den  Drchpunktsabstaud,  so  werden  die  Gleichungen  der 
Fläche : 

r = x0  -f-  (/0  cos  <v  -(-/„'sin  <j>)  (R-\-  u) ; etc.  (22) 


Für  R findet  man  nach  bekannter  Formel  (Arch.  LV.  102.  Gl.  (74)): 


R 


*0'(  1 -}-  <r')sin<p 
7’* 


WO  i’2  «=  (1  — }—  qp')*— J— 0-0'2sinsqp 


Die  Richtuugscosinus  der  Normale  sind  bereits  in  Gl.  (9)  allgemein 
bestimmt;  es  ist  nur  Zf-}-«,  und  da  wir  bloss  die  Werte  für  » = 0 
brauchen,  nur  R für  u zu  setzen,  also  im  Drehpunkte 


pt  = f0R  {VsinV  — f0'R  &0'sin  <p  cos  <p  -f  /„  J R (1  + <p')  — *0'sin  <j*  j 

oder,  für  R seinen  Wert  gesetzt, 

( /o  sin  cp  — /"„'cos  cp  , . f(l  + <r')2  ,1) 

pt  — sin <p  J p*~~ (1  + P ) ’V SIn ~Ho ja  1 J j 


— j (f0  sin  <p  — /'(/cos  <p)  (1  + — ^o^n'sin<pJ 
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Die  Quadratsuimne  der  3 Analogen  giebt: 

WsinV 
“ P 


V 


(/o  sin  v — /o'cosqp)  ( 1 +V)  — /n^o'sin  V 
P * * 


etc. 


das  ist 

1 8(/0eosqp-f-/0'sin<)p)  1 82r 

P—-~P  Sv  PSnS,,' 

woraus  sofort  : 


cttov 


etc. 


Um  demnächst  Cf  zu  tiuden,  sind  die  Gl.  (22)  zweimal  nach  v 
zu  differentiireu.  Dies  giebt  für  u — 0: 


=fo*o'—pf’Jt-i-(foCOS(P-hfo'siiiip)Ji' 

t 

3t) 

£i  =/o*o"+/u  V~  -P ( PR)’-pPR'+  (/„  cos  <p+  C0'sin <r)^' 


woraus : 


8** 


o1 y . 8*i 


G==  ^ätr*+^ev  + re.-s 


*(,  sin( 


L^P.'cosqe  (1 + v<)  _ 2 + 3r.  Jf 

V'singp  — »n  1 ' cos  qp  , , {«l  + <y>,)siny|' 

p " ~ ^ 

+3/ 


Qf>(  V(i-f 'p')sin<)p 


pi 


V(l+y')Bin<P  ( ®o"  V'  n 

“ — p \ - V “ 1-r  «pi  - (!  + ^ ) cot  <P+ -p  ) 

*0'(l-f  (p')sin(p  j 8 Vfl  + v'^siuV  1 

p \8elog -p* + cotqe| 


Betrachten  wir  nun  den  Fall,  wo  die  Curve  u = 0,  d.  i.  der  Ort 
der  Drehpunkte  der  Erzeugenden,  den  wir  die  Weudecurve  der  wind- 
schiefen RegelHäckc  nennen,  eiuc  asymptotischo  Linie  derselben  ist, 
so  reducirt  sieh  die  Bedingung  (3)  vermöge  du  =0  auf  G = ü.  Sie 
ist  nach  der  letzten  Gleichung  erfüllt,  wenn  man  setzt: 


Digitized  by  Google 


286 


Hoppe  : Zweite  asymptotische  Linie  einer  Regel  fläche. 


, P*& 

*°  (1  — (—  2 siu^qp 

uud  zwar  ist  dies  die  einzige  Lösung;  denn  mit  1-j-qp'  und  mit  simp 
verschwindet  der  Ausdruck  nicht. 


§.  5.  Gerade  Leitlinie. 


Die  vorigen  Formeln  setzen  zum  grossen  Teil  einen  endlichen 
Krümmungsradius  voraus,  sind  daher  für  den  Fall  einer  geraden  Leit- 
linie nicht  eingerichtet.  Indem  wir  diesen  besonders  betrachten, 
nehmen  wir  die  Leitlinie  zur  Axe  der  s,  so  dass  die  Flächengleichuu- 
gen  sich  auf 

x — (tu ; y — z — /i-|-cu  (24) 


reduciren,  wo  a,  b,  c,  h Functionen  von  v,  bestimmt  wie  anfänglich, 
sind.  Sie  stimmen  mit  den  Gl.  (1)  bis  auf  die  Werte  3-0=y0  = 0, 
z0  *=  h überein.  Datier  gilt  noch  Gl.  (6),  uud  zwar  ist  hier,  wenn  man 


d = 


b b' 


setzt, 


a 

a 

a" 

; J = 

i' 

b" 

1 

$ 

»t 

c 

c 

C 1 

K=h'Ö ■ L = 0;  Af  = h"ö  — N = A 
Gl.  (6)  geht  daun  über  in 


du  6 fh'\'u  1 -d  jt* 
dv  = h'  \d’J  2 ' h'ö  2 

das  ist  nach  Multiplication  mit  ~t  \/\  : 


und  giebt  nach  Integration: 


wo 


« = r-r~ ’ 

k -f-  es 


i/a'  , CA*” 
Yb'  ”3-  \J  syhrs 


(25) 

(26) 

(27) 


(28) 


Führt  man  den  Wert  von  u in  (24)  ein,  und  schreibt  u für  ky  so  sind 


x 


ar  4 

«*f  V 


Z 


A + - 

1 n 


+ »» 


(29) 


die  Gleichuugen  der  Fläche  in  asymptotischen  Parametern  w,  t\ 
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Die  Leitlinie  ist  als  Gerade,  wie  auch  aus  L = 0 folgt,  asympto- 
tische Linie.  Sie  entspricht  u = x . 


» 


Die  Untersuchung  der  in  §.  3.  behandelten  Frage  führt,  obgleich 
der  Weg  ein  ganz  verschiedener  sein  muss,  ebenfalls  zur  vollständigen 

Integration  der  Bedingungsgleichungen  für  ein  rationales  Das 

Resultat  ist  jedoch,  dass  allein  ein  Rotationshyperboloid  den  Bedin- 
gungen genügt.  Da  die  Frage  nur  hinsichtlich  der  Krümmungslinien 
Interesse  hat,  so  würde  es  nutzlos  sein,  diese  keinen  neuen  Aufschluss 
bietende  Rechnung  durchzuführen.  Fragt  man,  auf  welchen  Umstän- 
den es  beruht,  dass  das  ungleichaxige  Hyperboloid,  ohne  den  in  Rede 
stehenden  Bedingungen  zu  genügen,  doch  die  Integration  der  Gleichung 
der  Krümmungslinieu  zulässt,  so  zeigt  sich,  dass  zwar  hier  das  Ver- 


hältniss  nicht  rational  wird,  dass  aber  darin  die  Functionen  von 


k und  von  r gesondert  erscheinen,  so  dass  sich  in  der  Differential- 
gleichung sofort  die  beiden  Variabein  scheiden.  Der  gleiche  Fall 
kann  nicht  wol  bei  andern  RegelHäcbeu  von  gerader  Leitlinie  statt- 
haben, da  durch  3 dispouibele  Fuuctiouen  4 Bedingungsgleichungen 
zu  erfüllen  sein  würden. 


Betrachten  wir  noch  die  Wendecurve,  so  ist  zunächst  der  Dreh- 
punktsabstand der  Erzeugenden  (24) 

u^—c'h'  (30) 

daher  die  Gleichungen  der  Wendecurve: 

x = — ac'h'\  y— — bc'h'\  z — h — cc'h' 


Damit  die  Wendecurve  asymptotische  Linie  sei,  muss  der  Wert  (30) 
die  Gl.  (27)  befriedigen.  Es  muss  also  sein 


2(cW)'=  Fd (*')'- 

oder 

c'h"+  (2c"4-  c'  ) h'  - 0 


Dies  integrirt  ergiebt: 


h'  - 


T 

c'*(5 


wo 


T = 


t 


/Jde 

- r 


Man  kann  also  die  Richtung  der  Erzeugenden  beliebig  variiren  lassen 
und  h stets  so  bestimmen,  dass  die  Wendecurve  asymptotisch  wird. 
Führt  man  jetzt  für  h überall  T ein,  so  wird 
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also 


Ade  3 T /TV*  v 1 l /« 

7— Ti  V*  ( ~ 


yr.  i/*'_V7- 


und  nach  (28) 


ddv 

SYh‘6 

YT 


T-'dT 


r-'h  > '3 


1 

yr 


Die  Gleichungen  der  Fläche  in  asymptotischen  Parametern  lauten  nuu: 


a T 

■r  d u y — i ’ 

Die  Werte 


V = 


r 


d «y  7’ — l ’ 


/rdv  c r_ 

c’*ö  ' d u y T — 1 


a = 30  ; u 


1 —c’ 

Yr 


entsprechen  der  Leitlinie  und  der  Wendecurve. 

Sei  zu  weiterer  Reduction 

n = sin  x sin  p ; h = sinxcosfi;  c = cosx 
dann  findet  man: 

S = — fi'siuzx 

A = (x'V — x'fi")sinx  — (Sx'^-J-ft'^sin^xJp'cosx 

Nun  ist  zufolge  der  Gl.  (2) 

1 — x'*-f-(t'*sin2x 

Zerlegt  man  diese  Gleichung  in 


, , sin  A 

x = cos  A;  u — 

’ r sm  x 


so  wird 


6 = — sin  x sin  A ; A = — A'  — cot  x sin  A 

- ^ = — cot  A 3A  — cot  x 3x 

folglich  nach  Integration 

T = A sin  x sin  A ( A constant) 

T 3?>  A 3x 

Ö c'*  sin^xcos^A 

und  die  Gleichungen  der  P’läche  gehen  über  in 

A sin  x sin  p.  A sin  x cos  p 


x = . . - 

1 — u y A sin  x sm  A 


V = 


1 — «y^lsiiixsinA 

/*3cotx  A cosx 

cos3A  i — uy a sin  x sin  A 


(31) 


Digitized  by  Google 


Hoppe:  Zweite  a*ymptolu>ihe  Linie  einer  Regtlfläche. 


289 


wo 


tglP* 

siux 


Die  Relation  zwischen  x und  1 bleibt  so  in  ihrer  Allgemeinheit  be- 
stehen; man  kann  x oder  k als  zweiten  Parameter  betrachten.  Bei 
Veränderung  der  Constanten  in  den  Integralen  p und  h bleibt  sich 
die  Fläche  congrueut,  bei  der  von  A ähnlich. 


Die  Resultate,  um  sie  zusammenzustellcu,  sind  folgende. 

1.  Für  eine  gegebene  Regeliläche  wird  die  zweite  asymptotische 
Linie  durch  eine  lineare  Differentialgleichung  2.  Ordnung  bestimmt, 
die  im  allgemein  nicht  integrabcl  ist.  Gl.  (Ü). 

2.  Der  umfassende  Ausdruck  aller  Regelflächen  in  asymptotischen 
Parametern,  ergänzt  durch  singuläre  Bestimmung  in  speciellem  Falle, 
lässt  sich  aufstellen,  indem  man  die  Erzeugende  an  einer  beliebigen 
Cune  unter  beliebigem  Winkel  gegen  deren  Tangente  in  ihrer  Schmie- 
gungsebenc  gleiten  lässt.  Gl.  (11). 

3.  Der  genannte  Winkel  und  die  Dimensionen  der  Leitlinie 
lassen  sich,  während  die  inneren  Beziehungen  der  letzteren  willkürlich 
bleiben,  so  bestimmen,  dass  die  Krümmuugsliuieu  durch  eine  lineare 
Differentialgleichung  2.  Ordnung  ausgedrückt  werden.  Gl.  (18)  (20). 

4.  Durch  blosse  Bestimmung  der  Dimensionen  der  Leitlinie  kann 
mau  die  Weudecurve  zur  asymptotischen  Linie  machen.  Gl.  (23). 

5.  Für  den  Fall  einer  geraden  Leitlinie  erhalten  die  bezeichneten 
Aufgaben  ihre  besondere  Lösuug  in  abweichender  Form.  Gl.  (29)  (31). 


Teil  LZ. 


19 
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XXIV. 

Beiträge  zur  Theorie  des  Dreiecks. 


Von 

Emil  Hain. 


I. 

Wenn  von  einem  Punkte  Pder  Peripherie  des  dem  Dreieck  ABC 
umschriebenen  Kreises  auf  die  BC  Senkrechte  gefällt  werden,  welche 
die  BC  in  Ap  treffen ; so  liegen  die  Fusspuukte  AP  in  einer  Geraden. 
Es  soll  die  Gleichung  derselben  in  trimetriseben  Coordinaten  ange- 
geben werden. 

Es  sei  P=p„,  dann  ist  Eapbpc  = 0. 

Ferner  gibt  die  Figur  als  Seitcnnormalen  von  Ap: 

Ap  = 0 pt,-j-paCOSy  pc+poCOS/f 

Bp  = pa-\-pbCOSy  0 pc  ~{~pb  cos  n 

Cp  ~ p<i-|-;>cCos/J  ]>b  -f~2>c  cos  a 0 

Setzen  wir: 

pa  + pteosy  = «6,  Pa  -J-p«  cosß  = ac 

so  haben  wir: 

abaCa  .Eapbjlc  *=  a b„  C«  [ Cpb  (pa-\-pc<'.0üß)  -{-bpc(  pa  -|-  Pb  COS  y)  ] 

= abaCa(cpbac-\-bpcab)  = bcpabcCb.Q-\-capb  caOe.  ba-\-abpc  ab  ba  ,ca 

Folglich  liegt  wegen  Eapbpc  —0  der  Punkt  Ap  = 0 baca  in  der  Ge- 
raden: 

bcpahcCb  capbCaac  abpcabba 
Sonach  liegen  die  Ap  in  der  Geraden: 

b epa  bc  Cb  ==  b Cpa{  Pb  -f -pc  COS  «)  (pc  -\-pb  COS  «). 
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n. 

Die  Schnittpunkte  der  Wiukeldreiteilungslinien  eines  Dreiecks  mit 
dessen  Seiten  liegen  auf  einer  Ellipse. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  bezeichnen  wir  mit  Ab , Ac  solche 
Punkte  der  BC  des  Dreiecks  ABC,  welche  der  Reihe  nach  liegen: 

B Ab  Ac  C 

so  dass: 

Wkl.  BAAt  = AbAAe  = AcAC=  g 
wo  BAC  = a. 

Ziehen  wir  hierauf  von  Ab  Senkrechte  auf  AC  und  AB,  so  sind  die 
Seitennormalen  von  Ay. 

2er  er 

O zMjsin  -g-  AAi  sing 

Sonach  sind  die  Coordinaten  der  Punkte  Ab,  Ae: 


b>. 

III 

o 

00 

. er 
smg 

o 

III 

u 

. er 

8in  3 

. 2« 
SUI3 

oder 

t*. 

o* 

II 

© 

„ « 
2cos  g 

1 

Ac  = 0 

1 

Ä a 

2 COS  g 

Nehmen  wir  nun  an,  die  AbAc  liegen  auf  dem  Kegelschnitt: 
Z gaaTa1  -\-2£  gbenre  = o 

Setzen  wir  die  Coordiuateuwerto  der  Ab  ein,  so  erhalten  wir: 


4g»  cos  g + ücc  + 4 gbe  cos  ^ = 0 

er*  Cr 

gib  + 4,9c c cos  -g  + 4gbc  cos  g = 0 
Die  Subtraction  beider  Gleichungen  ergibt: 


Sonach  ist: 


gbb  = gcc 


19* 
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2gbc 

gbb 


a 1 

1+4 

cos3 

a 

2 COSg 


Da  die  gaa  einander  gleich  sind,  so  muss  gaa  eine  symmetrische  Function 
der  o sein.  Wir  können  also  setzen: 


a ß y 
gaa  = 2 COS  COS  jj  COS  jj 


2gbc 


— ^l-J-4cosä  ^ cos{ 


ß y 

3 C0S  3 


Diese  Form  des  Kegelschnittes  wird  durch  Einsetzen  der  übrigen 
Coordiuatenwerte  bestätigt,  die  Bestimmung  desselben  als  Ellipse  gibt 
die  Figur. 


m. 

P sei  ein  Punkt  in  der  Ebene  des  Dreiecks  ABC.  Die  PA 
treffen  den  Umkreis  in  *4,.  Es  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks 
AjBjC'j  zu  bestimmen. 

Wir  bezeichnen: 

P = Pa  ]>b  pc 

A | laa  lub  wie 

Wegen  PA  = 0,  — pc,  -\-pb  und  der  Utnkreisgleichung  2axure  «**  0 
haben  wir: 

— pc  lab  + Pb  inc  = 0 
2 a lab  lae  = 0 

Die  Elimination  gibt: 

laa  apc  — apbpe 

lab  cpb  pb(bpc-\-cpb) 

laa apb _ — apbpe 

lae  bpe-f-Cpb  pc(bpc-f-Cpb) 

Ai  = — apb  pc,  ~\~pbippc  -\~cph)i  -\-pc{bpc~\-epb) 

Um  die  Seitennormalen  zu  finden,  muss  man  die  Coordiuaten  mit  1« 
multipliciren,  man  findet: 

, = 

a pupc{b- -{-c*  — a*)  -f  bc{  pb*-\-pc-) 

Nun  ist: 
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Dreieck  A1B1Ci 


abc  TI  An 
8 F* 


iaa  iah  iae 

iba  tbh  ihc 

|cu  lc&  !cc 


Nach  Entwicklung  der  Determinante  bekommen  wir: 

g&c  Z a3pi,3pcs  -\-SIlpa  Z a*pi pe(bpr  -f-  cpt)-)-6  Ilapa*] 

1,1  n[phpc(bi-^ci — 

abcF(£  api,  pc)s 


n[  p6Pc(**-|-e* — rt^  + ictpj^+pe8)] 

Demnach  liegen  alle  P,  für  welche  /\A1BlC1  = const.,  auf  einer  Cnrve 
6.  Grades. 


Für  pa  «*  a wird 


AiB*Ci  “ 27FlI2bi+2 c*  — «*  “ 64F,n«„‘ 
26*-|-  2c* — a3  - 4*«* 

Für  pa  — 1 bekommen  wir: 

abc*  rs 
AiBiCi  = g]p  “*  ~2 

wo  r den  Umkreisradius  und  * den  halben  Umfang  bezeichnet. 

Eine  einfache  Umwandlung  gibt  ferner: 

A nc  ~ (Zoptpc)3 

1 1 1 4r  II  { Pb*  + Pc* 2 Pb  Pc  cosa) 

Für  P — U = cos  a wird : 

F 

2apbpc  ■=  -Sa cos/3  cosy  — — 


pt,+pc,-f-2p6pcC08  « = cos*j3  -j-co8*y  + 2f7coso  -=  sin*«  = 

also  AlBiC\  — was  sich  auch  leicht  anders  ergibt;  man  hat 
nämlich : 

2r!  sin  2« 

vliZi,*?,  -=  £ - 5 — F 

Für  P = //  = cos  ß cos  y erhalten  wir  ähnlich : 

AXBXCX  «=  8F/7cos«.  ^ 
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IV. 

P = j>a  treffe  BC  in  Pn-  Es  ist  die  Gleichung  der  Harmoni- 
kalen  des  Punktes  Q = q„  in  Bezug  auf  das  Dreieck  der  Pa  zu  bilden. 

Wir  haben: 

Pa  = 0 pb  pc 

Pb  Pc  = — Pb  Pc  -\-pcPa  -\~Papb 

Nach  Greiner  (Archiv  L1X  351)  ist  die  Harmonikalo  des  Punktes 
Q in  Bezug  auf  das  Dreieck: 

£atTa  = SüfWa  = Za3xa  = 0 

die  Gerade: 

•£(<h  Ze^qaSa^qa) 

Für  unsern  Fall  gibt  die  Rechnung  als  Harmonikale  des  Punktes  <2 
in  Bezug  auf  das  Dreieck  PaPbPc  die  Gerade: 

(pbpc(qa'qb'-\-  qa'qc — qb'qc)  = Pb  pc(  ß*  + y*  — 3a*-(-  2aß-\-2ay  — 2 ßy) 

WO 

qä  — — PbPcqa-\-pcPa  qb-j-papiqc 

« *=  pbpeqa 

Speciello  Folgerungen  dieses  Resultates  sind  z.  B. 

Die  Harmonikale  eines  Punktes  P bezogen  auf  das  Dreieck  der 
Pa  fällt  mit  der  Harmonikalen  von  P in  Bezug  auf  das  Urdreieck 
zusammen. 

Die  Harmonikale  des  Punktes  Q in  Bezug  auf  das  Dreieck  JaJbJc 
wo  J das  Inkreiscentrum  des  Urdreiecks  bezeichnet)  ist  die  Gerade : 

qc2  — 3 <Za2+  2//a  qb  -f-  2g«  qc  — 2qb  qc 

Dio  Harmonikale  des  Inkreiscentrums  in  Bezug  auf  das  Mitten- 
dreieck des  Urdreiecks  ist  die  Gerado: 

a(62  + c*  — 3a*  -f-  2 ab  -f  2oc  — 26c) 

Trifft  P die  BC  in  Pa,  so  bilden  die  Harmonikalen  der  A in  Bezug 
auf  das  Dreieck  PaPbPc  ein  Dreieck  von  der  Fläche: 


4 Fllcipa 

TI  (2 apa-\-  /‘pb  -f“  cPc) 
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V. 

Gegeben  sind  die  Punkte  P=  pa,  Q = qa ■ Es  ist  zu  construiren 
der  Puukt: 

Pa{ — pb  pc  qa  + pc Pa  qh  +p<i  pb  qc) 

Die  Harmonikale  von  P in  Bezug  auf  das  Urdreieck  treffe  QPa 
in  Av  Dann  ist: 


£ 

III 

o 

+pb 

+P« 

QPa  = pb  qc  — pc  qb 

+Pcqa 

— Pbqa 

At  = 2papbPcqa 

— Pb  qb' 

—pcqc' 

Qa  = — pb  pc  Qa 

+ PcPaqb 

+ PaPbqc 

AAt  = 0 

—pcqc 

+ pbqb 

Die  Gerade  AA,  trifft  BC  in 

Ba  = 0 -\-piqb'  -\-pcqc 

Sonach  treffen  sich  die  ARa  im  Punkte  R = paqa' ■ 

Die  Construction  von  R ist  also  folgende: 

Man  verlängere  PA,  bis  sie  die  BC  in  Pa  trifft,  und  construire 
die  Harmonikale  von  P in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC.  Diese  Ge- 
rade wird  von  der  QPa  in  A,  getroffen.  Die  AA,  schneiden  sich  in  R 

Wenn  wir  A Q verlängern,  bis  die  BC  in  Qa  getroffen  wird,  und 
den  zu  Q in  Bezug  auf  A Q„  harmonischen  Puukt  Qa'  bestimmen,  so 
treffen  sich  die  PaQa'  im  Punkte 

R'=  qa(  Pb  Pc  qa-\-prpnqb  -f~  PaPb  qc) 

Es  ist  nämlich: 


Q — +9» 

+qb 

+ 9‘ 

Qa  = 0 

+ 9» 

+9« 

iS 

1 

Hl 

4- qb 

+ 9« 

Pa  Qa'  — pb  qc  ~pe  qb 

— qapc 

4-9aP‘ 

VI. 

Der  Ort  der  Punkte,  deren  Umkreispolaren  parallel  ihren  Har 
monikalen  in  Bezug  auf  das  Urdreieck  sind,  ist  eine  Curvc  3.  Grades, 
welche  durch  die  Ecken,  Seitenmitten,  Schwerpunkt,  Grebe’schen 
Punkt,  In-  und  Umkreisceutrum  des  Urdreieckes  geht. 

Die  Umkreispolare  und  die  Harmonikale  des  Punktes  xa  sind  die 
Geraden:  bxc-\-cxb,  xixc.  Sie  sind  parallel,  wenn 
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ja  h e 

j bxc  -f-  CXb  CXa  -}-  axc  fixt,  -J-  f'Xa  — 0 
| XbXc  XI  Xa  XaXb  I 

Für  ABC  verschwindet  die  3.  Zeile.  Die  Coordinaten  der  Seiten- 
mitten machen  je  zwei  Colonnen  gleich.  Für  a-0  = 1 erhalten  wir: 

a bei  1 11 

b-\-c  c-j-o  o-f-i  = (a-f-4-(-c)  Z-f-e  c-(-a  a-\-b  =0 

I 1 1 1 I II  1 1 I 

Die  Coordinaten  des  Grebe’schen  Punktes  G = a machen  die  2. 
und  3.,  die  des  Schwerpunktes  die  3.  und  1.,  die  des  Umkreisceutrums 
die  1.  und  2.  Zeile  gleich. 


VII. 

Ist  P=pn  gegeben,  so  wird  der  Punkt  Q = ap„*  auf  folgende 
Weise  construirt: 

AB  trifft  BC  in  2«.  27„  sei  der  zu  bezüglich  BC  harmoni- 

sche Punkt,  Ma  die  Mitte  von  B„  TI,,.  Na  trenne  Ma  harmonisch  von 
BC.  Die  AN„  schneiden  sich  in  Q. 

Es  ist  nämlich: 

Pa  = 0 -j-pi  ~\~PC 

na  = o -\-pb  — pc 

Die  Scitennormalen  dieser  Punkte  sind: 

z>„  = o 2/>-  2Fpr- 

a bpb-j-cp  bpc-\-  epc 

n _n  2 Fpb  — 2Fpc 

tja  = U : z 

..  (>2>b — Cpc  Opb — Cpc 

Sonach  ist: 

Ma  = 0 bpt?  — cpci 

Es  hat  also  M„  dieselhe  Form  für  Q = wio  IJa  für  P~p„. 
Somit  treffen  sich  die  A N„  in  Q. 

VIII. 

Trifft  PA  die  BC  in  P„  und  ist  Pa’  der  zu  Pin  Bezug  auf  AP„, 
TJ„  der  zu  Pa  in  Bezug  auf  BC  vierte  harmonische  Punkt;  so  bilden 
die  naPn  ein  Dreieck,  dessen  Flächeninhalt  ausgedrückt  wird  durch 
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\&F  TI  ap„ 

TI  (3apa  — hpb  — cpc) 

Wir  haben: 

Pa’  = — pa  -\-pb  -\-pe 

II,  0 — pe 

naP„'==  -f-  2ptpc  -jrpcpa  -\-p« Pb 

Das  von  3 Geraden  at  «4  a;)  gebildete  Dreieck  hat  die  Fläche: 


abcF  Ä* 
WO 


1 «i 

hx  Cj 

a 

b c | 

A — Of 

, 

— 

bt  c2  j 

1 «3 

^3  c3 

«3 

b3  c3  1 

Hier  ist 

A = 

\Tlpa\ 

At  = 

(3  ap„- 

-bpb  — 

<-‘Pc)  TTpa. 

IX. 

Zwei 

Gerado 

ai  <H 

treffen 

HC  in 

Ax 

Ax 

Die  II,  C’s, 

schneiden 

sich  in 

Punkten  A3  der  Geraden 

: o, 

Es  ist: 

= 0 

+ *i 

- 

~h 

, — o 

+ cs 

- 

~bt 

BjC} 

==  <j,  a. 

s a]  I>i 

BtCi 

==  (I,  o 

1 a3*l 

«i 

ct 

At  = 

bx  c,  a,2 

— bte3a 

a,  fl 

t4(rt|  Cj 

dj  j Äj  dj 

Die  Rechnung  zeigt,  dass  die  A3  in  der  Geraden  «1as(6,c2  + **<’i) 
liegen. 

X. 

PA,  QA  treffen  die  HC  in  Pa,  Q«.  Dann  schneiden  sich  die  PQa, 
QP*  in  Ax  und  die  AAt  in 

H = (paqb-\-pbqa){pa<lc-\-peqa) 
für  P = pa,  Q = qa- 
Wir  haben : 

PQa=pbqc—pcqb  — P„qc  + pa  qb 
Q Pa  = Pb  qc  — Pc  qb  pe  qa  — pb  qa 
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At  = paq<x  pa  <lb  “j“ pb  Qa  Paqc-^-pcQa 

AAt  = 0 -\-(paqc-\-pcqa ) — (paqb~\- Pbqa) 

= 0 4 -(paqc-\-peqa)(pbqc-\-pcqb)  — (p«qb-\-pbqa)(pbqc-\-p' qb) 

XL 

Trifft  PA  die  BC  in  ra  und  sind  A',  A"  die  Mitten  von  BC, 
PA ; so  schneiden  sich  die  A'A"  in  einem  Punkt. 

Die  Seitennormalen  der  Punkto  A nnd  ra  sind: 


2 Fpb 2 Fpc 

bpb- f-  cpc  bpb  -f-  cpc 

Fpb  Fpc 

bpb  + epc  bpb  + Cfc 
= bpb-\-cpc  apb  apc 

Die  Mitte  von  BC  hat  die  Coordinaten:  0 c b.  Sonach  ist: 
A'A"=  a(bpb — cpc)  — b(bph-\-cpc)  -\-c(bpi-\-cpe) 

Die  Determinante 

-j-  a{bpb  — c pc)  —b{bpb-\-cpc)  -\-c{bpb-\-cpc) 

- \-a(cpc-\-ap<i ) -\-b[cpc  — apa)  — c(cpc-\-aj)a) 

— a(ap<x-\-bpb)  +*(opa+Äp6)  -\-c{apa  — bpb) 

verschwindet;  denn  addirt  man  zur  ersten  Reihe  die  beiden  übrigen, 
so  werden  die  einzelnen  Glieder  Null,  Sonach  treffen  sich  die  AA' 
in  einem  Punkte  Q = i>a{bpb-\- cpc). 

Nimmt  man  statt  P den  reciproken  Punkt  pbpc,  so  wird  Q=bpc 
4-cpt,  gleich  dem  reciproken  Punkte  des  harmonischen  Poles  der 
Umkreispolare  von  P = pa. 


folglich  ist: 


= 0 


XII. 

Die  in  den  Ecken  eines  Dreiecks  auf  die  Seiten  desselben  er- 
richteten Normalen  bilden  abwechselnd  zwei  flächcngleichc  Dreiecke. 

Die  Normale  des  Punktes  auf  die  Gerade  a,  hat  die  Form: 

h «i, 

I tic 

wo  u0  = — 6,  cos  y — c,  COS  ß. 
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Ist  BB„  die  Senkrechte  in  B auf  BC,  so  ist: 

BB„  =5  cos  ß 0 1 

CC’b  = 1 cosy  0 

AAC  = 0 1 cos  ct 


Diese  drei  Geraden  bilden  ein  Dreieck  von  der  Fläche 


wo 


abcFd* 
da  Ab  de 


0 

cosy 

1 


1 

0 

COSa 


= 1 + fleostt 


da 


Demnach  ist 


ab  c 

1 cos  y 0 

0 1 cos  a 

abc 
r = 4 F 


aF 

rb 


abc(  1 -(-  /7cos«t)2r3 
F* 


Dieser  Ausdruck  ist  symmetrisch  für  das  Urdreicck  und  beweist  so- 
aach  die  Ri  htigkeit  der  aufgestellten  Behauptung. 


XIII. 

Die  auf  den  Ecktransversalen  eines  Punktes  in  demselben  er- 
richteten Normalen  treffen  die  Gegenseiten  des  Urdreieckes  in  Punkten 
einer  Geraden. 

Die  Normalo  des  Punktes  fa  auf  die  Gerade  o,  ist  die  Gerade 
— £c«a,  wo  «0=0,  — Aj  cosy— e,  cos 0.  Für  PA=Q  pc — pa  wird: 

«a  = pb  cos  ß — pc  cosy 
iib  = pc  pb  cos  a 
uc  — — (pb  -f*7>c  cos  n) 

Die  Normale  in  P auf  PA  treffe  BC  in  Av  Dann  ist: 

PAl  — — (pa*-|-  2papccos«-}-pc*)  + y' 

0 +ß’  -y' 

“ pa  /)«+/>«(— Pa  COS  « -f  ps  cos  i? + cos  y) 

Sonach  liegen  die  A,  in  der  Geraden  ß'y’.  Ihr  harmonischer  Pol  in 
Bezog  auf  das  Urdreieck  ist  der  Punkt  a'. 
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XIV. 


Trifft  PA  die  BC  in  Pa,  QPa  die  Pb  Pc  in  At ; so  schneiden  sich 
die  AAr  in  Q = a qb'qc',  wenn 


Es  ist: 


qd  = — pb  pc 

4«  + Pe Pa  qb  + papb  qc 

P = 

Pa,  Q ==  </a 

PbPc 

= ~PbPc 

-j-pepa 

+PaPb 

QPa 

= Pcqb — pbqc 

— Pc  q« 

+pbq • 

= 2papcqa 

-\~pbqc' 

AAX 

= 0 

+Pcqb' 

—pbqc' 

= 0 

-f-  <2'i  qb  pc 

t » 

— 4«  qc 

XV. 


Es  sind  dio  Coordinaten  des  zu  Z bezüglich  der  Strecke  XY  zn- 
gcordneten  harmonischen  Punktes  zu  bestimmen. 

Gegeben:  X=?a,  Y~  y,h  Z = z„.  T=t„  sei  der  zu  bestim- 
mende Punkt. 


Es  sei  XY  durch  Z im  Verhältnisse  m:n  geteilt,  so  dass 


XZ.ZY  *=  m\n 


Dann  ist: 

, . = m(y„)  + »i(x0) 

" m-|-  n 

wo  (ra)  die  Seiteunormalen  bezeichnen.  Setzen  wir: 
\=Zaaa,  rj  «=  Xaxa,  £ = Xaz„,  t — 


X ata 


so  haben  wir  ferner: 


Nun  ist: 


In  m ?/n|  + (ItraT) 
I ~ 0»  + n)|»? 

XT-.  TY  = m : — n 


ta  _ mya  | — nx0Ti 
x ~~  (m  — n)| t] 


Die  Elimination  von  m und  n gibt: 


Xg(xa  t]  -4-  yn  |)  — 2r, , y„  I 
l(ly«  -t-*?*«)— 2|»;ao 
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XVI. 

Trifft  eine  Gerade  die  Seiten  BC  in  .4,,  so  liegen  die  Mitten  der 
AAt  auf  einer  Geraden.  Durch  Projection  erhalten  wir  den  allge- 
meineren Satz: 

Trifft  eine  Gerade  die  Seiten  BC  in  At  und  liegen  auf  den  AA, 
drei  Punkte  A s in  gerader  Linie;  so  liegen  die  den  A3  bezüglich  AAt 
harmonisch  zugcordneteu  Punkte  auch  in  einer  Geraden. 

Es  soll  die  Gleichung  derselben  gefunden  werden,  wenn  gegeben 

ist: 

-^l^i  flj  Cj 

A.jB^Cjy  ( t ./  b ^ c»j 

Es  ist  dann: 

j4 , 77  0 c j — b , 

AAt  777777  0 Cj 

A^ 

Wendet  man  die  Formel  des  vorhergehenden  Paragraphen  au,  so 
findet  man: 

= .4,  V ==  j4j,  7^  7777  „lj,  | = fl,  = Afj  ctlj 

| = aij^  — fl  bic1  -{-  b aacl  — c atbl 

I*  77777  -4g  777  ÄjCj  l'jC]  j 

Sonach  liegen  die  43  in  der  Geraden: 

al(a fljÄj  Cj). 


XVII. 

Treffen  JRd,  QA  die  BC  in  /’„,  Q„,  und  wird  PC’  von  Pa  durch 
J7a,  PaIla  von  Qa  durch  Ra  harmonisch  getrennt;  so  schneiden  sich 
die  ABa  in  R = p«*qbqc,  wenn  P = pa,  U = g«. 

Zum  Beweis  dieses  Satzes  bedienen  wir  uns  der  Formel  in  XV. 
Sie  gibt: 

Ha  = 0 pb  — pc 

Ra  = 0 pb3qc  p*qb 

= 0 pb*qcqa  p*qbqa 

Somit  schneiden  sich  die  AR„  in  lt  = paqbqc-  Ist  P das  Inkreis- 
centrum, so  ist  R =*=  qbqc , der  reciproke  Punkt  von  Q==qu,  und  .4P 
balbirt  den  Winkel  QaARa.  Ist  P der  Schwerpunkt,  so  ist  If=  bVqbqe 
und  Pa  ist  dann’  Halbiruugspuukt  der  Strecke  Q,,Ra-  Beide  Fälle, 
welche  bekauute  Sätze  geben,  liefern  durch  Projection  den  so  eben 
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bewiesenen  Lehrsatz.  Nennen  wir  den  Punkt  R—pa\bqc  den  Re- 
ciprokalpuukt  von  P bezüglich  Q.  Es  ergeben  sich  dann  folgende 
Beziehungen : 

Ist  R der  Reciprokalpuukt  von  P bezüglich  Q,  so  ist  Q der  Re- 
ciprokalpunkt  von  P bezüglich  R.  Der  Reciprokalpuukt  von  P be- 
züglich des  Inkreiscentrums  ist  der  Punkt  p«*.  Der  Reciprokal paukt 
von  P(=p«)  bezüglich  sciues  reciproken  Punktes  (=  pipe)  ist  der 
Punkt  t>u*.  Bezeichnen  wir  noch  kürzer  den  Reciprokalpuukt  von  P 
bezüglich  Q mit  R(P,Q),  so  dass  R{  P,  Q)  s paiqtqc ; so  ist  z.  B. 
wenn  S,  J,  G Schwerpunkt,  Inkreiscentrum,  Grebe’scheu  Punkt  des 
Urdreiecks  bezeichnen, 

R(P,S)  = apa 2 = Pv 
R(’\,  G)=ptt*  = Pt 
Ä(P,P,)=PsVs 

R(G,  S)  = a* 

R[R(  P,  Q),  R(  Q,  P)]  = p<,V V 
P[(?,  R(J,  P)]  = c?pa 
R[R(P,  S ),  R(J,  P)  = a2pa5. 

Wien,  Jan.  1877. 


XXV. 

Begriff  der  Harmonikalebene  eines  Punktes  in 
Bezug  auf  ein  Tetraeder. 


Von 

Emil  Hain. 


ABCD  seien  die  Ecken  des  Fundameutaltetraeders;  kp„  bezeichne 
die  Normalo  eines  Punktes  P auf  die  Ebene  PCD,  so  dass 
kSBCD.pa  ■=  3A",  wenn  K das  Volumen  des  Tetraeders  ist.  Mit 
Pa  wollen  wir  den  Punkt  der  Ebene  BCD  bezeichnen,  in  welchem 
diese  von  der  APa  getroffen  wird. 
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Die  Figur  gibt  für  den  Punkt  Pat 

Xb  Te  Xi  _ APa 
pb  pe  pi  AP 

so  dass  die  Coordinaten  von  Pa  sind: 

Pa  = 0,  Pb,  pe,  Pi 

Die  Ebene,  welche  durch  die  Punkte  l\PcPi  geht,  hat  die  Gleichung : 


Xa 

Ta 

pa 

Pa 

Xb 

0 

pb 

pb 

Xe 

pe 

0 

Pc 

Xi 

Pd 

pd 

0 

Xa  \ 

Pa 

1 

1 

1 

Xb 

pb 

0 

1 

1 

Tr 

Pc 

1 

0 

1 

Td  . 

Pd 

1 

1 

0 

Somit  ist  die  Gleichung  der  PbPcPd: 


eixg  Xb  . Xc  , Xi 

— — = u 

pa  Pb  pe  Pi 


Die  PbPcPd  trifft  die  BC'D  in  der  Geraden: 


— — -f-  = 0 

Pb  pe  pd 

Diese  ist  aber  die  Harmonikale  von  Pa  in  Bezug  auf  das  Dreieck 
BC'D. 

Es  ist  nämlich  ersichtlich,  dass  für  alle  Punkte  und  Gerade  der 
Ebene  BCD  xn  = 0.  Bezeichnen  wir  mit  X irgend  einen  Punkt 
dieser  Ebene,  mit  Ibl&d  die  Normalen  von  X auf  die  Seiten  des  Drei- 
ecks BCD-,  seien  ferner  p&pep*  die  Normalen  von  Pa  auf  die  Seiten 
desselben  Dreiecks:  dann  ist: 

xb  = ^bSiü(BCD  .ACD) 

xb  = E» 
pb  Pt 
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Wir  können  also  in  der  Ebene  BCD  in  diesem  Falle  mit  den  Tetra- 
edercoordiuaten  so  rechnen,  als  weuu  sic  trimetriscke  Coordinaten 
bezogeu  auf  das  Fuudamentaldreieck  BCD  wären. 

Die  Harmouikale  des  Punktes  Pa  = pbpcpd  in  Bezug  auf  das 
Dreieck  BCD  hat  die  Gleichung: 


Die  Geraden: 


« 4.  ^ : 

Pb  Pc  Pd 


111 

pb  pc  pd 


liegen  demnach  in  der  Ebene 


1 1 1 1 

pa  pb  pc  Pd 

Die  Ilarmonikalebene  des  Punktes  pa  ist  somit  die  Ebene  pnpcpd. 
Wir  haben  also  den  bekannten  Satz: 


Ist  P ein  Punkt  im  Raume  des  Tetraeders  ABCD , trifft  AP  die 
Ebene  BCD  in  /’«;  so  schneiden  die  PbPePd  die  BCD  in  vier  Ge- 
raden, welche  in  einer  Ebene  liegen  und  die  Harmonikaleu  von  Pc 
in  Bezug  auf  die  Dreiecke  BCD  sind. 

Wien,  Deccmber  1876. 


XXVI. 

Bemerkung  über  Symmetriepunkte  des  Tetraeders. 


Von 

Emil  Hain. 


ABCD  seien  die  Ecken  eines  Tetraeders.  Das  Gegendreieck  vou 
A habe  die  Fläche  A = «*.  P sei  ein  Punkt  im  Raume,  pa  der  Nor- 
male von  A auf  die  Ebene  BCD  proportional.  Daun  heisst  P ein 
Symmetriepuukt  des  Tetraeders,  wenn  pa  eine  nach  £,  c,  d symmetri- 

/ 
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sehe  Function  der  A ist  und  pipcp‘‘  durch  cyklisclie  Vertauschung 
ans  p„  liervorgehen.  So  ist  das  Inkugelcentrum  des  Tetraeders  der 
Punkt  1 , der  Schwerpunkt  der  Punkt  HCD.  Analog  den  Verhält- 
nissen des  ebenen  Dreieckes  kann  man  also  den  Punkt  |—  C’* 

-\~DH  einen  Punkt  nter  Dimension  nennen. 


Die  Verbiudungsgerade  zweier  Symmetriepunkte  wird  sonacli 
eine  Symmetriegerade  des  Tetraeders  sein.  Sie  hat  die  Form: 

f<6  *h-\-acPc-\-a,tx,i  =•  0 
beXt  -}-  l'iiXd  -J-  b„Ta  — Ü 

CdS.l  -j-  C„Xa  -f-  CbJ'b  — 0 
fluXn  -f- <ItXb  + f/cXc  = 0 

Ed  Id  h i Eb  ie  \ 

u\’  nc  ” u i»v  ad~\h'  fc'l 

So  ist  z.  I!.  für  die  Punkte  qn A -j-  U -(-  D,  A: 
qpC-f  D-f  A -f  B.  <pD+A  -f  D-f  C | _ 

Uh  | c n 

-M  + Zl  + C+D)  lc  ))  =C-Ü 


wo 


1 Ec 


<11  = 


Die  Gerade  C — JJ  ist  also  die  Verbindungslinie  aller  Symmetrie- 
punkto  1.  Dimension. 

Die  Ebern',  welche  3 Punkte  enthält,  hat  die  Gleichung: 


Ta 

fa 

w t 
' n 

t " 1 

Th 

lb 

Eb 

h” 

Te 

$c 

Ec' 

tc" 

--  o 

TU 

Ed' 

Ea" 

Sind  die  En  Symmetriepunkte , so  kann  diese  Ebene  kurz  be. 
zeichnet  werden  als  die  Symmetrieebene: 

U {»'  £6" 

I Ec  h'  Ec” 

Ed  Ed'  Ed" 

So  hat  z.  B.  die  Ebene,  welche  den  Schwerpunkt  und  die  Symmetrie- 
punkte 1.  Dimension  enthält,  die  Form: 

20 
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B B-  I 

C 6'2  = A(B  — C)(C—D)(D—B) 

I)  D - ! 

Ein  Beispiel  der  U Übertragung  aus  der  Theorie  der  Symmetrie- 
punkte  des  ebenen  Dreiecks  ist  der  Punkt  gleicher  Trausversal- 
tlächen.  Legen  wir  nämlich  durch  den  Punkt  X = r„  eiue  Ebene 
parallel  zu  BCD,  so  begrenzt  das  Tetraeder  von  derselben  eine  Fläche 
gleich  Ä , so  dass  für  K als  das  Volumen  des  Tetraeders: 

3 K _ 3K 

1 /M_  A ~ Xa-£Axa 
V A 3K 

Ä 


l 

B 

1 

B 

1 

1 

j 

1 

1 

C 

1 

C 

— BCD 

1 

D 

1 

D 

Bxb  -f-  Cxc  -f-  Dxd 


Für  den  Fall,  dass  die  A'  einander  gleich  seien,  setzen  wir  A'  — 
Dann  ist: 


aAuxa  -j-  b~(u  — a)xb  -f-  c*{u  — a 'j'c  -f-  tl~(u  — a)xj  = 0 
Zur  Bestimmung  von  « hat  mau: 


11 

u - 

— a 

u — 

a 

u 

u | 

u 

— b 

u 

u — 

b 

u — 

h 

u 

— c 

li- 

—  c 

u 

u 

c 

u 

—fl 

tt 

—d 

u — 

-fl 

u 

1 

] 

Die  Subtractiuu  der  Colouuen  ergibt: 


Nun  ist: 


3 abcd  3 n„ 

abc- f-  beit  cela  -{-  e/etb  X betl 

u arxa  « — er 

1 " Ci  4 •**  II  - i— 

a 2*crxa  a 


x = bsc*el*  (abc-\-ae<l-\-  abd  - 2bctl ) 

Suchen  wir  denjenigen  Punkt'  X = x,„  für  welchen  die  Quadratsumme 
der  Normalen  auf  die  BCD  ein  Minimum  ist.  Wir  haben  dauu: 


of  1QI-Ü  *n£Ax„ — AXxa- 


18K*.  -•  = 0 

vxa  ( ZAjp)3 

Sonach  ist  x„  = A der  Grebe’sche  Punkt  des  Tetraeders. 
Wien,  December  187C. 
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XXVII. 

Propositions  sur  les  corps  de  revolution 
de  la  Geometrie  elementaire. 


I»ur 

Georges  Dostor. 


Les  questious  suivantos  ne  scraient  pas  deplacees  dans  un  Cours 
«Je  Geometrie  dlemeutaire;  beaueoup  d’eiitre  eiles  appartiennent  de 
droit  i\  la  partie  tb6orique  du  Cours,  les  autres  se  elassent  dans  les 
probl^ines  et  exercices.  Xous  avons  marque  d’un  asterisque  les  pro- 
positions  que  nous  croyons  ignoree»,  peu  eouuues  ou  imparfaitemeut 
repandues. 


I.  Mesure  du  cylindre. 

1.  Theoreme  I.  La  surfacc  totale  <S  d’un  cylindre  est  egale 
ä la  surface  laterale  d’un  second  cylindre,  qui  a memo  base  que  le 
Premier  et  «lout  la  bauteur  est  egale  ä celle  //  du  premier  cylindre, 
augmentee  de  son  rayon  de  base  /«’;  ou 

S = 2nll{lI+R). 

2.  Theoreme  II.  Le  volume  V du  cylindre  est  6gal  ä la  sur- 
face laterale  * inultipliee  par  la  moitie  du  rayon  de  base;  ou 

V=«.  $/t. 

3.  Th6oröme  III.  Le  volume  du  cylindre  est  egal  fl  la  sur- 
face laterale  inultipliee  par  le  tiers  du  rayon  de  base,  plus  le  ebne 
de  meme  base  et  de  meine  bauteur  que  le  cylindre;  ou 

20* 
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4.  Theordme  IV.  Le  volumo  du  cylindre  est  egal  ä la  sur- 
faco  laterale  multipliee  par  le  tiers  de  la  distance  x d’nn  poiut  qucl- 
eouque  I‘  de  Taxe  a la  geueratrieu,  plus  la  summe  ou  la  d i f fe- 
rn n c e des  deux  cöues  qui  out  puur  bases  celles  du  cyliudre  et  pour 
soinmet  coinmun  le  poiut  /',  suivaut  que  ce  poiut  est  iutericur  ou 
cxterieur  au  cyliudre. 


* 5.  Theoreme  V.  Le  voluiue  du  cylindre  est  egal  ä la  sur- 
face  totale  multipliee  par  la  inoyonue  harmonique  entre  le  rayon 
de  base  et  la  hauteur  du  cylindre;  ou 


'•(i+T) 


6.  Theoreme  VI.  Le  volume  du  cylindre  est  egal  ü la  sur- 
face  du  reetangle  generateur,  multipliee  par  la  eireonlereuec  qnc 
decrit  autour  de  Taxe  le  poiut  de  coucours  des  diagonales  de  ce 
rectanglc  (Theoreme  de  Pappns,  retrouve  par  Guldiu);  ou 


V = RH.  2:r 


R 


* 7.  Theoreme  VII.  Lorsque  le  volume  d’uu  cyliudre  esl 
exprime  par  le  meine  nombre  que  la  surface  laterale,  on  a R — '2, 
quelle  que  soit  la  hauteur;  et,  lorsque  ce  volume  est  exprime  par  le 
meme  nombre  que  la  surface  totale,  on  a 


1 

n 


1 

2 


* 8.  Theoreme  VIII.  Le  volume  r du  cylindre,  la  surface 
laterale  * et  la  surface  totale  ,8  sont  lies  entre  eux  par  la  relation 

87t  P*  = h- (S  — «). 

9.  Theoreme  IX.  I)e  tous  les  eylindres  de  meme  surface 
totale,  le  cylindre  equilateral  coinprend  le  plus  petit  volume. 


10.  Theoreme  X.  Lorsque  deux  eylindres  ont  meine  surface 
laterale,  leurs  volumes  sont  entre  eux  commc  les  rayons  de  leurs 
bases;  et,  s’ils  out  meme  volume,  leurs  surfaees  laterales  sont  ca 
raison  iuversc  des  rayons  de  leurs  bases. 


11.  Theoreme  XI.  Lorsqu’uu  rectangle  tourne  successivemcut 
autour  de  ses  deux  cötes,  il  engendre  deux  eylindres,  dont  les  sur- 
faces  laterales  sont  egales  et  dont  les  surfaees  totales  sont  entre  olles 
commc  les  volumes. 
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12.  Theoreme  XII.  Lorsqu’uu  reetanglc,  tournant  suecessi- 
vcnipnf  antour  de  ses  dniv  cötes,  engeiidre  los  volumes  n «3  et  irA3, 

f|“ 

los  cötes  ile  ec  reetanglc  sont  et  , 

a h 

13.  Probleme  I.  La  surfaee  du  reetanglc  gönerateur  d’un 
eylindre  est  egale  ä «2,  cale.uler  la  surfaee  latörale.  — Ou  trouve 
« = 2t< /j;  pour  a-  — 3125  ou  a « = 19625. 

14.  Probleme  II.  (’onuaissant  la  surfaee  laterale  « et  la  sur- 
faee totale  .S  d’uu  eylindre,  ealeuler  le  rayou  de  base  R et  la  bauteur 

//.  — On  a R = I / , II  = — Pour  » =*  11781  et 

* -*  V 2?t(»S'  — «) 

S = 15708,  on  trouve  R = 25,  II  — 75. 

15.  Probleme  III.  Connaissant  la  surfaee  laterale  * et  lc 
volume  V d’un  eylindre,  determiner  le  rayon  de  base  R et  la  hanteur 

2 V 

H.  — On  a R=  s-  H = . „ Pour  * = 4712,40  et  V=  35343, 
S 4t  Y 

il  vient  R = 15,  H = 50. 

16.  Probleme  IV.  Caleuler  le  diametre  2 R d’un  eylindre, 
coimaissaiit  la  bauteur  II  et  la  surfaee  totale  an!.  — Ou  trouve 
2/f  = V4//2  — 2ä* — 2/7.  Si  II—  2,35  et  « = 3,24,  on  aura  2«  = 2,80. 


II.  Le  eylindre  inscrit  dans  un  edne  donnf. 


17.  Theoreme  I.  Lorsqn’un  eylindre  est  inserit  dans  un  c6ne 
le  rayon  de  base  r et  la  bauteur  h du  eylindre  sont  lies  avec  lc 
rayou  de  base  R et  la  bauteur  H du  cone  pur  la  relation 


r 

R 


18.  Theoröme  II.  De  tous  les  eyliudres  inscrits  dans  un  cöne 
donnc  eelui,  qui  divise  en  deux  parties  egales  la  bauteur  du  cone, 
a la  plus  gründe  surfaee  laterale. 

19  Th6oröme  III.  De  tous  les  eyliudres  inscrits  dans  un 
cone  doune,  eelui  qui  est  termine  par  la  plus  graude  surfaee  totale, 
a la  summe  du  rayon  de  base  et  de  la  bauteur  egale  ä la  denii- 

hauteur  du  cöue,  ou  r-f  A = 


20.  Theoreme  IV.  De  tous  les  eyliudres  inscrits  dans  un 
cöne  donue,  eelui,  qui  comprend  le  plus  grand  volume,  a pour  bauteur 
lc  tiers  de  la  hauteur  du  cöne. 
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III.  Le  Cyllndre  lnserit  dans  une  sphöre  donnö. 

21.  Theoremei.  De  tous  los  cylindres  iuserits  daus  la  sphere 
lc  cylindrc  equilateral  a la  plus  grande  surfaee  laterale;  ccttc  surfaee 
est  la  moitie  de  la  surfaee  de  la  sphere. 

22.  Theoreme  II.  De  tous  les  cylindres  iuserits  daus  la  sphere 
de  rayon  II,  cclui,  qui  est  terniine  par  la  plus  grande  surfaee  totale,  a 

r = 1löÄl/5(10+2V5"),  h = ilfVöäÖ— 2y5) 
pour  rayon  de  base  et  pour  hauteur. 

23.  Theoreme  III.  De  tous  les  cylindres  inscrits  dans  la 
sphere,  eelui,  dont  le  diametre  de  base  est  h la  hauteur  cornme  y'2 
est  ä 1,  reuferme  le  plus  grand  volume. 


IV.  Mesure  du  cöne. 

24.  Thöoreme  I.  La  surfaee  totale  <S  d’un  eöne  est  egale  ä 
la  surfaee  laterale  d’un  sccond  cöne,  qui  a meine  base  que  le  premier 
et  dout  lc  eöte  est  egal  ä eelui  C du  premier  eöne  augmeute  de  sud 
rayon  de  base  R\  ou 

S=  tcR(C-\-R). 

25.  Theoreme  II.  Le  volume  V du  eöne  s’obtient  cn  ninlti- 
pliant  la  surfaee  totale  par  le  tiers  du  rayon  r de  la  sphere  inserite;  on 

V = nR(C-\-  R).\r. 

* 26.  Theoreme  III.  Le  volume  du  eöne  s’obtient  aussi,  cn 
divisant  le  carre  de  la  surfaee  laterale  * par  3 fois  la  eireonference 
1 2nR  d’un  grand  eercle  de  la  sphere  circonserite ; ou 

** 

V — 3(2*Ä)‘ 

27.  Theoreme  IV.  Le  volume  du  cöne  s’obtieut  cncorc,  cn 
multipliant  la  surfaee  laterale  par  le  tiers  de  la  distance  <1  du  centrc 
de  la  base  au  eöte  du  cöne;  ou 

28.  Theorömc  V.  Lc  volume  du-  eöne  s’obtient  aussi,  cn 
multipliant  la  surfaee  du  trianglc  genörateur  par  la  eireonference  2> rm, 
que  decrit  lc  point  de  eoneours  des  medianes  autour  de  Taxe  (Theo- 
reme de  Pappus);  ou 

V=  \RH.  2ntn. 
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*29.  Theoreme  VI.  Le  volumc  du  ebne  egale  encorc  la 
surfaee  laterale  * multipliee  par  le  tiers  de  la  distancc  x du  eöte  A 
uh  |Miint  i|ucleoiHjuc  P de  Taxe,  plus  la  base  multipliee  par  le  tiers 
de  la  distancc  y de  eette  base  au  meine  point  P de  Taxe;  ou 

V — s.  bx-f-n/P.ly. 

Ou  prendra  la  distancc  y positivemeut  ou  negati  vement, 
snivant  que  le  poiut  /•  sera  situc  au-dessus  ou  au-dessous  de 
la  base  du  ebne;  et  Ton  regardera  la  perpendiculairc  x eomme  po- 
sitive ou  negative,  suivaut  qu’ellc  reucontrera  le  eöte  C du  cönc 
en-de<,a  ou  au-delA  du  sommet. 

* 30.  Theorömo  VII.  Lorsque  lc  volume  du  ebne  est  ex- 
prime  par  le  meme  nombre  que  la  surface  laterale,  ou  a 


JL+J 

H 


1 

9 ’ 


et  lorsque  ce  volume  est  exprime  par  le  meme  nombre  que  la  sur- 
facc  totale,  on  a 


3 

»* 


1 

3 


* 31.  Theoreme  VIII.  Le  volume  V du  cönc,  la  surface 
laterale  « et  la  surface  totale  S sont  lies  entre  eux  par  la  relation 

9a  I'*  = S(S—«)(2*—S) 

On  en  conclut  que  la  surface  totale  d’un  cöne,  plus  graude  que 
la  surface  laterale,  est  toujours  moiudre  que  le  double  de  cette  sur- 
face laterale. 

32.  Probleme  I.  Caleulcr  la  surface  laterale  s d'nn  cöne, 
«lout  on  doune  la  surface  totale  S et  le  volumo  1’.  — Ou  trouve  que 

g = ?S±  .!,  VsfS5  — 27»!’*). 

* 33.  Probleme  II.  De  tous  les  ebnes,  qui  ont  meme  surface 
laterale  «,  quel  est  celui  qui  renferme  le  plns  grand  volume?  — Les 
trois  cötes  du  triangle  reetangle,  qui  engendre  le  ebne  maxiinum. 
sont  entre  eux  eomme  les  trois  nombres  y 1,  y 2 et  y 3,  et  le  vo- 
lume maxiinum  sera 

V “ 9»  3. 

* 34.  Probleme  III.  I)o  tous  les  ebnes,  qui  ont  meine  sur- 
face totale  .■<,  quel  est- celui  qui  reuferme  le  plus  grand  volume?  — 

Ig-s  trois  cötes  du  triangle  reetangle.  qui  engendre  le  ebne  de  volume  W 
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maximum,  sunt  entre  eux  ramme  les  trois  nombres  1,  2q/2  ct  3; 
la  surface  laterale  de  ce  raue  est  les  trois  quarts  de  la  surface  totale 
et  son  volume  est 


35.  Probleme  IV.  Sur  un  grand  eercle  d’une  spliere  de  rayon 
II  coustruire  un  cöue,  dont  le  volume  soit  äquivalent  iv  celui  de  la 
spbisre.  — On  trouve  que  H — AR,  C—R\l  17,  * — xlC y 17, 
S = nR*{ I + yiT);  le  rayon  de  la  spliere  cireonscrito  au  cöue  est 
lt  — y 11  et  r = \R(\'  17  — 1)  est  le  rayon  de  la  spliere  inscrite. 

* 36.  Pro I>1  eine  V.  On  sait  que  le  volume  d’uu  cöne  s’obtient 
en  multipliant  la  surface  totale  par  le  liuitiöme  de  la  hautear, 
calculer,  en  valeur  du  rayon  de  base  II,  la  surface  laterale  #,  la  sur- 
face totale  S et  le  volume  V.  — On  trouve  que  C = tj/f,  II  — 

s = *j Ti R-,  S -----  Snll*,  I'  = f 7i Ji3 ; le  rayon  de  la  spliere  circonsritc 
au  cöne  est  lt  = § J II  et  le  rayon  de  la  spliere  inscrite  est  la  moitii 
du  rayon  de  base  H du  cöne. 

37.  Probleme  VI.  Les  cötes  du  triangle  gönöratcur  d’un  cöne 
sont  entre  eux  ramme  les  trois  nombres  entiers  consecutifs  3,  4 ct  5, 
calculer,  en  valeur  du  rayon  de  base  11,  la  surface  laterale  «,  la  sur- 
face totale  S et  le  volume  r.  — Si  l’on  supposc  que  le  rayon  de 
base  est  proportionnel  au  nombre  3,  ou  obtiendra  les  niemes  valours 
que  dans  le  prnbleme  preeödent;  s’il  est  proportionnel  au  nombre  4, 
on  trouvera  que  II  J R,  C — J/t,  x — J n R-,  »S  = '{nlt*,  K= 

* 38.  Probleme  VII.  Dans  un  rectangle  ABCD  (tig,  1.)  ou 
mene  la  diagonale  AC.  A qucl  point  /•;  de  cette  diagonale  faut-il 
joiudre  le  sonnnet  D du  rectangle,  pour  que  les  trois  triangles  ABC , 
ADE,  CDE  eugeudrent  des  volumes  egaux  pendant  la  revohitiou  du 
rectangle  ABCD  autour  du  cöte  AB.  — Le  point  E divisc  la  diago- 
nale AC  en  moyenne  et  extreme  raison  ä partir  du  point  A. 

39.  Probleme  VI II.  Dans  une  spliere  donnee  O (fig.  2.)  de 
rayon  II,  on  mene  un  plan  A CB  et  le  diametre  SCI)  perpendiculaire 
ä ra  plan;  puis  ou  construit  deux  cöncs  ayant  pour  base  commuuc 
le  cercle  de  section  et  pour  sommets  respectifs  les  extremites  <S  et  D 
du  diametre.  Calculer  les  surfaces  laterales  »,  «' ; les  surfaccs  totales 
S,  S’  et  les  voluiues  r,  V de  ces  deux  cönes.  saebaut  que  lc  plan 
est  mene  ä une  distancc  x du  centre  de  la  sphere.  — On  trouve  que 

* = n(R—x)  v mii+x).  / = xj  4 JlUB—x). 

S=  n(R—x)  [Ä+x-f  y'2/t(7rP)],  S’  = nr(/?+x)[Ä— x+V2Ä(/f— i)]. 
V-  i *(/?-*)*  (i?-f-x),  l '=  ix(R+x)*(R-x). 
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40.  Probleme  IX.  Moner  (laus  uue  sphere  de  rang  R (Hg.  2.) 
un  plan  de  maniere  que  les  surfaces  laterales  *,  x'  des  deux  ebnes 
du  probleme  precedeut  soieut  entre  olles  dans  le  rapport  de  m k n.  — 

9 9 

rr — m* 

On  trouve  uue  x — »— i — „11.  Si  « = 3 et  m — 1 le  plan  secant 

ii“  m-  * 

ilevra  diviser  le  diambtre  SD  dans  le  rapport  de  1 9 et  l’on  aura 

x=lR. 

41.  Probleme  X.  La  surface  laterale  d’un  ebne  est  egal  au 
eerele  qui  a pour  rayon  la  distance  du  sominet  au  centre  de  la  sphere 
inserite-,  calculer,  en  valeur  du  rayon  r de  ectte  sphbre,  le  rayon  de 
base  R , la  hautenr  H et  le  ebte  C du  ebne,  ainsi  que  la  surface 
laterale  *,  la  surface  totale  .S  et  le  volume  1'.  — On  trouve  que 

Ä = rvr+y2,  W = r y' 2 (1  -(- y' 2),  C = rVo+'^ä)»} 

i — ar2  ( 1 y 2)2,  »S  = 7ij'2 1/2  (1  -f-  y 2)2.  I'  = Jj  rcr3  y'  2(1  -j-  2)2. 

La  surface  laterale  et  la  surface  totale  sont  entre  eiles  coinnic 
1 est  ä y 2. 


V.  Le  ebne  eireonscrll  i»  une  sphbre  donnbe. 


42.  Theoreme  I.  Lorsqu’un  ebne  est  circonscrit  ä une  sphere 
donnce,  le  rayon  de  base  R et  la  hauteur  H du  ebne  sont  lies  ave 
le  rayon  r de  la  sphere  par  la  relatiou. 

1 _ ! _ 2 
r2  R-  — rH 


Si  la  hauteur  //  du  ebne  est  egal  au  double  diametre  Ir  de  la 
sphere,  le  rayon  de  base  R du  ebne  sera  egal  au  ebte  ry'2  du  earre 
inscrit  dans  un  grand  cerchv  de  la  sphbre. 


En  gbnöral,  si  II  — »r,  on  aura  R = r 


43.  Theoreme  II.  Lorsque  le  rayon  de  base  d’uu  ebne  est 
egal  au  diametre  2r  de  la  sphere  inserite,  on  a 


V ar3. 


//  = C — \°r,  x = r2,  S = 4j»>rr2,  V 

* 44.  Theorbme  III.  Lors<|ue  la  hauteur  d’un  ebne,  cir- 
conscrit k uue  sphbre  donnbe,  est  double  du  diametre  de  cette  sphbre, 
la  surface  totale  du  ebne  ainsi  que  son  volume  sont  aussi  doubles. 
I nne  de  la  surface  et  l’autrc  du  volume  de  la  sphere. 


On  trouve  que  R = r y 2,  C — 3ry' 2,  x 
et  y=2.i*r3. 


Gar2,  S = 2. 

J*  J 
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45.  Probleme  I.  A unc  sphöre  donnee,  de  rayon  r,  cireon- 
scrirc  nn  cöne,  dont  la  surface  laterale  soit  egale  an  ccrcle  ay3nt 
pour  rayon  la  distanee  du  centro  de  la  sphöre  au  sommet  du  cöne.  — 
On  trouve  que  U = r(2+y  2),  It  = rV l-f-V2,  C = rV<  +5 y2, 
et  * = ar*(l  -f-  V 2)*,  JS=ar*a  + V2)(24-V2),  iar3(4  + 3 >'2). 

* 46.  Probleme  II.  Circouseire  ä uue  Sphäre  de  rayon  r un 
cöne  dont  la  surface  laterale  soit  egale  ä n fois  la  surface  de  la 
spbere.  — La  distauce  du  sommet  du  cöne  au  centre  de  la  sphere 

est  ^(4«  — 1 ±1/(4«  -3)*—  8). 

Si  « — ij , on  trouve  pour  cette  distauce  les  deux  valeurs  2r  et 
3r.  Ainsi 

Les  deux  cönes  cireonscrits  ä une  spbere  donnee,  dont  les  hau- 
teurs  sout  l’une  triple  et  l’autre  ((uadruple  du  rayon  de  la  sphere., 
ont  meme  surface  laterale;  et  cette  surface  est  <\  celle  de  la  spbere 
eomme  3 est  ü 2. 

On  a pour  ces  deux  cönes 

II  = 3r,  R = r y 3,  C = 2r  ± 3,  » =•>  6nr2,  S = 9 jrr2,  V = 3 nr*; 
II  = 4r,  R = ry  2,  C’=  3r±3,  s = 6*r2,  S = Hnr\  V = 

47.  Cöne  de  surface  laterale  minima  circouscrit  ä 
unc  sphere  donnee.  II  se  döduit  de  la  question  precödeutc. 

De  tous  les  cönes  cireonscrits  ä uue  spbere  donnee,  cclui,  qui  a 
la  plus  petitc  surface  laterale,  mesure,  du  sommet  au  eentre  de  la 
spbere,  une  distauce  egale  au  rayon  du  cercle  äquivalent  ä cette  sur- 
face laterale. 

* 48.  Probleme  III.  Circonscrire  ä une  sphöre  de  rayon  r 
un  cöne,  dont  la  surface  totale  soit  egale  ä n fois  la  surface  de  la 
sphöre.  — Les  hnnteurs  des  deux  cönes  satisfaisant  ä la  question 
sollt  2r(«±V»(«  — 2)). 

49.  Cöne  de  surface  totale  minima,  circonscrit  ä unc 
sphere  donnee.  Ce  cöne  s’obtient  par  le  probleme  pröcedent. 

De  tous  les  cönes  cireonscrits  ä unc  sphöre  donnee,  celui,  qui 
a la  plus  petite  surface  totale,  a pour  hauteur  le  double  diamötre  de 
la  sphöre. 

Cette  surface  est  aussi  double  de  la  surface  de  la  spbere. 

50.  Probleme  IV.  Circonscrire  ä une  sphöre  de  rayon  r un 
cöne  dont  le  volume  soit  ögal  ä « fois  le  volume  de  la  sphöre.  — Deux 
cönes  satisfont  ö la  question;  ils  ont  pour  hauteur  2r(«  ±y»(»  — 2)). 
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5t.  Cöne  de  volumo  miuiinum,  circonscrit  ä une 
sphere  donnce.  II  est  övidemment  lc  memo  que  celui,  dont  la 
surfaee  totale  est  minima. 

De  tous  les  cönes  circonscrit«  ä une  spliöre,  celui,  qui  a le  plus 
petit  volnme,  a pour  hauteur  le  double  diamötre  de  la  sphere. 

52.  Probleme  V.  A une  sphere  donneo,  de  rayon  r,  circon- 
scire  un  eöne  dont  le  plan  de  contact  se  trouve  ä une  distancc  * 
du  centre  de  la  sphere.  — On  trouve  que 


*-r  l/^. 

c-r‘  l/r+x; 

.# 

x ’ 

T 1 X ’ 

x f r — x 

nr3(r~ |~x) 

* “ x(r-x)  ’ 

»r*(r+x)2 
‘ x(r-x)  ’ 

nr3(r+  x)* 
3x(r — x) 

Le  plan  de  contact  separe  de  ce  cöne  un  petit  cöne  supericur, 
ayant  meme  sommet  que  lc  premier  et  pour  base  le  ccrcle  de  con- 
tact de  cclui-ci.  Les  Elements  de  cc  cöne  sont 


r _(■+.)(— «),  «■  _ y(r+.)(^_,),  C'-V(r+.)(r-ö 


(r-(-i)(r— ar),  S' 


»(r-fx)*(r— x)  (r— y)a 

* ’ v “ 3x 


TI.  Le  cöne  inserit  dans  une  sphöre  donuöe. 

53.  Relation  entre  le  rayon  R d’une  sphere,  le  rayon  de  base 
R ct  la  hauteur  //  d’uu  cöne  inserit  dans  cctte  sphere: 

: 2RH = ü*. 

54.  Probleme  I.  Dans  une  sphöre  donnöe,  de  rayon  R,  in- 
scrirc  le  cöne  dont  la  surfaee  laterale  soit  maxima. 

La  base  de  ce  cöne  est  situee  a une  distancc  du  centre  egale 
au  tiers  du  rayon  de  la  sphere.  On  a d’aillcurs 

R = |Äy2,  H=jtR,  6; 

(OR\3 

-g-j  • 

55.  Probleme  II.  Dans  une  sphöre  de  rayon  R inscrire  lc 
cöne  dont  la  surfaee  totale  soit  maxima.  — Si  l’on  desigue  par  x la 
distancc  du  centre  de  la  sphere  au  cöte  du  cöne,  on  trouve  que  la 
valeur  de  x,  qui  eorrespond  au  cöne  de  plus  grande  surfaee  totale, 
est  donuee  par  l’equation 
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i x*  — Rs  ~R*  = 0 


il’oii  on  tirc  x = JA’il  + y 17)  pour  la  valcur  de  cettc  distaiice. 
La  surfacc  totale  du  cöne  etaut 


il  vient 


Axs(R-s)(I{-{-x)i 
II* 


S = — — — rJ'“--—  = (VwAlTA’+ÖU) 


+51  y 17) 


pour  la  surfacc  totale  maxima  des  cönes  inscrits  dans  la  sphere. 

56.  Probleme  111.  Dans  une  sphere  de  rayon  II  inscrirc  lc 
eönc  de  volumc  maximum.  — Le  voluine  de  ce  cöne  e3t  equivalont 
ä uno  sphere,  dont  le  rayon  est  les  deux  tiers  du  rayon  tle  la  spkere 
dounee ; sa  surfacc  laterale  est  aussi  maxima  (54). 


VII.  Le  eöne  clrconscrlt  & uu  eyliudre  doiinee. 

57.  Probleme  I.  A uu  eyliudre  donnc  eircouscrire  le  cöuc 
dont  la  surfacc  laterale  söit  minima.  — La  question  conduit  ä mir 
equation  du  troisieme  degre. 

58.  Probleme  II.  A uu  eyliudre  doune,  cireonscrire  le  cöuc 
dont  la  surfacc  totale  soit  minima.  — * La  question  mene  aussi  ä une 
equation  du  troisieme  degre. 

59.  Probleme  III.  A un  eyliudre  doune,  cireonscrire  lc  eönc 
dont  le  voluine  soit  maximum.  — La  bauteur  du  cöne  est  triple  de 
la  bauteur  du  eyliudre;  et  le  voluine  du  cöne  est  ä ce.lni  du  eyliudre 
comme  9 est  ä 4. 

VIII.  Mesure  du  tronc  de  cöne  convexe. 

60.  Theoreme  I.  La  surfacc  laterale  « du  tronc  de  cöne  est 
egale  ä la  soinnie  des  surfaees  laterales  de  deux  cönes,  qni  ont  meint' 
röte  C que  le  tronc,  et  qui  ont  pour  bases  lc  premier  la  base  in- 
ferieure  de  rayon  II  tlu  tronc  tle  cöne  et  le  second  la  base  supericure 
tle  rayon  r;  ou 

x = ?r  AY,’+  nrC. 

* 61.  Theoreme  II.  La  surfacc  totale  5 du  troix  de  cöno 
est  egale  ä la  somme  des  surfaees  totales  de  dci«  cönes , qui  out 
meine  cöte  que  le  tronc  et  pour  bases,  le  premier  la  base  inferienrt“ 
et  le  second  la  base  superieure  du  tronc  de  cöne;  ou 

S=  nR(C-\-R)-\-nr(C-\-r). 
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*62.  Theorem o III.  Le  treue  de  cötic  I'  est  cquivalent  ä 
la  sounne  d’un  cyliudre  et  d’uu  cöue,  avant  meine  Iiauteur  II  que  le 
tronc  et  pour  rayons  de  bases,  le  cyliudre  la  dcmi-somme  et  le  cöue 
la  deini-difference  des  deux  rayous  de  bases  du  tronc  de  cöue;  ou 

r=«//(w+r)+^//(Ä“r)‘ 

* 63.  Thüorömc  IV.  Le  troue  de  cöue  est  egal  a la  diffe- 
ronce  d’un  cyliudre  et  d’uit  cöue  ayaut  meine  hautour  que  le  tronc, 
la  base  da  cyliudre  etant  la  dcmi-somme  des  bases  du  tronc,  et  la 
base  du  cöue  etant  le  demi-cercle  qui  a pour  rayou  la  difference  des 
rayous  de  bases  du  troue  de  cöue ; ou 

r=HM1^)_hHnU{-ry 

* 61.  Theoreme  V.  Le  volume  du  tronc  de  cöue  egale  la 
surface  laterale  multipliec  par  le  tiers  de  la  distaucc  S du  cöte  C 
ä im  poiut  quelconque  P de  Faxe,  plus  deux  cöues  ayaut  pour  bases 
edles  du  troue,  et  pour  hautcurs  re  pectives  les  distances  D et  <1 
de  ccs  deux  bases  au  memo  poiut  ou 

r = # . J d -f  J rt  11- D -f  i **•*</. 

Les  distauces  ö,  1)  et  </  devrout  etre  prises  positivement  ou 
negativement,  suivaut  la  position  du  poiut  P par  rapport  aux 
deux  bases  et  au  cöte. 

La  distanec  d sera  positive  ou  negative,  suivaut  que  cette 
perpeudiculaire  rencontrera  le  cöte  eti-deya  ou  au-dela  du  soinmet 
du  cöue  auquid  appartieut  le  troue. 

La  distanec  / ) sera  positive  ou  negative,  suivaut  que  1c 
poiut  P sera  situe  au-dessus  ou  au-dessous  de  la  base  inferieure 
du  troue. 

La  distanec  <1  sera  positive  ou  negative,  suivaut  que  le 
poiut  /‘sera  situö  au-dessus  ou  au-dessous  de  la  base  superieure. 

IX.  Mcsure  du  tronc  de  cöuc  de  seconde  esp^ee. 

* tVT».  Theoreme  I.  La  surface  laterale  du  troue  de  cöue 
. (rangle  est  egale  ü la  summe  des  bases  multipliec  par  le  rapport 
du  cöte  a la  summe  des  rayons  des  deux  bases;  ou 
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* 66.  Theoreme  II.  La  surface  totale  du  trone  de  cöue 
etrangle  est  egale  ä,  la  surface  laterale  d’uu  second  trouc  de  cöue 
ötraugle,  «jui  a meme  bases  que  le  premier,  et  dont  le  cöte  est  egal 
au  cötö  du  premier  trone  de  cöue  augmeute  des  rayons  de  ces  dem 
bases;  ou 


67.  Theoröme  III.  Le  voluuic  du  treue  de  cöue  etraugle  est 
bgal  ä l’excös  de  la  sominc  de  deux  cöues  sur  un  troisieme,  qui  out 
meine  hauteur  que  le  trone  et  pour  bases,  le  premier  la  base  in- 
ferieure,  le  second  la  base  superieure  et  le  troisieme  uue  moyenne 
proportionuelle  cutrc  ces  deux  bases;  ou 

V — 43r//(7?a  — Är  + r*). 


X.  Questious  Mir  le  trone  de  ebne  convexe. 

68.  Probleme  1.  Ou  connait  la  hauteur  //,  le  rayou  R de 
l’uue  des  bases  et  le  voluine  V'  d’un  trone  de  töne;  calculer  le  rayou 
x de  l’autre  base.  — On  trouve  que 


w 


Pour  H — 3,  Ji  — 5,  1‘  ■=  39a,  on  a r = ’J. 

69.  Probleme  II.  Oa  doutie  la  hauteur  H et  le  volumc  1’ 

d’un  trone  de  ebne,  et  l’ou  connait  le  rapport  * de  la  surface  laterale 

k la  diffbrenee  des  bases ; döterminer  les  rayons  x et  y des  deux  bases, 
aussi  que  le  cöte  z.  — On  obtient 

nH 


+ 4 


/’4r  _ _«*w* 
7t//  3 (in* — i i i) 


— »//  1 /Tr  _ n»/f* 

y 'iVvi1—  "ff  3 (im* — «-)’ 

mH 

V 1 »* «* 

70.  Probleme  III.  Les  rayons  des  deux  bases  d’un  trone  de 
cöne  sout  entre  cux  coinme  m est  ä n ; le  rayon  de  la  section  faite 
ä egales  distances  des  bases  est  n ; calculer  le  volumc  I' du  trouc 
de  cöue,  sacliaut  que  la  hauteur  est  ff.  — On  trouve  que 


i-, 


na*//  »»* — n* 
i -}-  n m*  — »* 
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Ce  volume  sera  äquivalent  ä la  sphere  de  rayou  a,  si  l’on  a 
H m3  -f-  2ra«  -f-  «* 


71.  Probleme  IV.  On  conuait  les  rayous  Jt,  r des  deux  bases 
d’un  tronc  de  cöue  et  la  bauteur  II  du  trouc;  mener  un  plan  paral- 
lele aux  deux  bases,  qui  decompose  le-  solide  en  deux  troncs  de  cöue 
seinhlables,  dont  ou  deinaude  les  voluincs  1"  et  V".  — Le  rayon  de 
la  sectiou  est  y Itr  et  l’on  a 


V — ijJtllr  y r 


Ity  II  — ry'r 
R — r 


= \nHIi  y R 


nyn~  ry > 


72.  Probleme  V.  Determiner  sur  Taxe  d’uu  trouc  de  cöne 
un  poiut  /’  tel  que  le  volume  du  tronc  soit  egal  ä la  surface  laterale 
multipliee  par  le  tiers  de  la  distauce  de  ce  poiut  P au  cöte.  — Les 
ilistances  du  point  P aux  deux  bases  sont 

Ilr3  II II- 

* “ It*  — r3  y = R*  — r3 


XI.  Trottes  de  cöne  assujettls  ä des  eondltions  donnees. 

73.  Thöoreme  I.  Lorsquc  la  bauteur  d’un  tronc  de  cöue 
convexe  est  egale  ä quatrc  fois  la  difference  des  rayous  R,  r des 
deux  bases,  le  trouc  de  cöne  est  egal  ä la  differeuce  des  deux  spheres 
coustruites  avec  ces  rayous. 

74.  Theoröme  II.  Lorsque  la  bauteur  d’uu  trouc  de  cöne 
etrauglö  est  egale  a quatre  fois  la  somme  des  rayons  des  deux 
bases,  le  trouc  de  cöne  est  egal  ä la  somme  des  deux  spheres  cou- 
struites avec  ces  rayons. 

75.  Probleme  I.  Calculcr  les  rayous  II  et  r des  deux  bases 
d’uu  tronc  de  cöne,  dont  le  cöte  conuu  C fait  uu  angle  de  60°  avec 
le  plan  de  la  base  inferieur,  sachaut  que  le  tronc  est  äquivalent  5 
la  sphöre  qui  a ce  cöte  C pour  diametre.  — Ou  trouve  que 

- ■=  1+  iS  Viy  3 — 3.  -=  ] — ^ Viy  3 — 3 


76.  Prob  16 me  II.  Dans  un  tronc  de  cöne,  le  rayon  r de  la 
base  superieure,  la  bauteur  H et  le  rayon  R de  la  base  inferieure 
sont  entre  eux  com  me  les  trois  premiers  nombres  impairs  1,  3,  5 • 
calculcr  la  surface  latörale  *,  la  surface  totale  3 et  le  volume  V eu 
fonction  du  rayon  r de  la  base  superieure.  — On  trouve  que  *=>3ü.tr*i 
>S  = 56*rr*  et  !’•»  3lJir3. 
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77.  Probleme  III.  Quel  doit  etre  le  cöte  C d’un  tronc  de 
cöne  dout  011  donne  les  deux  rayous  Ji,  r de  bases,  pour  que  !e 
volume  s’obtieime  en  multipliaut  la  surfacc  totale  par  la  »i*“*  partie 
de  la  hauteurV  Ou  trouve  que 


C 


Jir 

Ji—^r 


Pour  n = 3,  ou  a 


• _ Hr 
C = Ä+r’ 


et  pour  n — 0 il  vieut  C = 


78.  Probleme  IV.  Un  cyliudre  et  uu  trouc  de  cöne  out  uw 
base  commune  nJi*  et  meme  hauteurs  //,  calculer  le  rayon  » de  la 
seconde  base  du  trouc  de  cöne  pour  que  le  volume  du  cylindre  seit 
ä celui  du  cöue  dans  la  rapport  de  m ä n.  — Uu  trouve  que 

x — JA’[ — l-j-V3(4»(  — »»)]. 

Pour  »i  = 12  et  » = 7 , on  x = f'’ ; si  l’ou  a cu  meine  temps 
H — ‘7°,  le  trouc  de  cöne  sera  äquivalent  ä la  sphere  de  rayon  R. 


79.  Probleme  V.  Calculer  le  rayon  de  base  x du  cyliudre 
qui  a meine  bauteur  //  et  meme  volume  I"  que  le  trouc  de  cöne  dunt 
les  rayous  de  base  sont  Ji  et  r.  — On  trouve  que 

X = J V 3(  Jl-r  4-  Jir  -f  r‘). 

Pour  Ji  = 1 1 et  r - 3 ou  a * = 7. 


XII.  Le  trouc  de  cöne  clrconseriptible. 

*80.  Theoreme  I.  Lorsqu’uu  trouc  de  cöne  est  cireon- 
scriptiblo  a uue  sphere; 

1°  le  rayon  de  cette  sphere  est  moyenne  proportionnelle  eutre 
les  rayons  et  des  deux  bases  du  trouc; 

2°  la  surface  laterale  du  tronc  est  äquivalent  au  cercle  qui  a 
pour  rayon  le  cöte  du  tronc; 

3°  le  volume  du  tronc  s’obtient,  en  multipliaut  la  surfacc  totale 
par  le  sixieine  de  la  bauteur. 

81.  Theoreme  II.  Lorsque  la  demi-hauteur  d’un  tronc  de 
cöne  est  moyenne  proportionnelle  eutre  les  rayous  des  deux  bases, 
la  surface  laterale  du  tronc  est  egale  au  cercle  qui  a le  cöte  pour 
rayon. 
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82.  Thöoröme  III.  Lorsque  le  cötö  d’uu  tronc  de  cone  est 
egale  4 la  somme  des  rayons  des  deux  bases,  le  volurae  du  tronc 
est  egal  a la  surfacc  totale  multipliöo  par  le  sixiömc  de  la  bauteur. 

83.  Probleme  I.  t'alculcr  les  rayons  r et  y des  deux  bases 
d‘nn  tronc  de  cöue,  qui  est  circouserit  ä uue  spbere  de  rayon  R,  pour 
qu’il  soit  egal  ä » fois  cctte  spbere.  — On  trouve  que 

x = i-\-  2 12"  — ^ 

y = ^V2u+1  — ^ l/2»—  3 

Le  volume  du  tronc  sera  double  de  celui  de  la  sphörc  pour 

1 = 1)  et  y = \R(\  b — 1). 

La  surfacc  laterale  de  ce  tronc  sera  bnR*,  et  SnR*  en  sera  la  sur- 
face  totale. 

84.  Probleme  II.  Dans  un  tronc  de  c6ne  circonscriptible  & 
la  spbere  de  rayou  R,  la  surfacc  totale  est  egale  ä n fois  la  surfacc 
de  cette  spbere,  calculer  les  rayous  r et  y des  deux  bases,  la  surfaee 
latöralc  * et  le  volume  V du  tronc.  — On  trouve  pour  x et  y les 
niemer  valeurs  que  precedemment;  de  plus  on  a 

*=re/Z!!(2«+l),  V=$nR3. 

Pour  n = Vi  on  a x = 2 R,  y « = V’jt.K8,  S — \lnR *, 

V=  l*R3. 

85.  Probleme  III.  Un  trapezc  bircctangle  AÜCD  (fig.  3.) 
est  circonsrrit  ä un  cercle  O de  rayou  r ; on  co  unait  le  cöte  lateral 
oblique  AD  = 2 a.  Calculer  les  deul  bases  AB  = H,  CD  — & du 
trappe,  puis  la  surfaee  laterale  *,  la  surfaee  totale  Ä’  et  le  volume  r 
du  tronc  de  cöue  qu’engeudre  la  revolution  du  trapezc  A Li  CD  autour 
du  cöte  lateral  droit  HC.  — On  trouve  que 

B =■  o-fr-j-V«* — r*,  i==n-|-r  — 1 / a* — r*; 

* = 4^«(a-f-r)i  S = 8ji<j (n -f-  r) , U=  |Tr(r-f*o)  (r_l~2«). 

La  surfacc  totale  du  tronc  est  double  de  la  surfaee  laterale,  et 
le  volume  s’obtieut  eu  multipliant  la  surfaee  latörale  par  le  le  tiers 

de  ^+2A>. 

a 

86.  Probleme  IV.  Dans  uu  demi-cercle  ACB  (tig.  4.)  on 
inscrit  un  reetangle  DKFG  et.  l’on  construit  le  trinugle  isocele  (■ 

21 

tt 
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On  demaude  que  le  rectangle  soit  tel  que,  si  l’on  fait  tourner  la 
iigurc  autour  du  diamätre  H,  les  volumes  eugondres  par  le  rectangle 
soieut  entre  eux  comme  m est  k n.  — La  hauteur  du  rectangle  sera 

* = S(äS+äT)Cw+  V3"t(3m  + 4»)]. 

Pour  m = 3 et  n = 4,  ou  trouve  x = $Jl\  si  m = n,  il  viendra 
* = Iiö/?(1  + V21). 

XIII.  La  zone  et  la  ealotte  sphärlquc. 

87.  Theoreme  I.  La  surface  de  la  ealotte  sphärique  (zone 
(1  unc  base)  est  egale  a celle  d’un  cercle,  qui  a pour  rayou  la  corde 
de  l’arc  gäuärateur  de  la  ealotte. 

88.  Theoreme  II.  Lorsque  la  base  d’uuc  ealotte  sphärique 
est  la  n*m8  partie  de  la  surface  de  cette  ealotte,  la  hauteur  de  la 
ealotte  est  egale  an — I fois  la  «8m*  partie  du  diamätre  de  la  sphere 

89.  Theoreme  III.  Si  l’on  divise  uue  demi-circonfäreuce  eo 
trois  partics  ägales  et  qu’ou  la  fasse  tourner  autour  de  son  diamätre, 

1°  la  zone  engendräc  par  Taxe  du  milieu  est  egale  ä la  somme 
des  deux  zones  däcrites  par  les  arcs  extremes; 

2°  la  surface  eugeudree  par  la  corde  de  l’arc  du  milieu  est  anssi 
egale  ä la  somme  des  surfaees  engendrees  par  les  cordes  extremes. 

90.  Probleme  I.  Couper  unc  sphore  par  uu  plan  tel  que  le 
cercle  de  la  section  soit  egal  ä la  differenco  des  deux  zones  dans 
lesquelles  le  plau  divise  la  surface  de  la  Sphäre.  — Le  plau  säcaut 
divise  le  diamätre  de  la  Sphäre  en  moyenne  et  extreme  raison. 

91.  Probleme  II.  Separer  d’unc  Sphäre  uue  ealotte,  qui  soit 
double  de  la  surface  laterale  du  cöne  inscrit  dans  la  ealotte  et  ayant 
memo  base  qu’elle.  — L’arc  generateur  de  la  ealotte  est  le  tiers  de 
la  circonfereuce  d’un  grand  cercle  de  la  sphere,  et  la  surface  de  la 
ealotte  est  les  trois  quarts  de  la  surface  de  la  Sphäre. 

92.  Probleme  III.  Separer  d’une  sphere  unc  ealotte,  qui  soit 
la  moitiä  de  la  surface  laterale  du  cöne  circonscrit  ä la  ealotte  et 
ayant  meme  base  qu’elle.  — La  hauteur  de  la  ealotte  est  les  deui 
tiers  du  rayou  de  la  Sphäre. 

93.  Probleme  IV.  Säparer  d’une  Sphäre  une  ealotte,  qui  soit 
ägale  ä la  surface  latärale  du  cöne , qui  a meme  base  que  la  ealotte 
et  pour  sommet  le  centre  de  la  Sphäre.  — La  hauteur  de  la  ealotte 
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est  le  cinquieme  du  diamätre  de  la  Sphäre,  et  la  surfaco  de  la  calotte 
est  aussi  le  ciuquiäine  de  la  surfaco  de  la  Sphäre. 

94.  Probleme  V.  Separer  d’uue  Sphäre  une  calotte,  qui  soit 
ägale  k la  surface  laterale  du  cöue,  qui  a mente  base  que  la  calotte 
et  pour  sommct  l’extremite  opposee  du  diametre  porpeudiculaire  ä 
cette  base.  — La  demi-cordc  de  l’arc  genärateur  de  la  calotte  est 
egale  au  plus  grand  segmeut  du  rayon  divise  eu  moyeune  et  extreme 
raison. 

95.  Probleme  VI.  Separer  d’une  Sphäre  uue  calotte,  qui 
augmeutee  de  son  cercle  de  base,  soit  äquivalente  ü la  moitiä  de  la 
surface  de  la  Sphäre.  — La  bauteur  de  la  calotte  est  egale  t\  l’excäs 
du  diametre  sur  le  cöte  dn  carrä  inscrit  dans  uu  grand  cercle  de  la 
Sphäre. 


XIV.  Questions  sur  la  Sphäre. 

9G.  Theoreme  I.  Pour  que  le  volume  d’une  Sphäre  soit  ex- 
primä  par  le  meme  nombre  que  la  surface,  il  faut  et  il  suftit  que  le 
rayon  soit  egal  ä 3. 

97.  Theoreme  II.  Le  volume.  compris  entre  deux  sphäres 
coucentriques  de  rayons  li  et  r est  egal  ä celui  d’un  tronc  de  cöue, 
qui  a pour  bases  los  grauds  cercles  de  ces  sphäres  et  pour  hauteur 
la  quadruplc  distance  des  deux  surfaces  spheriques,  ou 

V — r2)-H(/d  — r). 

*98.  Thäoräme  III.  Si  l’ou  divise  uue  droitc  AB  = 2R 
(fig.  5.)  eu  deux  parties  quelconques  AC  = 2r  et  CB  — 2r',  et  que 
l’on  decrive  sur  les  trois  droites  AB,  AC  et  BC  comme  diametres, 
et  d’un  meme  cöte,  trois  demi-ccrcles  APB,  AMC  et  CNB,  la  figure 
coinprise  entre  ces  trois  demi-cercles  engendre,  en  touruant  autour 
de  AB,  un  volume  qui  a pour  mesure  4 nRrr'. 

* 99.  Thäoräme  VI.  Sur  le  diamätre  ACB  (fig.  6.)  d’un 
demi-cercle  ADB  ou  construit  un  triangle  isocelc  SAB,  dont  le  som- 
met  S soit  situe  au-dessus  du  demi-cercle  et  dont  les  cötäs  SA  et 
SB  rencoutrcnt  en  K et  F la  tangentc  ELF  parallele  au  diametre. 
On  forme  ainsi  le  trapeze  isocelc  AEFB  qu’ou  fait  tourner  autour 
du  diametre  AB. 

1°  Si  le  cöte  Sd  du  triangle  isoeäle  SAB  est  egal  au  diamätre 
AB,  la  ligne  brisee  AE-\-EF-\-FB  engendre  uue  surface  qui  est 
egale  a cello  de  la  Sphäre  ayant  AB  pour  diametre. 

2°  Si  au  contraire  la  hauteur  SBC  du  triangle  isoeäle  SAB  est 

81* 
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ögalc  au  diamötre  AB,  le  trapözc  AEFB  engcndrc  nn  volurae,  qui 
est  egal  ä eelui  de  la  sphöre  ayant  AB  pour  diainetre. 

100.  Probleme  I.  On  construit  un  cyliudre  ou  un  cönc  sur 
uu  graud  eercle  de  la  sphöre;  quelle  devra  etre  la  bauteur  11  du 
cyliudre  ou  du  cöue,  pour  que  son  volumo  soit  egal  ä cclui  de  la 
Sphäre?  — On  trouve  11=  ^ 11  ou  H = iR. 


101.  Probleme  II.  Uu  cyliudre  est  circonscrit  ä deux  sphöres 
egales  de  rayon  R , dout  les  centres  sout  söpares  par  uue  distance  ü\ 
caleuler  le  volume  V compris  cutrc  les  deux  sphöres,  qui  est  ternriue 
par  le  cyliudre.  — Ou  trouve  que 

V=  \nlii^D—\K). 

Si  les  deux  sphöres  sont  taugentes,  ce  volume  sera 
V=  inRa. 

* 102.  Thöoröme  VII.  Lorsque  le  volume  d’uu  cdne  est  ögal 
au  produit  de  la  surface  totale  par  le  h uitiöme  de  la  bauteur.  le 
cöne  est  le  tiers  de  la  sphöre  qui  a memo  rayon  que  la  base  du  cönc. 

* 103.  Theoröme  VIII.  Lorsque  la  bauteur  d’un  cöue  cir- 
conscrit  ä uue  sphöre  est  double  du  diamötre  de  cette  sphöre,  la 
surface  totale  et  le  volume  du  cöne  sout  aussi  doubles  de  la  surface 
et  du  volume  de  la  sphöre. 

104.  Probleme  III.  Un  cöne  a son  sonnnet  au  centre  d’une 
sphöre , de  rayon  li , et  son  plan  de  base  tangent  la  surface  de 
cette  sphöre;  dötermiuer  le  rayon  x de  la  base  du  cöue,  pour  que 
la  surface  totale  du  cöue  soit  öquivalente  ö la  surface  de  la  sphöre. 
— Ou  trouve  x = $li. 

105.  Problöme  IV.  Etant  donnes  le  rayon  AC  = R de  la 
base  d’uu  cöne  et  sa  bauteur  SD  = 11  (tig.  7.),  ö quelle  distance 
SD  = r du  sommet  faut-il  mener  un  plau  DEF  parallele  ä la  base, 
pour  que  la  volume  du  trouc  de  cöue  rösultant  AB  FE  soit  dgal  ä » 
fois  celui  de  la  sphöre  qui  a x pour  diainetre.  — Ou  trouve  que 


x = H 


2 R* 


2R*-\~nH* 


Pour 


2,  on 


&x=n]/* 


ü2 

K' 


106.  Tböoröme  IX.  Sur  le  diamötro  AB  (fig.  8.)  d’un  demi* 
eercle  ou  construit  un  rectanglc  ABCD  circonscrit  au  demi-cerele, 
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et  l’on  y mime  la  diagonale  AC.  Si  Ton  fait  tourner  toute  la  figuro 
autour  du  diametre  AB,  le  triangle  ABC,  lc  demi-cercle  AMB  et  lc 
reeiangle  ABCD  engendreut  trois  volumes,  qui  sont  entre  eux  commo 
les  trois  Premiers  nombres  entiers  1,  2 et  3. 

107.  Theo  re  ine  X.  Du  somnict  O d’uu  carre  OACB  (fig.  9.), 
avec  le  cöte  OA  pour  rayon,  on  decrit  Ie  quadraut  AMB  et  l’on 
mene  ln  diagonale  AA.  Si  l’on  fait  tourner  toute  la  iigurc  autour 
du  rayon  OA  cornme  axe,  le  triangle  rectanglc  OAB,  lc  Segment 
circulaire  A BMA  et  le  triangle  mixtiligue  AMBC  eugendrent  des 
volumes  igaux. 

108.  Theoreme  XI.  D’un  point  A (fig.  10.),  pris  bors  d’un 
cercle  O,  ou  mene  les  deux  tangeutes  AB  et  AC,  le  diametre  de 
contact  BOD  de  l’une  d’ellcs  AB  et  la  pcrpeudiculaire  CK  abaissee 
sur  ce  diametre  du  point  do  contact  C de  l’autre  AC.  Si  Ton  fait 
tourner  toute  la  figurc  autour  de  BD,  le  triangle  mixtiligue  ABMC 
engeudre  un  solide  qui  est  äquivalent  au  cönc  eugendre  par  le  tri- 
angle ABE. 

100.  Probleme  V.  A un  demi-cercle  BMCD  (fig.  10.),  de 
rayon  H,  on  möne  deux  tangentes  AB  et  AC,  dout  la  premiire  AB 
est  perpendiculaire  ä l’extremite  B du  diametre  BD.  Determiuer  la 
tangente  AB,  de  maniöre  que  la  somme  des  surfaces  ongendrees  par 
les  deux  tangentes  daus  leur  Evolution  autour  du  diametre  BD  soit 
egale  a « fois  la  surface  spherique  engendröe  par  la  demi-circon- 
ftreuce.  — On  trouve  que 

AB2  = R*(n  — l+Vn^+l). 

Pour  n = J,  ou  a AB  — R. 

108.  Probleme  VI.  Coupcr  un  demi-cercle,  de  rayon  R,  en 
deux  partics  par  une  corde  parallele  au  diamötro,  de  maniere  qu’cn 

tournaut  autour  de  ce  diametre  eiles  engendrent  des  volumes  6qui- 

* 

valcuts.  — La  longueur  de  la  corde  est  egale  ä R\/i. 

109.  Probleme  VII.  Dans  une  sphöre  de  rayon  R iuscrire 
le  parallüepipöde  rectangle  de  volume  maximum.  — On  obtieut  le 
eube  ayant  $Ry‘ 3 pour  cöte. 

110.  Probleme  VIII.  Dans  une  sphöre  donnee  inscrire  le 
prisme  triaugulaire  regulier  dont.  le  volume  soit  maximum.  — Lc 
plus  graud  prisme  regulier,  que  l’ou  puisse  inscrire  daus  une  sphere, 
est  egal  au  cube  du  rayon  de  la  sphfere;  la  base  a pour  cötö  celui 
du  carre  inscrit  dans  un  grand  cercle  de  la  sphere,  et  la  hauteur  du 
prisme  est  6gale  aux  deux  tiers  du  triangle  öquilateral  inscrit  dans 
le  meine  graud  cercle. 
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XV.  Segment  sph6rique. 

111.  Th6or6me  I.  Le  segment  spberique  ä une  base  est  equi- 
valcnt  au  cylindre,  qui  a pour  rayou  de  base  la  hauteur  II  da 
segment  et  pour  hauteur  l’excös  du  rayon  R de  la  sphere  sur  le  tiers 
de  la  hauteur  du  segment;  du 

112.  Probleme  I.  D’unc  sphere  de  rayon  R ou  s£parc  an 
segment  par  uu  plan  mene  & une  distance  x du  centre;  ealculer  le 
volume  V du  segment,  le  volume  V du  cöue  cireouscrit  qui  touchc 
la  Sphäre  suivant  le  cerelc  de  base  du  segment  et  le  volume  V"  du 
oöne  inscrit  qui  a meine  base  que  le  segment.  — On  trouve  que 

V V V" 

(R-{-x)-  ~ (2 R+x)x  ~~  (R+x)x  — ' x ■ 

113.  Probleme  II.  Calculer  la  hauteur  d’un  cyliudre  inscrit 
dans  une  sphere  de  rayon  R,  dout  le  volume  est  egal  ä la  sonnne 
des  deux  segments  spheriques  ä une  base,  qui  s’appuient  exterieure- 
meut  sur  les  deux  bases  du  cylindre.  — La  hauteur  du  cyliudre, 
augmcnte  du  rayon  de  la  sphere,  est  6gale  au  cöte  du  trianglo  dqrn- 
lateral  inscrit  dans  un  grand  cercle  de  la  spliöro. 

114.  Probleme  III.  Sdparer  d’une  sphere  un  segment  ä une 
base,  qui  soit  double  du  cönc  inscrit  dans  le  segment  et  ayaut  meme 
base  que  lni.  — Le  segment  n’est  autre  quo  la  demi-sphere. 

115.  Probleme  IV.  Separer  d’unc  sphere  un  segment,  ä une 
base  qui  soit  la  moitie  du  cüne  cireouscrit  au  segment  et  ayaut  meme 
base  que  lui.  — La  distance  de  la  base  du  segment  ä l’oxtremite 
opposee  du  diametre  perpeudieulaire  ä eette  base  est  egale  au  cotc 
du  carre  inscrit  dans  un  grand  cercle  de  la  sphere. 

116.  Probleme  V.  Separer  d’uue  sphere  un  segment  ä unc 
base,  qui  soit  egal  au  cöue  de  meme  base  et  ayant  son  sommet  au 
centre  de  la  sphere.  — La  hauteur  du  segment  est  egale  ä la  plus 
petite  partie  du  rayon  de  la  sphere  divise  cn  moyenne  et  extreme 
raison. 

117.  Probleme  VI.  Separer  d’une  sphere  uu  segment  ä une 
base,  qui  soit  egal  au  cöue  de  meme  base  et  ayaut  pour  sommet 
l’cxtremite  oppos6e  du  diametre  perpendiculairc  ä cette  base.  — La 
hauteur  du  sogmeut  est  egale  ä |A‘(7  — y 17). 

118.  Probleme  VII.  Separer  d’uue  sphere  un  segment  ä 
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ddo  base,  qui  soit  rooyen  proportionncl  entre  les  deux  cönes,  Tun 
inserit  et  l’autro  circonscrit,  qui  out  meine  base  que  lui.  — La  base 
du  segment  divisc  le  rayon  en  moyeune  et  extreme  raison,  ä partir 
du  centre  de  la  sphere.  Le  segment  est  en  meme  temps  la  diffdrence 
entre  les  deux  cönes,  l’un  circonscrit  et  l’autrc  iuscrit. 


119.  Thdordme  II.  Lorsqnc  la  bauteur  d’nn  segment  sphdri- 
qnc  k une  base  est  les  trois  cinquiemes  du  rayon  de  la  spberc, 
le  segment  est  equivaleut  ä la  spberc  ayaut  cette  bauteur  pour  rayon. 

120.  Theoreme  III.  De  toutes  les  ealottes  sphdriques  de 
memo  surface , la  demi-sphere  enveloppe  le  plus  grand  segment 
sphdrique. 


* 121.  Thöoremo  IV.  Le  carrd  du  rayon  g de  la  section 
dqnidistante  des  deux  bases  d’un  segment  sphdrique  egale  la  demi- 
somme  des  carrds  des  rayons  r et  r'  de  ces  bases,  plus  le  carrd  de 

la  demi-hauteur  * du  segment;  ou 


P2  = 


+ “I 


122.  Thdoremo  V.  Le  segment  sphdrique  ä deux  bases  dgale 
le  cylindre  qni  a meme  bauteur  h qne  le  segment  et  pour  base  la 
aection  ngJ  dqnidistante  des  deux  bases,  moins  la  demi-sphere  qui  a 
pour  diametro  la  hauteur  du  segment,  ou 

V—  «p*A  — -jtj  nAs. 

* 123.  Theoreme  VI.  Le  segment  shdriqne  k deux  bases 
egale  le  cylindre  qui  a pour  base  un  grand  cercle  jt /?*  de  la  sphere 
et  pour  bauteur  cellc  H du  segment,  moius  le  trouc  de  cöne  qui  a 
meme  bauteur  H quo  le  segmeut  et  pour  rayons  de  bases  les  distan- 
ces  <1  et  ei  du  centre  de  la  sphere  aux  deux  bases  du  segment;  ou 

V=  nR*H  -^nmeP+dd'+d'*). 

124.  Probleme  VIII.  Calculer  le  volumc  du  segment  sphdri- 
que deux  bases,  en  le  considdraut  corame  la  diffdrence  entre  deux 
segments  sphdriques  a une  base. 

* 125.  Theoreme  VII.  Le  segment  sphdrique  k deux  bases 
t/J*  et  Jir*,  qui  s’appuie  sur  un  grand  cercle  n/f*  de  la  sphere,  est 
equivalont  k la  somme  de  trois  cönes,  qui  ont  meme  bauteur  H que 
le  segment  et  pour  bases,  l’une  la  base  infdrieurc  nll1  et  les  deux 
autris  la  base  supdricure  nr*  du  segment ; ou 

K—  $*//(/f*  + 2r*). 

r 


Digilized  by  Googl 


328 


Dostor:  Propositions  sur  Us  corps  de  rtvolution 


126.  Theoreme  VIII.  Dans  un  segment  spherique,  si  la 
distance  d de  l’une  des  bases  au  centre  de  la  sphere  est  egale  an 
rayon  r'  de  l’autre  base,  reciproqucment  la  distance  d'  de  cette  se- 
coude  base  au  centre  de  la  sphere  est  egale  au  rayon  r de  la  pre- 
miere  base. 

Dans  ce  cas  la  hautcur  H du  segmeut  est  egale  ä la  somme  ou 
ä la  differencc  des  rayou  r et  r'  des  deux  bases  du  segment,  suivant 
que  le  centre  de  la  sphere  est  iuterieur  ou  extörieur  au  segment. 

Röciproquement,  si  la  hauteur  d’un  segment  spherique  est 
egale  A la  somme  ou  ä la  difference  des  rayous  des  deux  bases  du 
segmeut,  la  distauce  de  cliaquc  base  au  centre  de  la  sphere  est  6gale 
au  rayou  de  l’autre  base. 

127.  Theoreme  IX.  Lorsque  la  hauteur  H d’uu  segment 
spherique  est  ögalo  ä la  somme  ou  a la  difförcnce  des  rayous  r ct 
r'  des  deux  bases  du  segment,  lc  segment  egale  la  demi-sphere  qui 
a cette  hauteur  pour  rayon,  moius  ou  plus  le  cylindre  qui  a raeme 
hauteur  que  le  segmeut  et  pour  rayon  de  base  la  moyenne  propor- 
tionuelle  eutre  les  rayous  des  deux  bases  du  segmeut;  ou 

V = nrr'H, 

suivant  que  H = r+r'. 

Le  segment,  dont  les  deux  bases  ont  fji  et  5 pour  rayous  est 
les  ou  les  jVu  dc  sphere,  suivant  que  le  segment  contient  on 
non  le  centre  de  la  Sphäre. 


* 128.  Probleme  IX.  Connaissant  les  rayous  Ali^  r,  CZ)=*r' 
(fig.  11.)  de  deux  sections  paralleles  faites  dans  une  sphere  et  la 
distance  A de  ces  deux  sections,  calculer  lc  rayon  R do  cette  sphere. 
— Ou  trouve  que 

(A*+r*+r'*)*-4rV* 

R “ 4A* 

129.  Thöoreme  X.  Sur  la  mente  sphere,  de  tous  les  Segments 
spheriques  de  memo  hauteur,  le  segment  symetrique  a le  plus  grand 
volume. 


130.  Problemo  X.  Un  cöne  est  circonscrit  A deux  spheres 
de  rayons  R et  r,  dont  los  centres  sout  söpares  par  une  distance  D, 
calculer  le  volume  compris  entro  les  deux  spheres,  qui  est  termine 
par  le  cöne.  — On  trouve  que 

3 DK-  r)(D+r  — R)  — 2»Äs(/J+r-Ä) 

— •2nr3{n+R-r). 

Si  les  deux  spheres  sont  taugeutes,  ou  aura 


V = 


A’-j-r 


Digitized  by  Google 


de  la  GiomOile  tUmeu  faire. 


329 


XYI.  Solide  engendrd  par  la  rdvolution  d’un  segment  circulaire. 

131.  Theoreme  I.  Le  volume  engendrd  par  la  revolution  d’uu 
segmcut  circulaire  autour  du  diametre  passaut  par  l’une  de  ces  ex- 
tremites,  a pour  mesure  la  zone  qui  l’cuveloppe  multiplie  par  le 
sixieme  de  la  hauteur  de  cette  zone. 

Co  volume  est  aussi  equivalcut  au  cöne  pui  a pour  rayon  de 
base  la  hauteur  du  segmcut  et  pour  hauteur  lo  rayou  de  la  sphere. 

132.  Theoreme  II.  Le  volume  eugendrd,  par  la  rdvolutiou 
autour  du  diametre  AC  (tig.  12.),  du  triangle  mixtilignc  AB  MC, 
furrne  par  le  diametre  AB , une  corde  AC  issue  de  sou  ex  trennte  et 
l’arc  eompris  BMC , est  equivalcnt  k deux  cönes,  qui  out  pour  hauteur 
le  rayon  R de  la  Sphäre  et  pour  rayons  de  base,  Tun  la  corde  BC 
qui  sous-tend  l’arc  et  l’autre  la  projection  BD  de  cette  corde  sur  le 
diametre  AB. 

133.  Theoreme  III.  Si  l’on  divise  une  demi-circonfereucc 
AECB  (fig.  12.)  en  trois  parties  egales  en  C et  E et  que  l’on  mduc 
les  cordes  AE  et  AC,  le  triangle  mixtiligne  AEC,  dans  sa  revolution 
autour  du  diametre  AB,  engendre  un  solide  äquivalent  ä la  moitid 
de  la  sphere. 

134.  Probldme  I.  Dans  un  demi-cercle  AMCNB  (fig.  13.)  on 
mene  la  corde  AC  faisant  un  angle  a avec  le  diamdtre  AB.  On  de- 
mande  de  calculer  les  volumes  engcndrds  par  la  revolution  des  deux 
Segments  circulaires  AMCA,  CNBC  autour  du  diamdtre  AB.  — Ou 
trouve  que 

vo\.AMCA  = J 7t.fi3  cos4or,  vol.  BNCB  — $ 7t.fi3  sin4a. 

Pour  « = 60°,  on  a 

yo\.  AMCA  vol.  BNCB  sphere  3 0 

- = g “ 16 

135.  Probldme  II.  D’un  point  C pris  sur  une  demi-circon- 
ference  ACB  (fig.  13.),  on  mdue  les  cordes  CA  et  CB  aux  extremites 
A et  B du  diametre  AB  et  l’on  tiro  la  droite  CD  perpendiculairc  k 
ce  diamdtre.  Quelle  doit  etre  la  distance  AD  — x,  pourqu’en  faisant 
tourner  la  figure  autour  du  diamdtre  AB,  le  segmcut  circulaire  AMCA 
engendre  un  volume  egal  ä la  rnoitie  du  cöuo  engendrd  par  le  tri- 
auglc  BCD.  — On  obtient  la  valeur  x en  retranchant  du  diamdtre 
AB  le  double  du  eöte  du  decagonc  regnlier  fiiscrit. 

136.  Probldme  III.  Par  l’extrdmitd  B d’un  quart  de  cerclo 
ACB  (tig.  14.)  on  mene  la  droite  BD  parallele  et  egale  ä la  moitid 
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du  rayon  opposee  AO,  et  l’on  tire  la  droito  AD,  qui  coupe  l’arc  en 
C.  Calculer  les  volumcs  qu’engendrent  le  segmeut  circulaire  AMCA 
et  le  triaugle  mixtiligne  BCD,  d’abord  en  touniant  autour  du  rayon 
AO  = H,  puis  autour  du  rayou  BO.  — On  trouve 

1°.  vol.  AMCA  autour  de  A O = ~ • | nR3, 

2 

2°.  vol  .AMCA  autour  de  BO  — ^ 

3°.  vol. .BCD  autour  de  AO  = ^ . fnÄs, 

4°.  vol.  BOD  autour  de  BO  -= 


XVII.  Corps  de  rövolution  engendrls  par  des  triangles. 

137.  Thöoröraol.  Lorsqu’un  triaugle,  tournant  successiveracnt 
autour  de  ses  trois  cötös  engendre  les  volumes  A,  B,  C,  on  a,  entre 
ces  six  qnantites,  les  relations 

aA  = bB  = cC, 

1 1 1 2cosn 

Ä‘J  = B*  + C*  BC~ 

a b t c 2 cos  Vic 

ä ~ b ‘ c yTzT’ 

on  « exprimo  l’angle  qui,  daus  le  triaugle,  est  oppose  au  cötc  a. 

Si  l’angle  « est  droit,  les  deux  dernieres  de  ces  relations  de- 
viennent 

1 1 , 1 o _ i o 

Ä*  “ B*  C*  A ~~  B + C 

138.  Probleme  I.  Deterrainer  la  relatiou,  qui  doit  existrr 
entre  les  trois  cötes  a,  b,  c pour  que  le  volume  A , engendre  par  la 
Evolution  du  triangle  autour  du  cöte  a,  soit  egal  ä la  somme  des 
volumes  B et  C qu’engendre  le  triangle,  en  touruant  autour  des  deux 

bc 

cotes  b et  e.  — On  doit  avoir  a = — ■ 

b-j-C 

139.  Probleme  II.  Calculer  les  trois  cötes  o,  b,  c d’uu  tri- 
angle, connaissant  les  volumes  A,  B,  C qu’engeudre  ce  triangle,  en 
tournant  succcssivement  autour  de  ces  trois  cötös.  — On  trouve  qnc 
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i-ä^ö+i+ä)G+5-i)a+ä-s)G+i-®)- 


Si  l’angle  opposö  au  cötö  a est  droit,  on  aura 
na3A3  = 3/i2C’2. 


140.  Theoreme  II.  Lorsqu’uu  triangle  equilateral,  ayant  a 
pour  cöte,  tourne  autour  d’un  axo  exterieur,  mene  par  uu  sommet 
et  inclinö  d’un  angle  « sur  la  hauteur  issue  de  ce  sommet,  il  engendre 
an  volume  ögal  ä £7r<i3sin«. 

* 141.  Thöoremc  III.  Lorsque,  dans  un  triangle  ABC,  on 
mene  une  parallele  DE  ä la  base  BC,  ä mi-distanee  du  sommet  A, 
et  qu’on  fasse  tourner  le  triangle  ABC  autonr  de  cettc  base,  le  vo- 
lume engendre  par  le  petit  triangle  ADE  est  la  moitie  du  volume 
engendrö  par  le  grand  triangle  ABC. 

142.  Thöoröme  IV.  Daus  un  losange  ABCD  circonscrit 
aatour  d’un  eercle  de  rayon  R,  la  diagonale  BD  est  egale  an  cöte 
AB.  Si  les  deux  demi-losauges  ABC  et  BAD  touruent  autour  des 
diagonales  rcspectives  AC  et  BD,  ils  engendrent  les  volumes  l£nR3 
et  '^;t.R3y'3. 

Si  le  losange  est  un  carre,  les  deux  volumes  engendres  serout 
egaux  chacun  a inR3  V2. 

143.  Th  6o  re  me  V.  Un  triangle  rectangle  est  inserit  dans  uu 
demi-cerclc  de  rayon  R,  et  Tun  des  deux  angles  aigus  est  egal  s\  o. 
Si  le  triangle  tourne.  autour  de  l’hypotönuse,  il  engendre  lo  volume 

V — $ni23sins2a. 

Pour  a = 15°,  ou  a V — \nR3, 

„ o = 30®,  „ V = 

„ o = 45",  „ R\ 

144.  Theoreme  VI.  Lorsqu’un  triaugle  tourne  d’abord  autour 
d’un  de  ses  cötes,  puis  autour  d’une  droite  parallele,  meuee  cxterieurc- 
mcnt  ä une  distauce  tl  de  ce  cöte,  il  engondre  deux  volumes  dont  la 
difference  est  egale  au  prodnit  de  la  surface  du  triangle  par  la  circon- 
fercnce  2 nd. 


145.  Probleme  III.  Calculer  la  base  * et  Ic  cöte  y d’un 
trianglo  isoc^le,  counaissant  le  cötö  a du  carre  äquivalent  et  le  rayon 
r de  la  sphere  qui  a memo  surface  quc  le  solide  engendre  par  la 
revolution  du  triangle  isocele  autour  de  sa  base  x.  — On  trouve  que 

r3x  — a*,  4 «*r6y*  = 16rIS  -)-  o1*. 
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146.  Theoreme  VII.  Uu  triangle  ABC  cst  inscrit  dans  uii 
demi-cerclc  de  rayou  R ; lcs  rayous  AO,  BO  et  CO  sont  iuclines  sur 
1c  diarnetre  des  augles  rcspcctifs  «,  ß et  y;  si  le  demi-cerclc  tourne 
autour  de  son  diarnetre,  le  triangle  ABC  eugcudre  un  volumo  V,  qui 
a pour  expression 

V = Jreß3[sin(i3  — y)  (siu  /3  sin  y)  — f-  sin  <y  — r ) (sin  y-J- sinn) 

-|-  sin  (a  — ß)  (siu  a -|-  sin/J)]. 

147.  Theoreme  VIII.  Daus  uu  demi-cerclc  de  rayou  R 
(lig.  15.)  ou  mene  uuc  corde  CD  parallele  au  diarnetre  AB  par  le 
milicu  C du  quadrant  AE  et  l’on  tire  les  droites  AC  et  AD.  Si  le 
triangle  ACD  tourne  autour  du  diarnetre  AB,  il  eugendre  un  solide 
äquivalent  d uue  sphere,  qui  a CD  pour  diarnetre;  ce  volume  est 
\kR3-^'2. 

XVIII.  Corps  de  rdvolution  engendrds  par  des  quadrllatdres. 

* 148.  Theor6ine  I.  A un  cercle  de  rayon  r ou  circonscrit 
un  trapeze  bireetangle  (lig.  3.),  dont  la  droit«  meuec  d ögales  distauces 
des  bases  est  egale  d ; si  le  trape/.e  tourue  autour  du  cöte  perpeu- 
diculairo  aux  bases,  il  eugendre  le  volume 

$itRr(2R  — r). 

Ce  volume  sera  egal  d n fois  la  sphere  de  rayon  r pour 

r = jrd-f  yr+8^). 

5r 

Pour  ii  = 10,  on  a R — -~\  les  rayous  des  deux  bases  du 
trouc  seront 

ir(HV»)i  $r(5—  V5); 

Om-11  sera  la  surfacc  laterale  et  24nr*  la  surfaeo  totale  du  trouc  de 
cöne. 

Pour  « = 15,  on  aura  R — 3 r;  les  rayous  des  deux  bases  du 
frone  seront 

r(3+V3),  r(3  — V 3); 

lGirr*  sera  la  surface  laterale  et  40nrs  la  surface  totale. 

* 149.  Theoreme  II.  Lorsqu’un  losauge  tourne  autour  d’unc 
droite  meuec  par  uu  sommet  parallelcment  d la  diagonale  opposee. 
les  deux  triaugles  isoceles  qui  s’appuieut  sur  cette  diagonale  engendrent 
des  solides  dont  l’un  est  double  de  l’autre,  et  le  solide  total  eugoiulre 
par  le  losauge  a pour  mesure  V = a-b,  a et  l>  etaut  les  deux  dia- 
gonales, l’une  perpeudiculaire  et  l’autrc  parallele  d l’axe. 
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Le  volume  engendrö  par  le  triangle  infericur,  cclui  deerit  par  le 
triaugle  superieur  et  le  volume  produit  par  le  losauge  sont  eutrc  eux 
eomine  les  nombres  1,  2,  3. 

Si  la  diagonale  a,  perpendiculaire  ä Taxe,  est  egale  au  cöte  du 
losauge,  on  a ay 3 — b,  et  par  suite  V = $n b3.  Dans  ce  cas  le 
volume  eugcndre  est  äquivalent  ä la  spliere  qui  a pour  diametre  la 
graude  diagonale  du  losauge. 

* 150.  Probleme  I.  A un  dcini-cercle  AIB  (tig.  16.)  de  rayon 
R on  circonserit  un  trapezc  isocele  CEFD  et  l’on  fait  tourner  toute 
la  figurc  autour  du  diametre  Ali.  Quelle  doit  etrc  la  demi-base  in- 
ferieure  CO  du  trapeze,  pour  qu’il  cngendre  un  volume  qui  soit  dans 
le  rapport  de  mini  celui  de  la  sphere  engendree  par  le  demi- 
cercle.  — On  trouve  quo 

CO  = . ^ 13 m ~f~  y — 5«*); 
la  demi-base  superieure  du  trapezc  sera 

EI  = — (2m  + 1 4to*  — 5«*). 

Ofl 

Pour  to  = 3 et  n = 2,  on  a CO  = H,  EI  = II,  et  CO  = ^ 11 , 

EI- 

* 151.  Theoreme  III.  Lorsqu’un  carrö,  construit  sur  le  cöte 
o,  tourne  autour  d’une  droite  exterieure,  menöe  par  un  sommet  et 
iuclinöe  d’un  äugle  a sur  le  cöte  adjaceut,  il  engendre  un  solide  qui 
a pour  expression 

;ra3(8inrr-t-COS«). 

Ce  valeur  se  reduit  ä na3,  si  Taxe  est  perpendiculaire  ä la  dia- 
gonale aboutissante. 

* 152.  Thöoreme  IV.  Los  deux  cötös  AU  et  AD  d’un  rec- 
tangle  AUC1)  sont  a et  b\  sa  diagonale  AC  = c fait  un  angle  cp 
avec  une  droite  menöe  exterieurement  par  sou  extreinite  C.  Si  le 
rectaugle  tourne  autour  de  cette  droite,  il  eugcndre  un  solide  qui  a 
pour  expression  nabe  sin  <p. 

Si  Taxe  est  perpendiculaire  sur  la  diagonale  aboutissante,  cetto 
valeur  se  reduit  h nabe. 

Dans  ce  cas  les  volumes  engeudres  par  les  quatro  trianglcs  qui 
s'appuient  sur  les  diagonales  du  rectaugle  sont  fournis  par  les  egalites 

vol.  ABC  vol.  BCD  vol.  CDA  vol.  DA  H na 

b c*)  ae3  h (cs  -j-  ci2)  (3 b — a)  c®  3e 
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Si  au  lieu  de  l’inclinaison  <p  de  la  diagonale  sur  l’axc,  on  donne 
1’angle  « que  fait  le  cöte  adjaceut  6 avec  cot  axe,  le  volume  cngendri 
sera 

nab  ( a COS  a -f-  b sin  or). 

* l.r)3.  Theoreme  V.  Lorsqu’un  trapeze  tourne  successivement 
autour  de  ses  deux  bases  li  et  4,  il  cngcudre  deux  solides,  dout  les 
volumcs  sout 

J*»*(Ä  + 26),  i*//2(2ß  + 4), 

oü  //  designc  la  liauteur  du  trapeze. 

XIX.  Solides  engeudrds  par  la  r^rolutlon  des  polygones  regulier*. 

* 154.  Theoreme  I.  Lorsqu’uu  polygone  regulier  de  n cötes 
fait  une  rövolution  eutiere  autour  de  l’un  c de  ses  cötös,  il  engeudre 
uu  solide  V äquivalent  au  cyliudre,  qui  a pour  base  le  cercle  nr 
inscrit  dans  le  polygone  regulier  et  pour  hauteur  le  perimetre  »ic  du 
polygone;  ou 

V = n n r2c. 

* 155.  Thöoreme  II.  Lorsquc  la  moitiö  d’un  polygone  re- 
gulier, d’uu  nombrc  pair  2n  de  cötös,  tourne  autour  du  diametre 
extreme  ’2R  du  cercle  circonscrit,  eile  engeudre  un  solide  equivuleut 
au  cöuc,  qui  a pour  base  le  cercle  inscrit  ar2  et  pour  hauteur  le 
double  diametre  4Vi  du  cercle  circonscrit;  ou 

F = *r2.fÄ  = fa  Rr\ 

* 156.  Theoreme  III.  Lorsquo  la  moitiö  d’un  polygone 
regulier,  d’uu  uombre  pair  2n  de  cötes,  tourue  autour  du  diametre 
extreme  du  cercle  inscrit,  eile  engeudre  un  solide  V äquivalent  4 la 
demi-somme  des  cöues,  ayant  pour  bases  les  cercles  inscrit  et  cir- 
conscrit, et  pour  hauteur  commuue  le  double  diametre  du  cercle 
inscrit;  ou 

F = = ^;rr(Ä2-f  r2). 

* 157.  Thöoreine  IV.  Lorsquc  la  moitiö  d’un  polygone  re- 
gulier, d’un  nombre  impair  2«-)-l  de  cötes,  tourne  autour  de  la 
droite  qui  joint  sou  sommet  extreme  au  milieu  du  cötö  oppose,  eile 
engendre  un  solide  V,  qui  est  äquivalent  au  cöne  dont  le  rayon  de 
base  est  la  demi-somme  des  rayous  r et  II  des  cercles  inscrit  et 
circonscrit,  et  dont  la  hauteur  est  le  double  diametre  du  cercle 
inscrit;  ou 

V — n . fr  — far(/t-f  r)2. 
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* 158.  Theoreme  V.  Lorsqu’on  inscrit  et  que  l’on  circou- 
scrive  un  denii-cercle  & uu  demi-polygone  regulier,  d’uu  uombre  pair 
de  cötös,  et  que  l’ou  fasse  tourner  la  figure  autour  du  diametre 
commun, 

1°  la  surface  S,  cngendr6e  par  lc  demi-polygone  regulier,  cst 
moyenne  proportionnelle  entre  les  surfaces  des  deux  spheres,  l'une 
iuscrite  et  1’autre  circouscrite  p-ou 

S = 4»Är; 

2°  le  carr6  du  volurae  engendre  par  le  demi-polygone  regulier 
est  au  carre  de  la  sphero  inscrite,  comme  la  spliere  cireonserite  est 
au  corps  engendre  par  le  demi-polygone  regulier-,  ou 

r*.  1*  =*  (fnr*)4.  (^a/f3)  — (far*/i)3. 


. r 
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Miscclltn 


XXVIII. 

Miscellen. 


l. 

Bemerkung  zur  mechanischen  Quadratur. 

Entsprechen  den  Functionswerten 

Vni  #n  #si  #» 


die  Argumente 


x0  „ i.lt,  Xj 


■ t**i  «*  = 9+  AÄi  «’s  ” ö + f*A 


so  ergiebt  sich  mit  Hülfe  der  Interpolationsformel  von  Lagrange: 


n 

ß a‘= 


h (1  - 12,i»)(y0+ys)  - (1  - 121»)  (y,  + *) 


24 


Zur  Lösung  setze  mau  * — ^ = *• 


ist. 


Das  Integral  ist  genau,  wenn 
# = 4>  + 

Kiel,  Juli  1 87f». 


Ligo  wski. 


2. 

Auflösung  einer  symmetrischen  Exponentialgleichung. 


Bekanntlich  haben  die  Zahlen  2 und  4 die  Eigentümlichkeit,  dass 
sie  der  Gleichung 

x»  - r 

genügen.  Es  ist  aber  leicht  den  allgemeinen  Ausdruck  für  x und  y 

zu  linden.  Potenzirt  man  mit  dem  Exponenten  * und  dividirt  dann 
durch  x,  so  kommt: 

"~i  y 
Xx  _ i 

X 

Setzt  man  jetzt  y = ua-,  so  erhiilt  man  nach  Poteuzirung  mit 
(wofern  u nicht  = 1): 


x — n“~ 1 ; y = u 1 


wo  m willkürlich  variabel  bleibt.  Geht  u stetig  in  1 über,  so  wird 
<r  — y = c,  während  allgemein  x — y genügt. 

K.  Hoppe. 
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XXIX. 

Beiträge  zur  Theorie  der  Reihen.. 


Von 

E.  Meissei. 

Abdruck  aus  dem  Programm  der  Realschule  in  Kiel  1875. 


Seit  Euler  sind  in  der  Behandlung  der  Reihenlehre  bedeutende 
Fortschritte  gemacht,  uud  mau  pflogt  heut  nicht  mehr  unendlichen 
Reihen  Beweiskraft  bcizulegen,  ohne  von  deren  Convergenz  sich  Uber- 
zeugt  zu  haben  oder  halbconvergente  Reihen  ohne  Eingrenzung  ihres 
Restgliedes  bei  numerischen  Bestimmungen  auzuwendeu.  Nichtsdesto- 
weniger gehört  die  Lehre  von  den  Reihen  immer  noch  zu  denjenigen 
Teilen  der  Analysis,  welche  hinsichtlich  des  Stoffs  und  seiner  Be- 
gründung der  Ausdehnung  und  Vertiefung  dringend  bedürfen. 

Die  angenäherte  Darstellung  einer  Grösse  durch  eine  geschlossene 
Anzahl  von  Gliedern,  wie  bei  den  Intcrpolations-  und  Quadraturformeln 
ist  z.  B.  ohne  Fehlereingrenzung  ziemlich  wertlos,  da  man  hier  auf 
jeden  empirischen  Anhalt,  welche  au  sich  convergente  Reihen  ge- 
währen, verzichten  muss.  Diese  Bemerkung,  welche  Lejeune-Diriehlet 
mir  einst  gesprächsweise  machte,  veranlasste  mich  zur  Untersuchung 
des  allgemeinen  Restausdrucks  der  parabolischen  Interpolationsformel 
von  Lagrange,  den  ich  in  meinem  Lehrbuch  der  Differentialrechnung, 
pag,  316,  Berlin  1854,  H.  Peters,  zuerst  mitgeteilt  habe.  — Ueber 
die  vielfachen  Lücken  der  Lehre  von  den  Reihen  und  ihren  Miss- 
brauch klagt  schon  Abel  *)  in  einem  an  Professor  Holmboc  in 


*)  Cf.  Oeuvres  complötcs,  tome  »ccond,  p.  266. 

T«il  IS.  23 


Digitized  by  Google 


338 


AI  e.  ix  sei:  Beiträge  zur  Theorie,  der  Reihen 


Christiania  gerichteten  Schreiben:  „Enfin  nies  yeux  sout  dessilles  d’unc 
nianiere  frappante,  car  ä l’exccptiou  des  cas  les  plus  simples,  par 
exemple  les  serics  geometriques , il  ne  se  trouve  dans  les  inathi-ina- 
tiques  presque  aucune  serie  intiuie  dont  la  somme  est  determinee 
d’une  maniere  rigoureuse,  c’est-ä-dire , la  partie  la  plus  essentielle 
des  matheraatiques  est  saus  fondement.  Pour  la  plus  graude  partie 
les  resultats  sont  justes,  il  est  vrai,  mais  c'est  lä  uue  ehose  bien 
Strange.  Je  m’occupe  ä en  chercher  la  raison,  probleme  trüs  inter- 
essant pp.“ 

Je  seltener  aber  die  Falle  sind,  in  denen  aus  der  Anwendung 
divergenter  Reihen  falsche  Resultate  entspringen,  um  so  grösseres 
Gewicht  ist  denselben  für  die  Reihenlehre  beizulegen,  namentlich 
wenn  sie  einen  hinreieheudeu  Grad  von  Allgemeinheit  besitzen  und 
das  wahre  Resultat  auf  exactem  Wege  gefunden  werden  kauu. 

In  der  folgenden  Arbeit  werde  ich  zunächst  eine  besondere  Classe 
von  Reihen  behaudeln,  deren  Summe  mit  Hilfe  divergeuter  Reihen  in 
gewissen  Fällen  richtig,  in  andern  fehlerhaft  dargestellt  wird,  und  die 
Ursache  des  Fehlers,  sowie  seinen  Betrag  in  einem  specielleu  Falle 
feststellen. 


Tin  <=  r"  e~xt 


Es  sei  für  die  Folge  stets  Tin  =»  f x"e~xi Ix  und  die  Reihe  ge- 
geben . 

(1)  S = /x— auf'{x-\-a)-\-~ ~a)~  ° ( 

g na) 

u » 

Entwickelt  man  jedes  Glied  derselben  nach  ansteigenden  Po- 
tenzen von  a,  so  findet  man  mit  Hülfe  der  Gleichung 

welche  der  Gleichung  der  Differenzen-Rechuang 

^"(x"-1)  = 0 

entspricht,  dass  die  Entwickelung  von  S die  Form  auuimmt 

, . (an)3  „ (an)3  ... 

S — fx  — attf  x + jj^f  x iTä-f  W + - 


welche  die  Function  f(x  — an)  nach  Potenzen  von  a entwickelt  Wurde 
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man  nun  der  ersten  Entwickelung  bindende  Beweiskraft  beilegen,  so 
müsste  man  erhalten: 


(2)  f(x  — an)—fx  — aaf’(x-\~a)-{- 


a-ct(ct  — j—  2 ) 1 /""(.r  — [-  2a) 

“ 7/  2 ~ 


®,  ( — a)n  (ff  -f-  »*V‘ — 1 fx  (x~\~  na) 

~a7  Sa” 


Diese  Gleichung  ist  stets  richtig,  so  lange  /(x)  eine 
rationale  ganze  Function  von  x bedeutet. 


In  unzähligen  anderen  Fällen  gilt  sic  gleichfalls  innerhalb  ge- 
wisser Einschränkungen  der  Grössen  s,  a und  «. 

Setzt  mau  z.  B. 

f(x)  - 


und  multiplicirt  mit  «*,  so  ergiebt  sich 

(3)  - i+.<ß+«.+tp*£+  + . 


Die  rechte  Seite  dieser  Reihe  convergirt  zwar  für  alle  reellen 
Werte  von  a und  für  alle  reellen  Werte  von  a,  welche  mit  Einschluss 
der  Gleichheit  grösser  als 


a = — 0.  2784  0454  2701 

• 

d.  i.  die  Wurzel  der  Gleichung  l-j-a«,+n  = 0 sind;  indessen  drückt 
die  linke  Seite  nur  so  lange  die  Summe  der  Reihe  aus,  als  « die 
Grenze  Eins  nicht  überschreitet.  Uebrigeus  ist  es  leicht,  die  Relation 
(3)  aus  der  Umkehruugsformel  von  Lagrango  herzuleiten. 

In  einer  Menge  von  Fällen  ist  die  Gleichung  (2)  allgemein  un- 
richtig. Setzen  wir  z.  B.  fx  — *,  so  würde  folgen  für  a = 1 

1 1 . a «(■ff-j-2)1  , «lrf  rr  — |—  3)* 

x — a X ' (a— 1-1)*  ' (j--|-2);i  (x-j-3)4  ' 

oder 


(4) 


x[x  — a) 


1 (f< + 2) 

<*+  l)*-*"  (u-j-2)* 


(<t+3)*  («+4)3 

"*”(*  + 3;4  (x  + 4)6  ' 


g(«+M)”~1 

i (z-f-n)’‘+l 


= S 


Diese  Reihe  convergirt  für  alle  reellen  Werte  von  x und  a mit 
Ausnahme  der  negativen  ganzen  Zahlen  für  x.  Von  der  Unrichtig- 
keit der  Summe  überzeugt  mau  sich  schon,  iudem  man  >j  = a setzt. 

22* 
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Um  nun  deu  wahren  Summenwert  zu  bilden,  beuutze  man  die 
Gleichung  (3) 


ctze~‘  . a(2  -f-  «Iz*«-2*  er  («  4-  a)"-1z“e-*, 

- 1 + UT  + m + - = 1 + ° f “ 

und  mache 


lln 


so  lässt  sich  für  jeden  positiven  Wert  von  z immer  ein  Wert  von  u 
innerhalb  der  Grenzen 

i > >n 

auffinden,  welcher  dieser  Gleichung  genügt.  Die  wahre  Summe  der 
obigen  Reihe  ist  dann  stets 

S = cau 

Die  beiden  Werte  von  z und  « sind  einander  gleich,  so  lange  z 
die  Einheit  nicht  überschreitet,  und  lassen  sich,  wenn  z > 1 ist,  mit 
Hülfe  einer  dritten  Veränderlichen  explicirt  darstellen. 


Es  sei  nämlich 


z — u cf,  p ^ 0 


so  folgt  aus  der  Gleichung  ze~‘  = ne~* 

z = tt-}-/» 


und  daher 


pfP 


cP—  1’  “ cP  — i 


Nach  diesen  Vorbereitungen  multipliciren  wir  die  Gleichung 


g(n-l-  er)"—1  z"  <>— "* 
eau  — 1+a  2 — 

1 


lln 


mit  e~x,<lz  und  integriren  innerhalb  der  Grenzen  O^z^cc,  so  cr- 
giebt  sich 

/*  1 cd  (n— I— (*)w—  1 


Die  linke  Seite  zerlegt  sich  in 


1 CD 

f j eau~x*ih 
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Das  erste  Integral  wird 


1— «-(*-«> 


Das  zweite  lässt  sich  durch  Anbringung  der  vorhergehenden  Sub- 
stitution zunächst  verwandeln  in 


/ = _ _A_  ^ e~ah\ 

l l 

«-<*-«>  « r -ap-u-^p 

/ e 1-1  f dp 

x — a x — a , / 1 


e-aP(ie-t  (*-■) 


und  wenn  man  />  ■=  — logt»  setzt,  in 


s « r “-1  h", 

i v , t> 

x — o x — a ,/ 


Hieraus  ergiebt  sich  für  die  linke  Seite  von  (5a) 


i « r - 1 H 

/ V . V 

x — « X tf  / 


und  cs  wird 


1 « /*  °-1  izr.  , 1 i + 

I V .vl  dv  = t<lZ  7— v-"-: 

x — a x — tt.l  x t (n-J-x),,+1 


«.  %("+«)n-1 i !_  r «-*  J 

! (n x)"l  1 x(x — «)  x — a,f  ' 

0 

_/  p«-l  / «*-“  — t>i-c\<iü 


Um  den  Betrag  der  Abweichung  der  unrichtigen  Summe  (4)  von 
der  wahren  Summe  (5)  in  Grenzen  einzuschliessen , bemerke  man, 
dass  für  jeden  Wert  von  v innerhalb  der  Grenzen  0 und  1 die 
Gleichung  statttiudet 
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wenn  co  innerhalb  der  Grenzen  0 und  1 liegt.  Daher  ist 


J ’ r°-1  ,vbrtclv  = «-(*"«)  f v °~1+ 


(l-f-n*)(«— q) 

2 . dv 


Oe~(z-a) 

X -j-  ß -J-  Cd  ( X -f-  ß) 


and 


wo 


2 «-(*-«) 


®(«-f-ß),l— 1 1 

i (h  + ^)"  I 1 x(x  — u)  (x — c* ) { a-  — {—  « -f- co ( jc  — o)| 

,>  > n 

4 co u 


Hieraus  ersieht  man,  dass  der  Fehler  der  Summe  (4) 
mit  wachsendem  (x — o)  sehr  bald  unmerklich  wird. 


Dasselbe  falsche  Resultat  wie  in  (4)  würde  sich  ergeben  haben, 
wenn  mau  die  Summe 


g e~"’ 

“1  + a? Hn 


für  alle  Werte  von  z zwischen  Null  und  Unendlich  als  richtig  vor 
ausgesetzt  hätte  und  nach  erfolgter  Multiplication  mit  e~xt  .dz  inner- 
halb der  Grenzen  co^  z ^ 0 die  Integration  vollzogen  haben 

würde.  — Die  Fehlerquelle  aber  ist  das  erste  Mal  iu  der  Anwendung 
divergenter  Reihen,  das  zweite  Mal  in  der  unbeschränkten  Benutzung 
eines  Summenausdrucks  zu  suchen,  welcher  nur  innerhalb  gewisser 
Grenzen  statthaft  bleibt.  Ueberraschend  bleibt  cs  immer,  dass  beide 
so  verschiedenartige  Fehlerquellen  denselben  Betrag 
des  Fehlers  ergeben. 


Aus  dem  Vorstehenden  ist  ferner  klar,  dass  man  von  einer  stets 
convergentcn  Reihe  die  Summe  auch  noch  rücksichtlich  der  Grenzen 
zu  untersuchen  hat,  innerhalb  welcher  dieselbe  gültig  ist.  — Die  in 
(5)  gegebene  Reihe  kann  nun  zur  Berechnuug  des  seltsamen  Integrals 

, 1 S («  + 0)"-1 

X.  ß-yx\-x  dx  = — j-j — ß 2,  t— -j- r;-r. 

“ ß— {—  o i C”  ~ r~ rt— H pJ  * * 1 

dienen.  Dieselbe  mag  iu  dem  Falle  ß = 2,  ß = — 1 durchgefübrt 
werden. 

Alsdann  hat  mau: 
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(6) 


/'■ 


1— X 

'ü  dx 


i o S (n~  1)"~1 
1 


fn — 1)«-1  t 

Der  Ausdruck  e3  ^sst  eiuc  Entwickelung  nach  niederstei- 

gendeu  Potenzen  von  n in  folgender  Form  zu 
, (n  — l)"-1 


(6a) 


! ("  — 1)  _«i  , «!,  «I  , "<  , 

(n-j-1)"  ( 1 ~ n*“*"  nl_t'  n«  t#»t 


wo: 


1 5 "t  = 4 1 "3 


45’ 


247  __  2327 

2835  ’ “5  “ 42525 
7451 

’ 200475’  etC‘ 


und  man  kann  beweisen,  dass  für  wachsende  Zeiger  m der  Wert  von 


.i 


bis  zur  Grenze  1 langsam  abuimmt  und  stets  innerhalb  der  Zahlen- 
grenzen 1,52  uud  1 liegt. 

> 

Hieraus  folgt,  dass  die  Entwickelung  (6a)  für  » „ 1 stets  con- 
vergent  ist. 

Nun  bilde  man 

(6b)  £ - 0.  3348  1598  4609  0 

und  verschaffe  sich  den  Summcn-Rest  mit  Hülfe  von  (6a) 


(6c) 


f.  (» — l)**-1  _«i«  1 | ”i|l  , 

f,  (»+ dn+i  _ **  fi  »a  + ? fi  «* + 


Wegen  der  häufigen  Anwendbarkeit  der  Summeu-Reste  auf  der 
rechten  Seite  habe  ich  eine  Tafel  coustruirt,  welche  die  Werte 


£ \ 


77„(a>  1) 


für  eine  Reihe  ganzer  und  gebrochener  a enthält  Aus  derselben 
teile  ich  hier  die  gebräuchlichsten  Reste  auf  25  Deeimalen  mit,  näm- 
lich: 

Ii3  _ 0.  04877  08229  35203  119&3  05363 


It, 


0.  00118  90612  01157  32729  67b 


LJ*  V 
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Rt  = 0.  00003  86457  0355G  60648  57657 
J?5  = 0.00000  14127  49071  93319  45196 
77ß  = 0.  00000  00550  77218  38465  19173 
R7  = 0.  00000  00022  36260  20890  90136 
Rs  = 0.  00000  00000  93373  13131  30173 
Ä,  = 0.  00000  00000  03979  15957  10684 
R10  = 0.  00000  00000  00172  27739  27400 
Rn  = 0.  00000  00000  00007  54657  75325 

Mit  Hülfe  dieser  Tafel  gewinnt  man  aus  (6c) 


® (n  — 1)M— 1 

£ = 0.  0066  0215  7671  8 

s i (n  r 1)"' 1 

und  daher  aus  (6b) 

CC  ( M 1 — 1 

£ ) = 0.  3414  1814  2280  8 

l (n+l)"+1 

Demnach  ist 


2i 

l~*dx  = 0.  3171  6371  5438  (4) 


Die  gewöhnlichen  Qnadraturformeln  mit  Einschluss  derer  von 
Gauss  geben  in  diesem  Falle  nur  uugenaue  Resultate,  weil  die  Function 
unter  dem  Integralzeichen  den  Voraussetzungen  wenig  entspricht, 
welche  an  die  Verwendbarkeit  dieser  Formeln  zu  stellen  sind. 


II. 

Insbesondere  hat  mich  die  Darstellung  von  Restausdrücken  einer 
Classo  divergenter  Reiheu  beschäftigt,  welche  aus  den  Differential- 
gleichungen 

, Jy  1 
y ±<7*  = *° 

hergeleitet  werden.  Ich  unterscheide  die  beiden  Fälle,  auf  welche 
sich  jeder  Fall  zurückführen  lässt 

1)  0=1 
2)  1 > o > 0. 
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Erster  Fall. 


(7) 

ist 


Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 

, Ay  l 
y+<ü-i 


(8) 


* e*dx 
x 


y = <r‘f‘- 

- '_'["1  + l0B“+'  + 2;I2  + 3n3  + •••] 
wo  C und  A Constanten  bedeuten,  welche  von  einander  abhängig  sind. 

Nimmt  man  ferner  an,  dass  die  Function  <p(x)  der  Differential- 
gleichung (7)  genügt,  so  kann  die  Function  <p(n-j-x),  in  welcher  n 
eine  positive  ganze  Zahl,  x>0  ist,  folgendermassen  entwickelt 
werden : 


(9)  <p(n-j-x)  = 


1 


m 


n-j-x"1"”  (n-|-x)*"^_‘’'-r(n-j-»)"-1 


m i»-2)  , Jl(n-l) 
"(n+x)»+l 


wo  Rn  von  x und  n abhängig  ist. 

Wie  sich  aus  der  Gleichung 

?(»+*)  4V(»+*) 


n-f-x 


ersehen  lässt,  muss  Rn  der  Differentialgleichung  genügen: 
(10) 


xRn  . elR, 

1==^+x  + 


dx 


deren  Integral  sich  in  geschlossener  Form  folgendermassen  darstellcn 
lässt : 


X 


Die  Grösse  r»  ist  die  Integrations-Constantc , welche  nur  von  n ab- 
hängig ist. 

Man  setze  nun  in  (9)  an  die  Stelle  von  n,  n-f-1  und  mache 
2 = 0,  so  wird  erhalten : 
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(12,  ,(.+«-  ^+i^+5$jS+-.- 

77(n  — 1)  , Tin 

+ +r"+1(n  + l)"+' 

weil  nach  (11)  li„  = rn  wird,  wenn  man  x = 0 setzt. 

Ferner  setze  man  in  (9)  x = 1,  so  ergiebt  sich 


(13)  *("  + !)  = 


771 


772 


h + 1^  (n-f  l)2T(n  + l)3 -T-  — 


+ I R (1)  n(n~1'> 

+ (n-fl)»-l+^M(1)  (n+l)» 


WO 


derjenige  Wert  ist,  welchen  77«  für  x = 1 annimmt. 

Die  Vergleichung  von  (12)  und  (13)  führt  jetzt  zu  der  Beziehung 
zwischen  den  Constanten  r„+i  und  r„: 


aus  welcher  man  r„  nach  niedersteigenden  Potenzen  von  n entwickeln 
kann.  Man  bedient  sich  hierzu  der  Gleichung 


e*  .e 


*’ 

2h 


+ 


Sh* 


und  nimmt  für  r„  eine  Reihe  von  der  Form  an 


(15a)  r„  = 

Sind  nun  die  Entwickelungen  und  Integrationen  in  (14)  aus- 
geführt, so  erhält  man  durch  Vergleichung  der  Coefticienten  die  er- 
forderlichen Restimmuugsgleichungen  der  Werte  „a“  und  gewinnt  so 
für  rH: 

2 , 4 [1  , 2 4 

(15)  r"  — 3 + 135  [»  ' 2 in*  63n*  ' * \ 
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Die  auf  anderem  Wege  gefundenen  wahren  Werte  von  r„  sind: 

r,  — 0.  697  174  8 (8) 
rä  = 0.  681  930  8 (4) 
r3  = 0.  676  781  4 (0) 

Aus  (15)  würde  man  mit  Benutzung  der  ersten  vier  Glieder  er- 
halten haben: 

r,  = 0.  697  236  9 
rs  = 0.  681  951  8 
r3  — 0.  676  787  1 

Die  Uebercinstimmuug  ist  bei  der  Kleinheit  von  n eine  sehr  über- 
raschende. 

Jetzt  lässt  sich  aus  (11)  Rn  gleichfalls  nach  niedersteigenden  Po- 
tenzen von  n entwickeln;  indessen  ist  es  bequemer,  sich  hierzu  der 
Gleichung  (10)  zu  bedienen. 

Setzt  man  nämlich: 

(16a)  Rh  = " 


wo  die  „p“  nur  Functionen  von  x sind,  so  ergeben  sich  die  Glci 
chungen : 


tfp 

tlx 


i; 


<iPi 

<lx 


=*—  V*\ 


<jPi 

dx 


= px*—  Plx\ 


etc. 


aus  denen  man  in  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  für  x = 0 
Rn  iu  übergeht,  nach  und  nach  gewinnt: 


(16) 


3 + x 

4 x*  x* 

135  3 ~ 3 

«_  i ^ 3,1  4_i  2-5 

2835  135  + 9'r  ^_3'r  ^ 15 


etc. 

Zu  bemerken  ist  nun  noch,  dass  die  Entwickelung  (8)  von  y 
gleich  der  in  (9)  detinirteu  Function  <p(x)  ist,  wenn  die  Constanto  A 
gleich  der  Stirling’scheu  Constanto 

M =>  0.  5772  1566  4901  5 

gesetzt  wird,  wodurch  die  Constante  C den  Wert  erhält: 
p — 0.  3725  0741  0776  2 


Digitized  by  Google 


348 


Mtiaseh  Beiträge  zur  Theorie  der  Reihen. 


Es  ergiebt  sich  dann  schliesslich: 

X 

/f*dx  r t2  i 

— ?(*)  — [^+logx+*  + 2j22  + ---j 

j« 

Den  Beweis  habe  ich  auf  die  Theorie  der  Gamma- Functioucn 
gestützt;  indessen  gestattet  der  Raum  nicht,  auf  denselben  hier  näher 
einzugehen. 


Die  Function 


Zweiter  Fall. 


(18)  tp(x,  a)  = e 


/e*rlx 


»•1 — Q 


rJ— a 


1 — a 1 (2— a)/71  ' (3 — a)Z72 


-] 


genügt  der  Differentialgleichung 


(19) 


1 

xa 


Ferner  lässt  sich  zeigen,  dass  folgende  Entwickelung  stattfindet 
(2Ü)  + 

2)  n(n-j-a  — 1) 

' " (n-}-a:)M  + a 

wo  der  Restfactor  P»  der  Differentialgleichung  genügt: 


Das  Integral  derselben  lautet: 


und  es  drückt  die  Integra tionsconstante  p„  eine  nur  von  a und  n 
abhängige  Grösse  aus. 

Wie  im  ersten  Fall  gewinnt  man  hier  die  Beziehung : 


l 
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aus  welcher  sich  g»  nach  niedersteigondeu  Potenzen  von  » entwickeln 
lässt,  nachdem  man  die  Möglichkeit  dieser  Entwickelung  aus  (21) 
bewiesen  hat. 


Zwischen  den  beiden  Restfactoren  P„  und  Iln  findet 
ein  sonderbarer  Zusammenhang  statt,  der  sich  auf  fol- 
gende Weise  herleitcn  lässt. 

Die  beiden  Differentialgleichungen  (10)  und  (11)  lassen  sich  auf 
einander  zurückführen,  wenn  man  in  (10)  statt  n,  n-f-a  und  statt  x, 
x — a setzt.  Dann  ergiebt  sich 


dx  1 n-\-x  r 

dieselbe  Form,  welche  (21)  besitzt.  Deshalb  muss  sein: 


(24)  p„(x)  - /?Hta(*-««)+/n(o)e-*(l+*y+“ 

wo  /»(<»)  von  x unabhängig  ist. 

Nun  bat  man  aus  der  Eigentümlichkeit  der  Restfactoren 


Rn(x)  = 1 + ~|_-Ä»fi(x  — 1) 

und  allgemeiner 

tl  — | — oc 

Rn{-a(x — dt)  =>  1 -j-  — Rn  f-a+1  (x Ct  — 1) 

ferner 

Pn(x)  = l + ^Pnn(*-l) 

Daher  durch  Subtraction  und  mit  Benutzung  von  (24) 


n"  1 a 


fn(tt)  = <(»+«)/,tiM  (n-f  oder 

f”fn  (a)  ü(n  a — 1)  , , FI(n-\-a) 

*»+■ = < + („+ij»+i+« 


n"+°£(a) 


Also : 

t25)  /■«(«)-  ««/!(»+«  — 1) 

wo  &(«)  nur  von  a abhängt. 


Die  Gleichung  (24)  geht  deshalb  über  in: 


P»(x)  ■=  Rnla(x  — ct)  -f- 


&(a)  (n-|-*)*+a 
e"+I/J(n-j-a — 1) 


Digitized  by  Googl 


350 


Meintet:  Beiträge  nur  Theorie  der  Reihen. 


Da  nun  für  wachsende  n P„r  und  J?Hx  gegen  endliche  Grenzen 
convcrgiren  und 

(n-f  ar)"+“-l 


lim 


so  folgt 

und  man  erhält 
(26a) 


*/7(n-j-a  1)  y2jr 

{ha  = 0 


7.=  (n  = ao) 


I'n  (*)  = R„  + a(x ft) 

oder  weun  man  x — a setzt  uud  die  Reihe  (15a)  berücksichtigt 


(26) 


/>»(«)  = p„M  = a + -^ 


a„ 


n- f-  et  («-}-«)* 


Durch  (26a)  wird  der  allgemeine  Restausdruck  l\(x) 
auf  den  in  (16a)  definirten  besonderen  Restausdruck  „U“ 
zurückgeführt. 


Schliesslich  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die  entsprechenden 
Restfactoreu  der  divergenten  Reiheu,  durch  welche  die  Differential- 
...  <l>j  1 . . 

gleichung  y — (/x~Z « mtegrirt  wird,  schon  auf  ziemlich  elementarem 
Wege  gefunden  werden  können. 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  das  allgemeine  Integral 

00 

<p(x)  = e1  f fxe~zdx 

X 

behandeln,  in  welchem  f(x)  eine  Function  von  x bezeichnet,  die  nach 
uiedersteigeuden  Potenzen  von  x mit  ganzen  oder  gebrochenen  Ex- 
ponenten entwickelbar  ist.  Die  Reihe 


qc(it-)-z)  =/(n-f  j-)-j-/'()i-f  x)-)-/”(n-f-x)-f-...-f-/-v-1(n-j-^-)-f-7?m/-'f(n4-i’) 

ist  in  den  ersten  Gliedern  convcrgent  uud  wird  später  divergent ; auch 
lässt  sich,  wenn  der  Zahlwert  von  (n-\-x)  kleiner  als  die  Zahlwertc 
von  /*_1(n-f- x)  uud  ist,  stets  der  in  der  Kühe  von  1 

liegende  Factor  Iim  mit  einem  beliebigen  Grade  von  Genauigkeit  ent- 
wickeln. Zu  diesen  Untersuchungen  gelaugte  ich  durch  Behandlung 
der  Differentialgleichung 

(£)  - r 
in  welcher  p,  <7,  r Functionen  von  x sind. 

Dieselbe  lässt  sich  auf  eine  Gleichung  von  der  Form 

(27)  (2)’=  y*+2  /(*) 
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leicht  rcducirou,  deren  Iutcgral  folgende  Entwickelung  gestattet: 


^ Ae^  Ae*  (yie*)3 
wo  A die  Integrationscoustaute  ist  und 
z — e2*  f f(x)  e~2xilx 

X 

Z“  ao 

“ = 2 2 Jf%(x)e~**dx 

u.  s.  w. 

Vorausgesetzt  wird  bei  dieser  Entwickelung,  dass  für  wachsende 
* der  Ausdruck 

/* 

e2* 

gegen  Null  convergirt 

Ist  der  Wert,  welchen  y für  x = 0 annimmt,  y0  sehr  gross,  so 
kanu  mau  aus  (28)  leicht  die  Constautc  A in  folgender  Form  finden: 

x f f*(x)e~**dx 

(29)  A*  = y0*+ 2 ffr  e~ **  <lx  - « ... 

u y<> 

Nach  Bestimmung  des  Wertes  von  A liefert  die  Reihe  (28)  für 
alle  Werte  von  x das  Integral  y der  Differentialgleichung  (27). 

Handelt  es  sich  z.  B.  um  die  Gleichung 


in  welcher  y0  = 3 gesetzt  ist  und  es  sollte  y10  berechnet  werden,  so 
würde  nach  dem  Vorhergehenden  zu  bilden  sein: 


(31) 


**  + HH[  :r3-f  (jr-j- 

4 Ae*  32  (Ae*)* 


Hieraus  würde  man  gewinnen,  wenn  ya  =•  a gesetzt  wird: 
1 n 3619 

{'y~}  A “ " ' 8a  1024a*  + 19906560*  * ' ’ 

Setzt  man  hier  a — 3,  so  ergiebt  sich 


Daher 


A — 3.  041  276 
yl0  ■=  66988.  58 
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Ich  will  hinzufügen,  dass  dieses  Verfahren  der  nume- 
rischen Integration  von  Differentialgleichungen  auf 
eine  unzählige  Menge  von  allgemeineren  Fällen  sich 
ausdehueu  lässt. 

Zu  diesen  gehört  die  Gleichung 

y')  =0 

in  welcher  cp  eine  in  y und  y homogene  Function  ist. 

Kiel,  im  Januar  1875. 
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XXX. 

JSoi  obres  entiers,  dont  le  cube  cst  <5gal 
i'i  la  aoinme  de  trois  ou  de  quatre  cubes  entiers. 

Par 

M.  Eugene  Rebout, 

Profcsseur  aux  Ecoles  d’adultes  de  la  ville  de  Paris. 


1.  Trouver  quatre  nombres  entiers  consecutifs  tels 
qae  le  cube  de  Tun  soit  egal  ä la  somme  des  cubes  des 
trois  autres. 

Ropresentons  par  r le  plus  petit  de  ces  quatre  nombres  entiers. 
les  trois  autres  seront  ar— }—  1,  a--}-2  et  <^c  »orte  qu’on  a l’eqnation 

a-34-(a-+l)3+(y  + 2)s  = (r-f  3)3, 

qui,  apres  calculs  effectucs  et  reductions  faites,  devient 

a-3  — 6<r  — 9 = 0. 

Cette  equation  peut  s’ecrire 

x3—  9z + 3*—  9 = 0, 

ou  encore 

+ — 3)  = 0; 

et,  comme 

x(x* — 9)  = *(*-}“  3)  (z— *3)  = (sr*-j-3a:)(z — 3), 
on  voit  qu’elle  revient  ä 

3»+3)(*  — 3)  = 0. 

Celle-ci  est  satisfaite  par  les  valeurs  qui  vörifient  les  deux  £qua- 
tiona 

x3  -f-  3z  -|-  3 = 0,  x — 3=0. 

T«il  l.X.  23 
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Lcs  ra.'incs  de  la  premiere  sout  imaginaires,  par  suite  la  valeur 
x = 3 satisfait  seule  ä la  qucstiou. 

Les  quatre  nombres  demaudes  sont  donc  3,  4,  5 et  6. 

On  a on  effct  33+43  + 53  = 63,  car  27  + 04+125  - 216. 

2.  On  peut  raeme  trouver  faeilemeut  des  nombres  entiers, 
dont  le  cube  est  egal  ä la  somme  de  quatre  cubes  entiers. 

En  eilet,  ou  a identiquemcnt  N 

(1)  (a  + 4+c)3  = a3  + 43  + c3  + 6a4c 

+ 3a  *4 + 3a*c + 34*c + 34*a+3c*a  + 3c*4 ; 

changeant  dans  cette  6galitd  successivement  lo  signe  de  a,  celui  de  4, 
et  lo  signe  de  c,  ou  en  deduit  les  trois  nouvellcs  identites, 

(2)  (4+c — o)3  — — a3+43  + c3  — Gabe 

+ 3a*4  + 3a*c  + 34*c  — 34*a  — 3c*a  + 3c*4, 

(3)  (c  + a — 4)3  — °3  — 43+c3  — 6a4c 

— 3a*4  + 3a*c  + 34*e + 34sa  + 3c*a  — 3c*4, 

(4)  (a  + 4 — c)3  = a3+43 — c*  — 6a4c 

+ 3a  *4  — 3a*c  — 34*c  + 34*a + 3c*a  + 3c*4. 

Si  nous  ajoutons  ces  trois  dernieres  egalittis,  nous  trouvons  qne 
lenr  somme  est  egale  k 

as+43  + c3 — 18a4c 

+ 3a*4  + 3a*c + 34*c  + 34*a  + 3c*a  + 3c*4 ; 
cette  somme  est  par  suite  6gale  k (a+4+e)3  — 24a4c. 

Ou  est  ainsi  conduit  n l’identite 

(5)  (a+4  + c)3  = (4+c  — a)3  + (e  + a — 4)3  + (a  + 4 — c)3  + 24n4c. 

Si  l’on  donne  aux  lettres  a,  4 et  c des  valeurs  eutieres  telles, 
que  le  produit  3a4c  soit  un  cubc,  on  pourra  fornier  un  cube  entier, 
qui  se  decompose  en  quatre  cubes  cuticrs. 

3.  Excmples.  1°.  Posous  a — 3,  4 = 4,  c = 6 ; nous  aurons 
24a4c  = 24.3.4.6  = 26.33  *=  123  et  a+4  + c = 13,  4 + c — a =*  7, 
c+a — 4 = 5,  a + 4 — c = 1;  douc  il  vient 

133  = 73+53+l3+123. 

2°.  Faisons  encore  a — 18,  4 = 20,  c =■  25 ; il  nous  viendra 
24a4c  = 24.18.20.25  = (23.3)(2.3*)  (2*5)  (5*)  = 2<\33.53=  (2*.3.5)3  «=  GO3; 
et  a+4  — |—  c =*  63,  4 +*  c — a = 2 1 , c -J-  a — 4 3=3  23,  a +"4  — c = 13; 
de  sorte  qu’ou  a 

633  = 273+  233+  133+603. 
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Si  dans  cette  egalite  on  remplace  133  par  la  valenr  ci-dessus, 
on  vcrra  quo 

633  — l34-53+73+l23+233  + 27s  + 60s. 

4.  L’un  des  trois  cubes  peut  quelqucfois  etre  nul. 

Aiusi,  pour  a — 1,  b — 8,  c = 9,  ou  a 24«ic  = 23.3.1.23. 3*  = 
(2*.3)3  = 123  et  a + &-fc  = 18,  i-f-c— *j=  16,  c+«  — A = 2, 
a -f-  b — c — 0 ; il  vieut  par  suite 

183  =■  163+23  + 123, 

ou,  en  divisant  par  23, 

93  = 83-j-l3-f  63. 


f 


23* 
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XXXI. 

Construction  der  Reflexe  auf  ebenen 
Spiegelflächen. 


Von 

Herrn  Karl  Köpl, 

oril.  Hörer  an  der  k.  k.  tcchn.  Hochschule  in  Wien. 


In  perspektivischen  Darstellungen  ist  bekanntlich  das  Bild  des 
Reflexes  eines  Punktes  identisch  mit  dem  des  Spiegelbildes  desselben 
Punktes,  d#  Reflex  und  Spiegelbild  in  einem  Sehstrahl  liegen*)- 
Diese  Eigenschaft  ermöglicht  eine  einfachere  Constructiun  der  Spiegel- 
bilder als  diejenige  ist,  welche  durch  Uebertragung  der  senkrechten 
Abstünde  der  einzelnen  Punkte  von  der  Spiegelebene  hiutcr  dieselbe 
zum  Resultate  gelangt.  (Siehe:  Prof.  R.  Niemtschik , „Neue  Con- 
structionen  der  auf  ebenen  und  krummen  Flächen  erscheinenden 
Reflexe  etc.“  Sitzungsberichte  d k.  k.  Akademie  der  Wissenschaften 
in  'Wien.  1866.  53.  Band.) 

Diese  Eigenschaft  benutzt  auch  die  im  folgenden  zu  behandelnde 
Construction.  Sie  besteht  im  Wesentlichen  darin , dass  man  das 
Spiegelbild  eines  Punktes  mit  Hilfe  einer  Geraden,  welche  den  Punkt 
enthält  und  deren  Spiegelbild  oder  Reflex  leicht  ermittelt  werden 
kann,  bestimmt.  Die  Gerade,  welche  dieser  Bedingung  am  besten 
entspricht,  ist  eine  horizontale,  welche  durch  den  gegebenen  und 


*)  Im  folgenden  sollen  deshalb  die  Ausdrftcke  Reflex  und  Spiegelbild  «I* 
gleichwertig  gebraucht  werden. 
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eineu  Punkt  der  Senkrechten  ans  dem  Auge  zur  Gruudebene  geht; 
denn  der  Reflex  des  letzteren  Punktes  kann  sehr  leicht  bestimmt 
werden,  und  einen  zweiten  Punkt  des  Reflexes  der  horizontalen  hat 
mau  in  ihrem  Durchstosspunkc  mit  der  Spiegelcbene. 

Im  folgenden  soll  nun  die  Construction  bei  verschiedenen  Lagen 
der  spiegelnden  Ebene  erläutert  werden.  Besonders  einfach  stellt 
sich  die  Construction  bei  zur  Gruudebene  senkrechten  Spiegelebeuen 
heraus,  auch  ist  hier  das  Princip  derselben  am  deutlichsten  ersicht- 
lich, weshalb  diese  Lago  des  Spiegels  zunächst  behandelt  wird. 


1.  Die  Spiegelebene  fällt  mit  der  Bildebene  zusammen. 

Es  sei  A das  Auge,  A"  seine  orthogonale  Projection  auf  die 
Bildebene  oder  der  Augpunkt  und  A'  seine  horizontale  Projection 
oder  der  Fusspunkt  (Fig.  1.).  Der  Punkt  o,  dessen  Spiegelbild  zu 
bestimmen  ist,  wurde  der  Einfachheit  wegen  in  der  Grundebene  an- 
genommen, «p  ist  sein  perspectivisches  Bild. 

Verbindet  man  den  gegebenen  Punkt  a mit  dem  Fusspunktc  A' 
durch  eine  Gerade,  so  entspricht  diese  der  oben  aufgestellten  Be- 
dingung; denn  sie  liegt  in  der  Grundebene,  ist  also  horizontal,  und 
geht  durch  den  Fusspunkt  A\  enthält  demnach  einen  Punkt  der 
Senkrechten  vom  Auge  A zur  Gruudebene.  Das  pcrspcctivische  Bild 
dieser  Geraden  A'a  erscheint  als  eine  Senkrechte  aps  zur  Grundlinie 
aus  dem  Bilde  ap,  da  ihre  projicirende  Ebene  senkrecht  zur  Grund- 
ebene steht. 

Der  Punkt  *,  in  welchem  die  Gerade  A'a  die  Spiegelebene  trifft, 
ist  sein  eigenes  Spiegelbild,  gehört  demnach  auch  dem  Spiegelbilde 
der  Geraden  an,  als  zweiten  Punkt  desselben  bestimmen  wir  das 
Spiegelbild  des  Fusspuuktes  A’  in  A' j,  dessen  perspectivisches  Bild 
/?,  wie  aus  dem  Dreiecke  AA'At  — iu  welchem  die  Seite  A'A,1=2A'm 
ist  — erhellt,  mit  dem  Halbirungspunkt  der  senkrechten  Entfernung 
des  Augpuuktes  von  der  Grundlinie  zusammen  fällt.  Es  ist  somit 
das  Spiegelbild  oder  der  Reflex  der  Geraden  A'a.  Iu  diesem  muss 
das  Spiegelbild  « des  Punktes  a liegen,  es  muss  aber  auch  dem 
Spiegelbilde  A"aP  des  durch  a gehenden  Sehstrahles  Aap  angehören, 
somit  im  Durchschnitte  beider,  in  n,  sich  ergeben. 

Aus  dem  bisherigen  ergibt  sich  für  die  Construction  der  Spiegel- 
bilder zunächst  von  Punkten  der  Grundebenc  die  Regel: 

Man  fällt  vom  gegebenen  Punkte  a (Fig.  2.)  eine  Senk- 
rechte zur  Grundlinie  und  verbindet  den  Punkt  *,  in 
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welchem  diese  Senkrechte  die  Grundlinie  (die  Grund- 
flächtrasc  der  Spiegelebene)  schneidet,  mit  dem  Hai. 
birungspuukte  R der  Strecke  A "m  (dem  Reflex  des  Fuss- 
pnnktes).  Die  Gerade  A'a  (Verbindungslinie  des  Flucht- 
punktes der  Normalen  zur  Spiegelebene  mit  dem  ge- 
gebenen Punkte  a)  trifft  die  frühere  Rs  im  gesuchten 
Spiegelbilde  « von  n. 

Hat  man  (Fig.  2.)  das  Spiegelbild  ß eines  Puuktes  b im  Räume 
zu  bestimmen,  so  lässt  sich  diese  Aufgabe  einfach  auf  die  vorher- 
gehende zurückführen,  wenn  mau  durch  den  Punkt  b im  Raume  eine 
horizontale  Ebene  legt  und  diese  nunmehr  als  Grundebeuc  betrachtet. 
Die  horizontale  Bildflächtrage  GlGi  dieser  Ebene  geht  durch  die 
orthogonale  Verticalprojection  b"  des  Punktes  b und  übernimmt  die 
Function  der  Grundlinie  GG. 

Nun  wiederholt  sich  das  frühere  Verfahren  vollständig.  Man  hat 
wieder  die  Strecke  m ,A"  zu  halbiren  um  den  Reflex  R,  des  Fuss- 
punktes  in  der  neuen  Grundebeno  zu  erhalten,  diesen  mit  dem  Schnitt- 
punkte «j  der  neuen  Grundlinie  und  dem  Perpendikel  aus  b zu  ver- 
binden und  die  so  erhaltene  Gerade  mit  der  Verbindungslinie  des 
Augpunktes  und  des  gegebenen  Punktes  im  Punkte  ß zum  Schnitte 
zu  bringen;  ß ist  nach  dem  Vorhergehenden  der  Reflex  von  b. 

Man  kann  übrigeus  ß auch  in  der  Weise  bestimmen,  dass  mau 
zuerst  das  Spiegelbild  ß’  der  Gruudflächenprojection  b'  von  b ermittelt. 
Das  Spiegelbild  des  Perpendikels  b'b  geht  durch  ß'  und  ist  parallel 
zu  b'b , da  b'b  selbst  parallel  zur  Spiegelebene  ist  ß liegt  nun  im 
Spiegelbilde  von  b'b  und  in  der  Normalen  zur  Spiegelfläche  aus  dem 
Punkte  b,  somit  im  Durchschnitte  der  beiden  Geraden  ßß'  und  Ä'b. 

Ist  der  Punkt  b durch  sein  Bild  b und  seine  orthogonale  Vertical- 
projection b"  gegeben,  so  wird  man  nicht  erst  seine  Grundflftchpro- 
jection  suchen  und  mit  Hilfe  dieser  das  Spiegelbild  ß ermitteln,  son- 
dern gleich  das  erstere  Verfahren  in  Anwendung  bringen;  doch  kann 
die  eine  Constructiou  zur  Controlle  der  anderen  dienen,  weuu  sich 
nngünstige  Schnitte  ergeben. 

Das  Spiegelbild  y einer  Geraden  <j  (Fig.  3.)  wird  am  besten  da- 
durch erhalten,  dass  man  ihren  Durchstosspuukt  d mit  der  Spfegcl- 
ebene  — hier  also  mit  der  Bildebene  — uud  den  Reflex  <p  ihres 
Fluchtpunktes  f ermittelt,  cp  wird  aualog  dem  früheren  erhalten, 
indem  man  zuerst  den  Reflex  <p'  der  Grundflächprojeetion  f’  des 
Fluchtpunktes  f bestimmt;  das  Spiegelbild  des  Perpendikels /'/ er- 
scheint dann  wieder  als  eine  Senkrechte  ep'ep  zur  Grundlinie,  deren 
Schnittpunkt  cp  mit  A"f  das  Spiegelbild  des  Fluchtpunktes  f der 
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Geraden  g liefert.  Da  nuu  rf,  der  Durchstosspunkt  der  Geraden  g 
mit  der  Spiegelebene,  sein  eigener  Reflex  ist,  so  ist  tp<l  das  Spiegel- 
bild der  Geraden  g. 

Zur  genaueren  Construction  ist  es  nicht  unwesentlich  zu  be- 
merken, dass  die  Strecke  A"cp'  gleich  sein  muss  der  Entfernung  A"f', 
was  sehr  einfach  aus  der  C'ongruenz  der  rechtwinkeligen  Dreiecke 
Rme  und  RA" cp'  hervorgeht,  in  welchen  Ä'R  = Rm,  die  Winkel  bei 
R als  Scheitelwinkel  und  die  rechten  Winkel  einander  gleich  sind. 
Ebenso  folgt  aus  der  Congruenz  der  beiden  Dreiecke  A!'f'f  und 
A"<p'cp,  in  welchen  die  Seiten  A"f'  und  A'V,  die  beiden  rechten 
Winkel  und  die  Winkel  bei  A"  als  Scheitelwinkel  einander  gleich 
sind,  die  Gleichheit  der  Stücke  cp'cp  und  /'/,  dann  A"g>  und  A "f. 
Man  braucht  daher,  um  das  Spiegelbild  des  Fluchtpunktes  der  Ge- 
raden g zu  fiuden,  nur  die  Strecke  A "f  in  entgegengesetzter  Richtung 
von  A"  aus  nach  <p'  aufzutragen,  in  ep'  eine  Verticale  zu  errichten 
und  wieder  im  entgegengesetzten  Sinne  zo  f‘f  die  Länge  /'/  von  <p' 
nach  cp  abzusebneiden;  oder  einfacher  Ä'tp  = A"  f zu  machen. 

Es  ist  einleuchtend , dass  es  nicht  selten  vorteilhaft  sein  wird, 
das  Spiegelbild  a eines  Punktes  a derart  zu  bestimmen,  dass  mau 
durch  a eine  Gerade  g legt,  deren  Reflex  y ermittelt  und  diesen  mit 
der  Geraden  A"a  im  verlangten  Punkte  a durchsclmeidet;  denn  man 
kann  immer  die  Gerade  g so  wählen , dass  ihr  Spiegelbild  y mit  Ä'a 
einen  möglichst  günstigen  Schuitt  liefert. 

II.  Die  Spiegelebene  steht  senkrecht  zur  Grundebene  und  ist 
geneigt  gegen  die  Bildfläche. 

Bei  der  Annahme  dieser  Stellung  der  spiegelnden  Ebene  ändern 
sich  die  Verhältnisse  insofern,  als  das  Spiegelbild  im  Raume  nicht 
mit  seinem  perspectivischen  Bilde  indentisch  ist,  wie  dies  beim  vor- 
hergehenden Falle  statt  fand. 

In  Fig.  4.  stellt  MNO  die  Spiegelebene  vor,  welche  der  oben 
angenommenen  Bedingung  entspricht;  die  Bezeichnung  der  übrigen 
in  Betracht  kommenden  Elemente  ist  dieselbe,  wie  in  Fig.  1. 

Man  ermittelt  wieder  zunächst  den  Reflex  r des  Fusspunktes  A', 
indem  man  aus  dem  letzteren  und  aus  dem  Auge  A Normale  zur 
Spiegelfläche  fällt,  welche  sie  in  den  Punkten  m uud  » treffen.  Macht 
man  nun  »Aj  = n A uud  A\vi  — mÄ  uud  verbindet  A',  mit  A und 
Aj  mit  A',  so  erhält  man  im  Schnitte  r dieser  beiden  Geraden  den 
Reflex  des  Fusspunktes  A'.  Der  Punkt  r muss  auch  in  der  Geraden 
mn  liegen,  welche  die  Durchschnittsliuie  der  Ebene  des  Spiegels  mit 
derjenigen  Ebene  ist,  welche  die  Punkte  A,  A',  A'„  A,  enthält;  da 
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die  letztere  Ebene  senkrecht  zur  Spiegelebenc  geführt  wurde  uud  wie 
diese  senkrecht  zur  Grundebene  steht,  so  muss  auch  mn  vertical  sein. 
r ist  nun  wieder,  wie  in  dem  unter  I.  behandelten  Falle,  der  Hal- 
biruugspunkt  der  Strecke  mm,  was  unmittelbar  aus  der  Figur  erhellt; 
ebenso  geschieht  die  Ermittlung  des  Spiegelbildes  a des  Punktes  a 
der  Grundebene  in  derselben  Weise,  wie  wir  dies  bei  Fig.  1.  gesehen 
haben. 

Im  Raume  ändern  sich  also  die  Verhältnisse  nicht;  auders  jedoch 
gestalten  sich  die  Dinge,  wenn  die  perspectivischen  Bilder  in  Betracht 
kommen. 

Das  perspectivisckc  Bild  np  von  n erscheint  als  Fluchtpunkt  der 
Normalen  zur  Spiegclebene,  das  des  Punktes  m als  Schnittpunkt  der 
GrundHächtrace  MPA  (die  Perspective  von  A/A')  mit  dem  perspecti- 
vischen Bilde  npmp  der  zur  Bildebene  parallelen  Verticalen  mn  in  »<„ 
also  im  Schnitte  der  GrundHächtrace  der  Spiegelebene  mit  der  Senk- 
rechten aus  dem  Fluchtpunkte  der  Normalen  zur  Spiegelebene  auf 
die  Grundlinie.  Die  Perspective  R von  >•  liegt  in  der  Geraden  nrmp, 
dem  Bilde  von  um.  Aus  der  Aehulichkeit  der  Dreiecke  nPAmp  uud 
nAm,  in  welchen  mn  ||  npmp  und  wir  = rn  ist,  folgt,  dass  auch 
mPR  = Rnp  ist,  das  heisst,  dass  R der  Halbiruugspuukt  der  Strecke 
mpnp  ist. 

Um  das  Spiegelbild  « des  Punktes  a der  Grundebene  zu  bestim- 
men, wurde  a mit  dem  Fusspunkte  A'  verbunden;  diese  Gerade  trifft 
die  Spiegelebenc  im  Punkto  »,  cs  ist  somit  r«  der  Reflex  von  A‘>. 
Um  nicht  o,  bestimmen  zu  müssen,  wurde  sr  durch  die  Gerade  oA, 
— welche  mit  atA  in  eiuer  Ebene  und  symmetrisch  in  Bezug  auf  den 
Spiegel  ligt  — im  Spiegelbildc  « durchschnitten. 

Das  perspectivisckc  Bild  der  Geraden  A's  erscheint,  wie  schon 
vorhin  erörtert  wurde,  als  eine  Senkrechte  aus  ap,  der  Perspective 
von  «,  zur  Grundlinie,  folglich  * als  Schnitt  ep  derselben  mit  der 
GrundHächtrace  MPN  des  Spiegels.  Die  Bilder  der  Geraden  nt  und 
A,a  sind  demnach  R#P  und  npap-  sie  schneiden  sich  im  gesuchtcu 
Bilde  ctp  von  er,  des  Reflexes  von  «. 

Die  Construction  ist  also  auch  hier  sehr  einfach.  Man  hat  (Fig.  5.) 
den  Fluchtpunkt  n der  Normalen  zur  Spiegelebenc  MAO  zu  bestim- 
men (Du-\~FD)  und  von  n eine  Senkrechte  zur  Grundlinie  zu  fällen, 
welche  die  Gruudflächtraco  MA  des  Spiegels  im  Punkte  m trifft  ; der 
llalbiruugspunkt  R der  Entfernung  mn  liefert  den  Reflex  des  Fuss- 
punktes. 

Das  Spiegelbild  er'  des  Punktes  a iu  der  Grundebene  wird  nun 
erhalten,  wenn  man  a — das  Bild  des  gegebenen  Punktes  — mit  » 
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— dem  Fluchtpunkte  der  zum  Spiegel  Normalen  — verbindet  und 
diese  Gerade  im  gesuchten  Reflexe  a'  durch  die  Gerade  sR  dureh- 
schneidet,  welche  den  Schnittpunkt  * der  Senkrechten  aus  n'  zur 
Grundlinie  mit  dem  Reflex  R des  Fusspunktes  verbindet. 

Ist  a die  Gruudflilchprojection  eines  Punktes  a im  Raume,  so 
liegt  das  Spiegelbild  dieses  Punktes  einerseits  im  Spiegelbildo  a'a 
des  Perpendikels  a'a  und  anderseits  in  der  Normalen  an  aus  a zur 
Spiegelebene,  also  im  Schnitte  beider  in  a.  Das  Spiegelbild  a'a  von 
a'a  muss  parallel  sein  zu  a’a,  weil  das  Perpendikel  a'a  parallel  zur 
Ebene  des  Spiegels  ist,  und  durch  a , den  Reflex  von  a'  gehen. 

Man  gelangt  zu  demselben  Resultate,  wenn  mau  durch  den  Punkt 
a im  Raume  eine  horizontale  Ebene  legt,  diese  als  neue  Grundebene 
betrachtet  und  für  diese  die  neue  Grundflächtracn  der  Spiegelebene 
und  den  Reflex  R,  des  Fusspunktes  in  der  neuen  Grundebene  ermittelt 
und  im  übrigen  genau  so  verfährt,  wie  bei  der  Bestimmung  von 

Die  Bestimmung  des  Reflexes  einer  Geraden  unterliegt  nun 
weiter  keiner  Schwierigkeit.  Das  Spiegelbild  q>  des  Fluchtpunktes  / 
der  Geraden  g (Fig.  6.)  wurde  in  derselben  Weise  erhalten,  wie  « in 
Fig.  5.,  indem  zunächst  <p’  der  Reflex  von  /'  — eines  Punktes  der 
Grundebene  — und  dann  q>  als  Durchschnittspuukt  der  Normalen  nf 
aus  / zum  Spiegel  mit  dem  Reflex  g>'cp  von  /'/  bestimmt  wurde. 
Die  Verbindungslinie  von  <p  mit  dem  Durchstosspunkt  d der  Geraden 
g und  der  Spiegelebene  liefert  den  Reflex  y der  Geraden  g. 

Steht  die  Spiegelebenc  senkrecht  zur  Grund-  und 
Bildebene,  so  bleibt  die  Construction  mit  einiger  Modiflcation  die- 
selbe. Bei  dieser  Lage  der  spiegelnden  Ebene  fällt  der  Fluchtpunkt 
F der  Gruudfläcbtrace  des  Spiegels  mit  dem  Augpuukt  A"  zusammen ; 
demgemäss  liegt  der  Fluchtpunkt  der  Normalen  zum  Spiegel,  folglich 
auch  der  Reflex  des  Fusspunktes  in  unendlicher  Entfernung.  Die 
Richtung  in  welcher  der  Fluchtpunkt  der  zum  Spiegel  Normalen  liegt, 
ist  horizontal,  die  des  Reflexes  des  Fusspunktes  erhält  man,  wenu 
man  in  irgend  einem  Punkte  des  Horizontes  eine  Senkrechte  auf  den- 
selben errichtet  und  das  Stück  derselben,  welches  zwischen  Horizont 
und  der  Grundflächtrace  des  Spiegels  gelegen  ist,  halbirt;  die  Ver- 
bindungslinie des  Halbirungspunktes  mit  dem  Augpunkte  gibt  die  ver- 
langte Richtung  au.  Aus  den  bei  dieser  Bestimmungsart  auftretenden 
Dreiecken  kann  man  auch  die  sonst  für  diese  Stellung  des  Spiegels 
gebräuchliche  Construction  herleiten. 
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htipli  Construction  i Irr  Rrßfxc  auf  f benfn  S/iieyrßächtn. 


III.  Die  Splegelebene  ist  geneigt  gegen  Grund*  und 
Bildebene. 

Auch  bei  dieser  Lage  des  Spiegels  kann  man  die  bisher  erörterte 
Constructionsmethode  mit  Vorteil  in  Anwendung  bringen. 

Es  handelt  sich  hier  vornehmlich  um  die  Bestimmung  des  Re- 
flexes des  Fusspunktes,  welche  am  bequemsten  durch  Vermittlung 
seiner  orthogonalen  Projcction  geschieht. 

Zu  dem  Ende  zieht  man  (Fig.  7.)  durch  N die  orthogonale  Hori- 
zontaltrace  M0N  der  Spiegelcbenc  MNO  parallel  zu  FD,  dem  um- 
gelegten  Fluchtstrahl  der  Grundflüchtrace,  und  ermittelt  nun  ortho- 
gonal den  Reflex  des  Fusspunktes,  dessen  verticale  Projection  F ist, 
indem  man  aus  diesem  und  dem  Auge,  dessen  orthogonale  Projec- 
tionen  A ' und  Ä {FA'  A” D)  sind,  Senkrechte  zur  Spiegelebene 
fallt  und  auf  diesen  die  Entfernungen  der  genannten  Punkte  vom 
Spiegel  hinter  demselben  aufträgt.  Man  erhält  so  die  Punkte  A," 
uud  F„  welche  mit  den  Punkten  A"  und  F kreuzweise  zu  verbinden 
wären,  um  im  Durchschnitte  der  beiden  so  entstandenen  Geraden  die 
orthogonale  Vcrticalprojeetiou  r des  Reflexes  des  Fusspunktes  zu 
liefern.  Da  aber  »•  iu  der  Spiegelebene  und  in  der  durch  den  Fuss- 
punkt  und  das  Auge  zu  dieser  senkrecht  geführten  Ebene  liegen  ninss, 
so  braucht  man  nur  A"F,  die  eine  der  Geraden,  mit  der  Durch- 
scbnittslinie  v"h"  der  beiden  eben  erwähnten  Ebenen  zum  Schnitte 
zu  bringen  um  r zu  erhalten. 

Die  horizontalen  Projectioneu  der  Punkte  Aj",  Ft  uud  r liegen 
iu  der  Senkrechten  aus  A'  zur  orthogonalen  Horizontalt race  A/„.V, 
das  perspectivische  Bild  R des  Reflexes  von  F findet  sich  also  im 
Schnitte  der  Verticalen  aus  v mit  der  Geraden  A"r.  Die  Gerade 
A"r  muss  übrigens  durch  den  (in  der  Figur  nicht  eingetragenen) 
Punkt  — die  orthogonale  Verticalprojection  des  Spiegelbildes  des 
Fusspunktes  — gehen,  was  insofern  von  Wesenheit  ist,  als  man  bei 
Benützung  dieses  Punktes  die  Gerade  Ä’R  genauer  ziehen  und  somit 
auch  R genauer  bestimmen  kanu. 

Den  Verschwiudungspuukt  V der  Normalen  zur  Spiegelcbenc  er- 
hält man  als  Durehschuittspunkt  der  Senkrechten  aus  dem  Augpnnkt 
A"  zur  Bildflächtraoe  NO  des  Spiegels  und  der  Verticalen  aus  r'. 

Der  Reflex  <*  des  Punktes  a iu  der  Grundebeno  ergibt  sich  nnu 
gauz  so  wie  in  den  früher  behandelten  Fällen  als  Schnittpunkt  der 
Normalen  aus  a zum  Spiegel  mit  der  Geraden  R«,  welche  den  Schnitt- 
punkt » der  verticalen  aus  o mit  der  Gruudflächtraec  MN  des  Spie- 
gels und  den  Reflex  R des  Fusspunktes  verbindet. 
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Handelt  es  sich  (Fig.  8.)  um  die  Bestimmung  des  Spiegelbildes 
eines  Punktes  n im  Raume,  so  führt  man  diesen  Fall  auf  den  eben 
behandelten  zurück,  wenn  man  durch  den  Punkt  a im  Raume  eine 
horizontale  Ebene  legt  und  diese  als  neuo  Gruudebene  betrachtet. 
Die  neue  Grundlinie  geht  durch  die  orthogonale  Vcrticalprojcctiou  a" 
von  n und  trifft  die  Bildflächtrace  NO  des  Spiegels  in  N\  einem 
Punkte  der  neuen  Grundflächtrace,  welche  in  F ihren  Verschwiudungs- 
punkt  hat.  Die  weitere  Construction  unterscheidet  sich  durch  nichts 
von  der  in  Fig.  7.  zur  Ansehauung  gebrachten. 

Man  kann  auch  hier  den  Reflex  eines  Punktes  a im  Raume 
derart  bestimmen,  dass  man  durch  den  Punkt  a eine  zur  Grundebene 
senkrechte  Gerade  führt  und  den  Reflex  dieser  mit  der  Formalen 
ans  a zur  Spiegelebene  durchschneidet. 

Das  Spiegelbild  y der  verticalcn  Geraden  g (Fig.  9.)  wird  wieder 
am  einfachsten  dadurch  bestimmt,  dass  mau  den  Durchstosspunkt  d 
der  Geraden  mit  der  Spiegelebene  und  den  Reflex  ihres  Fluchtpunktes 
sucht  Um  den  letzteren  zu  finden  verfahren  wir  ganz  so,  wie  bei 
der  Bestimmung  des  Spiegelbildes  irgend  eines  Punktes. 

Wir  legen  also  durch  den  Fluchtpunkt  eine  horizontale  Ebene. 
Sic  liegt  im  Unendlichen,  ihre  Bildflächtrace  — die  neue  Grund- 
linie — wird  somit  auch  die  Verticallinio  in  einem  unendlich  fernen 
Punkte  — der  orthogonalen  VertiCalprojection  F des  neuen  Fuss- 
puuktes  — treffen.  Man  erhält  demnach  die  orthogonale  Vertical- 
projection  r des  Reflexes  des  in  unendlicher  Entfernung  gelegenen 
Fusspunktes  in  der  neuen  Grundebene,  wenn  man  die  Durchschnitts- 
linie v"h"  mit  der  Geraden  zum  Schnitte  bringt,  welche  durch  A” 
parallel  zur  Verticallinio  gezogen  wird.  R ist  die  Perspective  von  t, 
somit  das  Bild  des  Reflexes  des  unendlich  fernen  Fusspunktes  und 
zugleich  der  Fluchtpunkt  der  Spiegelbilder  von  zur  Grundebene  senk- 
rechten Geraden. 

Rd  ist  also  der  Reflex  y der  Verticalcn  g , und  daher  « der  Schnitt 
der  aus  dem  gegebenen  Punkte  a zur  Spiegclebene  gefällten  Senk- 
rechten a V mit  y das  Spiegelbild  des  Punktes  a. 

Es  ist  klar,  dass  mau  das  Spiegelbild  eines  Punktes  auch  dadurch 
erhalten  kanu,  dass  man  durch  den  Punkt  zwei  Gerade  legt  und  deren 
Reflex  bestimmt.  In  Fig.  10.  wurde  a in  der  Weise  ermittelt,  dass 
man  durch  den  gegebenen  Punkt  a der  Grundebene  eine  verticale 
Gerade  g und  eine  horizontale  gt,  deren  Bild  parallel  zur  Grundfläch- 
trace MN  der  Spiegelcbene  ist,  führte. 

Der  Reflex  y der  verticalcn  Geraden  g wurde  wie  in  Fig.  9.  be- 


Digitized  by  Google 


364  KBpl:  Construclion  der  Reflexe  auf  ebenen  Spiegelflächen. 

stimmt;  y,  — das  Spiegelbild  der  horizontalen  Geraden  — war  de 
erhalten,  indem  das  Spiegelbild  cp  des  Fluchtpuuktes  / von  gx  ermittelt 
und  durch  diesen  zu  <?,  eine  Parallele  gezogen  wurde,  denn  g,  trifft, 
da  sie  parallel  zu  MN  ist,  die  Grundliächtrace  erst  im  Unendlichen 
(im  Raunte  in  einem  Punkte  der  Gegen-,  Verschwinduugs-  oder  Grenz- 
ebene). Die  beiden  Reflexe  y und  y,  schneiden  sich  im  verlangten 
Spiegelbilde  « von  a.  Die  Richtigkeit  des  Resultates  dieser  Con- 
structiou kann  man  durch  die  Gerade  aV  — die  Normale  aus  a zum 
Spiegel,  in  welcher  das  Spiegelbild  o von  o gleichfalls  liegen  muss, 
coutrolliren. 

ln  Fig.  11.  wurde  schliesslich  das  Spiegelbild  y einer  Geraden  g 
int  Raume,  welche  gegen  Grund-  und  Bildebene  geneigt  ist,  bestimmt 
Um  den  Reflex  cp  des  Fluchtpunktes  / der  Geraden  g zu  erhalten, 
lego  man  wieder  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden  im 
Raume  eine  horizontale  Ebene.  Ihre  Bildfliicktrace  — die  neue  Grund- 
linie - wird  die  Verticallinie  und  die  BildHäcktrace  NO  des  Spiegels 
in  unendlich  fernen  Punkten  treffen ; der  letztere  mit  F,  dem  Flucht- 
punkt der  Grundflächtrace,  verbunden,  liefert  die  auf  die  neue  Grund- 
ebene bezogene  Grundflächtrace  des  Spiegels,  sie  ist  also  parallel  zu 
NO  und  fällt  mit  der  Fluchtlinie  der  Spiegelebenc  zusammen.  Der 
Reflex  des  neueu  Fusspunktes  wird  — wie  in  Fig.  9.  — im  Punkte 
R erhalten.  Damit  ist  die  Aufgabe  gelöst,  denn  nun  hat  mau,  wie 
gewöhnlich,  aus  / eine  Senkrechte  zur  Grundlinie  zu  fällou,  bis  sic 
die  neue  Grundflächtrace  — hier  also  die  Fluchtlinie  — der  Spiegel- 
ebene  im  Punkte  » trifft  und  diesen  mit  R zu  verbinden.  Im  Schnitte 
dieser  Geraden  mit  der  Verbindungslinie  der  Punkte  / uue  V erhält 
man  das  Spiegelbild  cp  des  Fluchtpunktes  f.  Ein  zweiter  Punkt  des 
Reflexes  der  Geraden  g ist  ihr  Durchstosspunkt  d mit  der  Spiegel- 
ebene, somit  dep  das  Spiegelbild  y der  Geraden  g im  Raume. 

Auf  dieselbe  Weise  wie  hier  hätte  man  auch  in  Fig.  10.  den  Reflex 
cp  des  Fluchtpunktes  f ermitteln  können,  so  dass  man  mit  dem  Punkte 
R allein  sein  Auskommen  gefunden  hätte;  überdies  würde  der  Schnitt 
bei  cp  ein  besserer  geworden  sein. 

Bei  Spiegelebenen,  welche  senkrecht  zur  Bildebene  stehen,  kanu 
mau  ganz  dasselbe  Verfahren  in  Anwendung  bringen,  wie  bei  beliebig 
geneigten  Spiegelebencu,  nur  erhält  mau  hier  statt  des  Fluchtpunktes 
der  N ormaleu  zum  Spiegel  uud  der  Reflexe  der  jeweiligen  F usspuukte 
Richtungslinieu,  da  die  genannten  Punkte  sämmtlich  ins  Unendliche 
fallen.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  dabei  auftreteuden  Dreiecke  resultirt 
jene  gewöhnliche  Construction,  welche  z.  B.  Guido  Schreiber  in  seiner 
„Schattenlchre“  1868.  Seite  156.  und  H.  Weisshaupt  in  seiner  „Per- 
spective“ 1868.  Fig.  156.  vorführen. 


Digitized  by  Googl 


K K pl  Con-Irurlinn  fler  Reflexe  auf  ebenen  Spiegelflächen.  365 

Wie  man  die  Construction  der  Spiegelbilder  mit  Vorteil  zum 
Zeichnen  symmetrisch  gelegener  Figuren-  und  Körperteile,  besonders 
der  symmetrischen  Hälfte  der  Contour  von  Rotationsflächen  benützen 
kann,  wenn  man  die  Symmetrieebene  als  Spiegclebene  betrachtet,  bat 
Herr  Prof.  R.  Niemtsehik  in  der  eingangs  citirteu  und  in  der  Ab- 
handlung: „Directe  Constructioncn  der  Contouren  von  Rotationsflächen 
in  orthogonalen  und  perspectivischen  Darstellungen“  (Sitzungsber.  der 
k.  k.  Akad.  d.  Wissenschaften  in  Wien.  1865.  52.  Band)  gezeigt. 

Wienj  im  Mai  1875. 
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Methode  simple  et  rapide  pour  determiner 
les  lois  du  inouvement  du  pendule  a petites 

oscillations. 

Par 

Georges  Dostor. 


1.  Soient  O le  point  de  Suspension  et  OP  «—  l la  longueur  d’un 
pendulo.  Si  on  l’ecarte  de  la  directiou  verticale  OP  d’un  angle  tres 
petit  AOP<=a,  il  retombe  vers  la  verticale  OP,  la  depassc  d’un 
angle  A' OP  = <*,  pour  retomber  encore,  et  faire  autour  du  eentre 
fixe  O uno  suite  iuddfinie  d’oscillations , dont  l’amplitude  est  egale, 
pour  la  premierc,  ä l’arc  de  cerclo  AOA'. 

Supposons  qu’au  bout  du  temps  t , le  pendule  ait  decrit  l’arc 
AM,  et  qu’en  cc  momcnt  lo  fil  OM  fasse  avec  la  verticale  OP  un 
angle  MOP  — 6. 

Menons  cn  M la  taugentc  MT  ä l’arc  AMP,  ainsi  que  la  per- 
pcndiculairc  MB  sur  OP. 

Si  m designe  la  masse  du  pendule  et  g l’intensite  de  la  pesan- 
teur,  la  force  motrice,  qui  est  verticale,  aura  pour  exprcssion  la 
quautitd  mg. 

Or  cetto  force  motrice  fait  avec  la  taugentc  MT  un  angle  qui 
est  le  complemeut  de  l’augle  fl;  la  composante  tangentielle  de  la  force 
motrice  mg  sera  donc  mjrsin  Ö,  ou  encore  mg  fl,  attendu  que  l’angle  0 
etant  tres  petit,  on  peut  le  substitner  son  sinus  sin  fl. 
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Appclons  s l’arc  MP,  qui  separe  le  pendule  M de  sa  positiou 

g 

verticale  nous  avons  s = 10,  d’oü  0 = y 


La  composaute  taugcutielle  de  la  force  motrice  peut  donc  etre 


representäo  par • puisqu’elle  tend  ä diminucr  l’arc  s.  Mais 


cette  composante  a pour  expressiou  g£n6rale  le  produit  de  m par  la 
dh 

derivee  seconde  de  l’arc  »,  prise  par  rapport  au  temps  t.  On  a 
par  suite  l’egalite 


(1) 


d*s  __  __  gs 
dt  * ~ l 


pour  l’equation  differentielle  du  mouvement. 

2.  Appelous  v la  vitesse  du  pendule  au  bout  du  temps  t,  c’est- 


ä-dire  en  M.  Puisque 

da 

V = 

~~di 

il  vient 

dv 

d*8 

— = 
dt 

dt*’ 

et,  en  multipliant  membre  k membro, 

vdv  da  d*8  ds<t*s 

dt  dt  dt*  dt  dt* 

(1^8 

Multipliant  cette  £galit6  par  2dt,  et  remplaqaut  3-5-  par  sa  valeur 
— y,  on  obtient  l’equation  differentielle 


2 vdv 

qui  donne  par  Integration 


— j.2  sds, 


= -9~  + c, 


puis,  en  remplaqant  s par  son  äquivalent  16, 

V*  = —gW*+C. 

On  dätcrmine  la  valeur  de  la  constante  C,  en  observant  que  pour 
0 = a on  a v = 0.  On  a donc  pour  le  carrd  de  la  vitesse  0, 

(2)  v*  = gH«*-0*). 

3.  Extrayons  la  raciue  carree,  en  remarquant  que  la  vitesse  t< 
augmente  lorsque  l’angle  6 diminue;  nous  obtenons  l’ägalite 
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ds 
dt 


/— — 5 “ ds  Id  ß 

ygl{a*  - fl*)  = r = — ^ , 


d’oü  nous  tirons 


dt 


_ dg 

— um  1 //  — <16  j//  c 

— Vgi(<**— fl*)  ~~ ' 3 ' y«s  — fl*  — V 9 ' 1 / 

V l~d* 


Integrant  et  se  rappelaut  que  pour  8 = o ou  a / = 0,  ou  trouve  que 

(3)  < = jAarc(COs=®). 

Cctte  formule  fournit  le  temps  que  iuct  lc  pcndulo  k se 
rapproeher  de  la  verticale  d’un  angle  egal  ä fl  — er. 

4.  Si  dans  cette  exprcssiou  ou  remplace  fl  par  — er,  ou  aura  le 
temps  que  mct  le  pcndule  i\  parcourir  l’amplitude  ArA'.  Puisque 

ß 

le  cosiuus  ~ devient  dans  cc  cas  egal  ä — 1 , le  plus  petit  arc  cor- 
respondant  est  ji,  uous  aurons 

(4) 


nV\ 


pour  la  duree  d’une  oscillatiou  entiere. 

5.  Si,  dans  les  fonnulcs  precedentes  (2)  et  (3),  on  remplace  g 
nH 

par  sa  valenr  ,^,a . tiree  de  cette  derniere  egalite,  ces  formules  de- 
viendront 


(•r>) 

(6) 

(7) 


nl  /-i 

v =— yf.*— «*, 

T ( «\ 

t=  arc  I cos  = - ) 
» \ «/ 


„ nt 

6 — n cos 
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XXXIII. 

Propridtd  trigonomdtrique  du  triangle  rectangle, 
avec  application  en  astrouomie  au  calcul  de 
ranomalie  vraie  en  valeur  de  l’anoinalie 
excentrique. 

Par 

Georges  Dostor. 


1.  Tlieorürne.  Daus  tout  triangle  ABC , rcctanglc  en 
A,  o n a 

tangqc-=“~*. 

oü  « designe  l’liypotenuse  et  b la  cöte  de  l’angle  droit 
qui  est  adjacent  l’augle  C. 

Nous  avons  dvidemnieut 


tang2 16' 
or  on  sait  quc 
<louc  il  vient 

(I) 


1 — cos  C a — «cos67 
2cos2  p,’  1 -f-  cos  C a -f  « cos  C 


a COS  C — b\ 


taug2  \C 


a — h 
a-\-b 


2.  Corollaire.  Nous  pouvons  inultiplior  par  a-f-4  les  deux 
termcs  de  la  fraction  precedimlc,  ce  qui  donue 


tang2|  6’  = 


o*  — 4*  _ c* 
(ä+A)»  ~ (a+4)*: 


24 


douc  on  a aussi 
•r.ii  li. 
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01) 


tan<;  IC  = 


3.  Soient  maintcmcut  AA'  lc  grande  axe,  C le  centre  et  O le 
foyer  de  droite  d’une  ellipse  plauetaire.  Supposons  que  le  ccntre  du 
soleil  occupc  lc  foyer  O. 

Prenons  ce  point  O pour  pöle  et  ponr  axe  polaire  une  droite 
QX,  qui  fait  avec  le  grand  axe  de  l’ellipse  et  au-dessous  du  sornnut 
de  droite  A un  angle  egal  ä u>. 

Admettous  que  la  plauete,  au  bout  d’ur.  terops  t.  occupe  la  Posi- 
tion Af  sur  son  orhite  clliptique.  I)u  point  AI  abaissons  sui  lc  grand 
axe  AA'  la  perpeudieulaire  AIP,  qui  reucontrc  cet  axe  eu  P et  eoupe 
eu  N la  eircoufercncc  decrite  sur  le  grand  axe  commc  diametre. 

Si  nous  tirous  les  deux  droites  OM  et  CA’,  l’augle  MOA  sera 
l’anomalie  vraie  de  la  plauete,  et  rangle  XCA  sera  l’anoinalie 
oxcentrique  de  .la  position  3/,  anomalie  que  nous  reßrfeseuterons 
par  n. 

Posous  le  ravou  vecteur  OM  = r,  l’angle  jiolaire  MOX  = (t, 

. . . CO 

l’abscissc  CP  = x,  le  grand  axe  AÄ  = 2a  et  l’exeentncite  CA  — *, 
de  sorte  que  CO  — c.  CA  — ac. 

II  s’agit  de  calculer  «-io  en  valeur  de  l’anomalie  excentrique ». 

Les  deux  trianglcs  rcctangles  CXP  et  OMP  uous  douueut 

CA'  — CP  a — x 
tang-  JA CA  = + — ,7+* 

MO  — OP  _ r — oe 
tang“ \MOA  - r+x-ae 

Maft  on  sait  que 

r = a — ex  \ 

par  consequeut  ou  a 


tang2  Ja  = 


« — x 


(l  -j-  x 

a — rx  — r-f-ac  __  (a — x)(l  -f-  e) 
tang  to)  u — <y-J- y — oe  (a-j-a)(l  c) 

donc  il  vient 

taug2  J(fl  — w)  = j _e  taug-  l«v 

et  par  suite 

1 T+ r 

(III)  tang  1(0-  eo)  = y j^tangl«, 

ce  qu’il  fallait  etablir. 

Paris  27  Fevrier  1877. 
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XXXIV. 

Ueber  Punktlinien  auf  krummen  Flächen. 


Von 

F.  Ho  za 

in  Königgräz. 


Dupin  untersuchte  die  Gestalt  jener  Schnittcurve,  welche  entsteht, 
wenn  man  eine  krumme  Fläche  durch  eine  zur  Berühruugsebene 
parallele  und  ihr  unendlich  nahe  Ebene  schneidet,  und  nannte  sie 
„Indicatricc.“  Unter  diesem  Namen  wird  noch  eine  andere  Curve 
Terstanden,  welche  auf  einer  KugelHäche  liegt,  die  mit  dem  Radius  1 
ans  dem  Coordiuatencentrum  beschrieben  wird.  Indicatrix  einer 
auf  gegebener  Fläche  liegenden  Curve  heisst  nämlich  jene  Linie  der 
Kugeltläche,  deren  Radien  parallel  sind  zu  den  entsprechenden  Flächcn- 
normalcn  der  gegebenen  Curve.  (Siehe  d.  Zeitschr.  59.  Teil.  3.  Heft. 
Seite  238  ff.  Iloppe  „Principien  der  Flächentheorie“).  Um  nun 
jeden  Doppelsinn  zu  vermeiden  soll  die  zuerst  genannte  Schnittcurve 
„Punktliuie“  heissen,  um  anzudeuten,  dass  dieselbe  wenigstens  in 
allen  Fällen,  wo  sie  geschlossen  erscheint,  unendlich  klein  gedacht 
werden  muss. 

Es  sei  eine  Fläche  gegeben  in  rechtwinkligen  Coordinaten  r,  y,  z 
als  Functionen  zweier  unabhängiger  Parameter  «,  v.  Jedem  Punkte 
m der  Fläche  entsprechen  bestimmte  Werte  von  u,  v.  und  jeder  durch 
diesen  Punkt  gezogenen  Curve  entspricht  ein  bestimmter  Wert  des 
Verhältnisses 


Seien  fc, , kt  solche  Werte  dieses  Verhältnisses,  welche  den  Ilaupt- 
schnitten  zukommen,  in  deuen  ein  Maximum  und  Minimum  der  Krüm- 
mung statffindet.  Ferner  seien  p,  p, , p»  die  entsprechenden  Werte 
der  Krümmungsradien  eines  Normalschnittes  und  beider  Ilauptscbnitte. 

24* 
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Bezeichnet  nun  9 den^  Winkel  zwischen  den  Richtungen  k,  £•,, 
so  lautet  der  Euler’sche  Satz 


1 cos*^  . sin-ft 

Q Qi  Qt 


(1) 


Wenn  n»  das  in  der  Richtung  I-  genoininene  Bogenelement  mm' 
des  Normalschnittes  « bedeutet,  so  muss 

8s~  — er«- 2/"ci»  Pr -)- 17?)",  (2) 

wo  c,  f,  g Fundanientalgrösscu  1.  Ordnung  sind. 

Nehmen  wir  die  Tangenten  der  Hauptschnitte  , /-,  zu  Coor- 
diuateuaxen,  und  heissen  £,  >/  Abscisse  und  Ordinate  von  »•',  so  muss 


= P*1!cos33', 

1 f — cvr^siu3#. 

Auch  ist  bekanntlich 

1 _ Echt*  + 2/  o«  3H-  G de- 
u f 5«-)-  ’J/cu  dv  -j-.'/ec"  ’ 


t») 


(4) 


wo  IC,  F,  G Fuudamcntalgrösseu  2.  Ordnung  bedeuten.  Durch  Sul>- 
stitution  der  Werte  aus  den  Gl.  (2),  i.3)  uud  (4)  in  die  Gl.  (1)  kommt 


wo 


42  , 5» 

Pi  Qi 


<5, 


6 = Ae»*  + 2/c«ce  + Gari!. 


(&) 

(6) 


Bedeutet  er  den  Couvergenzwinkel  des  Bogeuelemeutes  c«,  so 
bekommen  wir  aus  den  Gl.  (2),  (4)  uud  (G) 


1 ö 


p cwr 

und  weil 

e = Ör’ 

so  muss 

(3  = OS  CT. 

Das  Product  st  stellt,  die  doppelte  Länge  eines  Kreisevolventen- 
bogens dar,  welcher  durch  Abwickelung  des  Bogens  s,  dem  ein  Centri- 
winkel  / zugehört,  entsteht.  Daher  bedeutet  d zu  Folge  der  Gl.  (?>) 
die  doppelte  Entfernung  des  Punktes  m von  der  Berübrungsebeue 
iu  m.  Setzen  wir  6 constant,  so  liegeu  alle  Punkte  m in  einer  ebenen 
Curve  I',  die  er!  alten  wird,  wenn  man  die  gegebene  Fläche  parallel 

<5 

zur  Berührungsebene  iu  der  Entfernung  ,,  schneidet.  Folglich  stellt 

die  Gl.  (5)  die  gesuchte  Puuktlinic  dar,  und  es  gilt  der  Satz:  Die 
Punktlinie  ist  eine  Liuie  vom  2.  Grade. 
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Zu  demselben  Resultate  gelaugte  I)upiu  auf  einem  wesentlich 
verschiedenen  Wege.  Während  Dupin  die  Gleichung  seiner  Indicatrice 
aus  der  Taylor’scheu  Reihe  ableitete,  betrachten  wir  die  Punktlinie, 
wie  sie  die  Gl.  (5)  darstellt,  als  blosse  Interpretation  des  Eulcr’schen 
Satzes. 

Wir  wollen  noch  untersuchen,  wann  diese  Linie  ein  Kreis,  eine 
Ellipse.  Hyperbel  oder  ein  System  von  2 Geradeu  ist. 

Vor  allem  bemerkt  man,  dass  sie  niemals  eine  Parabel  sein 
kaun,  d.  h.  die  Punktliuic  hat  stets  ein  Centrum  uud  das 
ist  der  Berührungspunkt  m. 


Ihre  Axon  sind 
woraus 


a = y'dp, , h = i /dp,, 


n»  _ p, 
b*  ~ ps 


O) 


Die  Quadrate  ihrer  Axen  verhalten  sieh  wie  dio  ent- 
sprechenden Hauptkrdm  in  ungsradien. 

Die  Exceutricität  c ist  bestimmt  durch 


cs  = <J(p,  — ps). 

a)  Soll  die  I’uuktlinie  ein  Kreis  seit»,  so  muss 


daher  entweder 


c = 0, 

<5  =■  0 oder 


Oi  *=  P*- 

Entere  Bedingung  gibt  nach  Gl.  (4) 


d.  h.  m ist  der  gemeinsame  Inf  lex  io  ns  punkt  aller  Normal  - 
schnitte. 


Diese  Bedingung  ist  für  jeden  Punkt  einer  Ebene  erfüllt,  daher 
hat  jede  Ebene  nur  Kreispunkte. 

Der  zweiten  Bedingung  entspricht  jeder  Nabelpunkt,  daher  ist 
jeder  Nabelpunkt  einer  Flüche  ein  Kreispunkt.  Damit  m 

• , E F (l  1 

ein  Nabelpunkt  sei,  muss  bekanntlich  = . = = - 

« f 9 0 

b)  Soll  die  Punktliuic  eine  Ellipse  sein,  so  müssen  p,,  ps,  d das- 
selbe Vorzeichen  haben.  Nun  lehrt  aber  dio  Gl.  (7),  dass  6 stets  im 
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Vorzeichen  mit  p übereinstimmt.  Folglich  müssen  p„  p;,  p dasselbe 
Vorzeichen  haben,  was  jedenfalls  Statt  findet,  wenn  es  bei  p,  und  g, 

Statt  findet.  Da  — — die  Krümmung  der  Fläche  im  Punkte  m 
Qi  Qi 

darstellt,  so  gilt  der  Satz: 

Die  Punktlinie  ist  eine  Ellipse,  wenn  in  dem  betref- 
fenden Punkte  die  Fläche  positiv  gekrümmt  ist. 

c)  Betrachten  wir  nun  den  Fall  einer  negativen  Krümmung  der 
Fläche,  wenn  nämlich  p,,  p2  verschiedene  Vorzeichen  besitzen.  Es 
sei  z.  B.  pj  positiv  und  p2  negativ.  Bezeichnen  wir  der  besseren 
Deutlichkeit  wegen  letzteren  mit  — p2,  so  lautet  die  Gl.  (5) 


Pi  Qs 


Nun  kann  d positiv  oder  negativ  sein,  d.  h.  man  kann  die  Schnitt- 
ebene entweder  auf  der  einen  oder  auf  der  andern  Seite  der  Beruh- 
rungsebenc  führen. 

Ist  ö positiv,  so  muss  p ebenfalls  positiv  sein.  Daun  enthält  die 
Curve  n nur  solche  Punkte  m',  deren  Krümmung  auf  dem  ent- 
sprechenden Normalschnitte  positiv  ist. 

Setzen  wir  jedoch  ö negativ,  so  nimmt  Gl.  (5)  die  Form  an 


welche  nur  solche  Punkte  m'  repräsentirt , die  auf  ihrem  Normal- 
schnitte eine  negative  Krümmung  haben. 

Bei  negativer  Krümmung  der  Fläche  sind  also  2 Punkt- 
linien möglich;  beide  sind  Hyperbeln  mit  gemeinschaft- 
lichen Asymptoten  und  Axen,  liegen  jedoch  in  verschiedenen 
Winkeln  dieser  Asymptoten. 

Heissen  #,  und  #2  die  Neigungswinkel  dieser  Asymptoten  zur 
Abscissenaxc,  so  muss 

tß*‘  = )/^’  tg»a  = — |/g. 

woraus 

cos*#,  = cos2#,  — — j — und 
(fi-f-Ps 

sin*#,  = sin2#s  = ^* — . 

Pi  + Ps 
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Substituirt  inan  diese  Werte  in  die  Gl.  (1) 


so  kommt 


1 eos29-  sin2# 

P t'i  9i 

- =»  0,  p = * , d.  h. 
9 


Die  Asymptoten  boider  Punktlinion  bezeichnen  die  Rich- 
tungen, in  denen  der  Krümmungsradius  unendlich  gross  ist. 


Die  Asymptotcnrichtnngen  trennen  die  Punkte  mit  positiver  Nor- 
malschnittkrümmung von  jenen  negativer  Krümmung. 

Zu  Folge  der  Gl.  (G)  und  (7)  muss  für  die  Asymptotenrichtuugen 

E (na2-j-  2/’?«8e-{-  Gdv2  = 0. 

d)  Die  Punktlinie  gebt  über  in  ein  System  von  2 sich  schneiden- 
den Geraden,  wenn  d = 0;  ihre  Gleichungen  sind  hernach 


also  übereinstimmend  mit  den  Asymptotenrichtungen. 

Die  Sehnittebenc  ist  nnn  identisch  mit  der  Berüh- 
rungsebene  und  enthält  in  2 Richtungen,  deren  Winkol 
früher  bestimmt  wurden,  2 Gerade,  welche  die 
Fläche  osculiren. 


Enthält  eine  Fläche  2 durch  m gehendo  Gerade,  so  bilden  dieso 
die  Punktlinie  von  m. 

e)  Endlich  kann  die  Puuktlinie  aus  2 parallelen  Geraden  bestehen. 
Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  entweder 

p,  = x , wo  dann  rj  = 4;  V<5p;>,  oder 

es  = c°,  « » ^ = ± Vdp, 

die  beiden  Geraden  darstellt. 


Wenn  also  einer  der  Hauptschn itte  imPunkte  m einen 
Inflexionspunkt  besitzt,  so  geht  die  Punktliuic  über  in 
2 mit  der  Tangente  dieses  Hauptschnittes  parallele  Ge- 
rade. 

Dasselbe  findet  Statt  in  jedem  Punkte  einer  in  der  Fläche  lie- 
genden Geraden. 

Königgräz,  am  18.  März  1877. 
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XXXV. 

# 

Nachträge  zur  Curvcn-  und  Flächentheorie. 


Von 

R.  Hoppe. 

0 

A. 

Bewegung  der  drei  begleitenden  Ebenen  und  der 
Spiralen  basisch  ene. 

In  meiner  Curventheorie  (T,  LVI.  p.  45.)  habe  ich  die  Bewegung 
der  Normalebene  zur  Herleitung  der  BestimmungsstUckc  der  Curvcn, 
daun  besonders  (p.  G8.)  die  der  Binormale  und  Hauptnormale  berech- 
net, die  der  übrigen  begleitenden  Ebenen  hingegen  übergangen,  weil 
die  Methode  hinreichend  erörtert  war,  und  nur  anderweit  bekannte 
Elemente  daraus  gefunden  werden.  Um  einiger  Beobachtungen  willen 
gehe  ich  noch  einmal  auf  die  Bewegung  jener  3 Ebenen  ein  und 
nehme  überdies  eine  vierte  hinzu,  durch  deren  Betrachtung  eiu  ge- 
wisses geschlossenes  System  erst  ergänzt  wird. 

Durch  t,  t>,  <r,  A,  s waren,  wie  auch  hier  geschehen  soll,  der 
Krümmuugs-  und  Torsionswinkel,  der  Torsionsbogen,  die  Krttmmungs- 
breite  und  der  Bogen,  und  es  war  die  Differentiation  nach  r durch 
Striche  bezeichnet;  ferner  bedeuteten 

/,  g,  h,  die  Richtungscosinus  der  Tangente, 

/',  g\  h'  „ „ „ Ilauptnormale, 

l,  m,  n ,,  „ „ Binormale 

gegen  die  Axen  der  r,  y,  z,  in  dem  Sinne,  wo  die  Determinante  des 
so  geordneten  Systems  = -(- 1 ist.  Von  deu  auf  die  3 Axen  bezüg- 
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liehen  Grössen  war  und  ist  es  meist  nur  nötig  eine  anzugeben,  so 
dass  eine  auf  die  x Axe  bezügliche  Gleichung  immer  3 Gleichungen 
vertritt.  Statt  der  in  Anwendung  kommenden  Formeln  kann  die  Be- 
rechnung der  Bewegung  der  Normalebeuc  vorausgeschickt  werden,  in 
welcher  mau  die  eingeführten  Buchstaben  zu  weiterer  Anwendung  nur 
als  allgemeine  Grössenzeichen  zu  betrachten  braucht,  die  in  jedem 
neuen  Falle  ihre  neue  Bedeutung  erhalten. 


1.  Bewegung  der  Normalcbene. 
Man  suche  zuerst  den  Drehungswiukel 

t=  f Ydf*  + 


» 


(1) 


dann  die  Richtungscosinus  der  Coincideuzlinie  oder  momentanen 
Rotationsaxe 

dg  | 

0 0T  ! 


i ’ 


8h  j 
er 


und  die  Coordinateu  ihres  Ausgangspunkts 

0s  Bf/  0*.  dg  , dz\ 

x°  = *+  Sr  K (/& + ° Ss  + h 8s) 
dann  den  Drehuugswinkcl  der  Coincideuzlinie 

9 


‘8l8  r 

07 


-r 

und  ihren  Drehpunktsabstand  vom  Punkte  (x0g0z0) 
8l  8x„  -f-  8m  8gn  -j-  cn  8z0  \ 

0Ö*  f 

d/dxu  -|-  8g  8 ga  + 0Ä  P~“o  ( 
Stoff  ; 


(2) 


(3) 


(4) 


(3) 


Die  Coordinaten  des  Coincideuzpunkts  werden 

xi  — *o+r*  (6) 

Dieser  ist  zugleich  Ausgangspunkt  der  momentanen  Rotationsaxe  der 
Coincidenzlinie,  deren  Richtung3cosinus  f , g,  h sind. 

Hiermit  sind  die  Formeln  für  die  Bewegung  jeder  Ebene  aufgc- 
stellt.  Bei  der  Normalebene  treten  /,  g,  h,  l,  m,  n,  r,  9 iu  ihre  be- 
kannte Bedeutung,  und  man  hat: 
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*0  = *+*7';  r = 0) 

*1  = x +«'/■+ 1^/  (8) 

Die  Normalebenc  rotirt  also  momentan  um  die  Krümmungsaxe,  und 
deren  Coineidenzpuukt  begrenzt  auf  ihr  vom  Krümmungsmittelpunkt 
aus  eine  Strecke  gleich  der  Derivation  des  Krümmungsradius  nach 
dem  Torsionswinkel. 

2.  Bewegung  der  Sch micgungsebenc. 

Ihre  Richtuugscosiuus  sind  l,  m,  n,  deren  Differentiale 
dl  = — f d& 

daher  9 ihr  Drehuugswinkcl, 

| t I 

, m 9 ! _ - 
|n  A'  I ' 

die  Richtuugscosiuus  der  Coincidenzlinie, 

x + d&  d&  (V+mj-f-wÄ)  “=  x 

die  Coordinaten  ihres  Ausgangspunkts,  also  die  Tangente  selbst  Coin- 
cideuzlinie.  Hiermit  sind  die  weiteren  Fragen  erledigt. 

Die  Schmiegungsebene  rotirt  momentan  um  die  Tangente,  deren 
Coincidenzpunkt  der  laufende  Punkt  der  Curve  ist. 


3.  Bewegung  der  rectificirendcn  Ebene. 

Ihre  Richtuugscosiuus  sind  /',  g',  h\  deren  Differentiale 

9/'=  (Zsin  A — fcosh)8a 

daher  ist  ß ihr  Drchungswinkel, 

q'  m sin  A — q cos  A ’ . , , . 

, : , = /sin  A 4-  b cos  A 

h «sinA — ZicosA  1 

die  Richtungscosinus  der  Coincidenzlinie, 

* + Sa  Sa  77+ffV+A'Ä)  - * 


die  Coordinaten  ihres  Ausgangspunkts.  Die  Differentiale  jener  Rich- 
tungscosinus sind: 

Sf/sinA+JcosA)  = (/cosA — ZsinA)öA  (11) 
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daher  ist  A der  Drehuugswinkel  der  Coincidcnzlinic.  Ihr  Drehpunkts- 
abstand vom  Ausgangspunkte  ist 

d/'dx -f- cg' dg -f -8h' 8z  _ 8s 

rack  8k 

also  die  Coordinaten  des  Drehpunkts 

8s 

ar,  = x — cos  k { /‘sin  k -f- 1 cos  A)  (13) 

Demnach  rotirt  die  rectificirende  Ebene  momentan  um  eine  Ge- 
rade, dio  durch  den  laufenden  Tunkt  der  Curve  geht  und  mit  der 
Biuorinale  nach  der  Tangente  hin  einen  Winkel  gleich  der  Krüm- 
mungsbreite bildet,  und  deren  Coincideuzpunkt  begrenzt  auf  ihr  eine 
Strecke  gleich  dem  negativen  Diffcrcntialquotienten  des  Bogens  nach 
der  Krümmungsbreite  multiplicirt  mit  deren  Cosinus. 

Die  so  bestimmte  momentane  Rotationsaxe  der  rectificireuden 
Ebene  heisst  die  rectiticirende  Gerade.  Sie  hat  gleiche  Richtung  mit 
der  Spiralenaxe.  Es  kommen  ihr  Eigenschaften  zu,  die  sie  den  3 
begleitenden  Axen  als  coordinirt  erscheinen  lassen.  Ebenso  wollen 
wir  nun  die  auf  ihr  normal  durch  den  Punkt  (ryz)  gehende  Spiraleu- 
basisebenc  als  coordinirt  den  3 begleitenden  Ebenen  betrachten. 


4.  Bewegung  der  Spiralenbasisobene. 


Ihre  Richtungscosinus  (10)  und  deren  Differentiale  (11)  sind  aus 
dem  Vorigen  bekannt,  es  folgt,  dass  k ihr  Drehuugswinkel  ist.  Die 
Richtungscosinus  der  Coincidcnzlinic  sind 


g sin  k + m cos  k 
h sin  k -j-  n cos  A 


#cosA — »»sin  A 
/icos  A — »siuA 


= /' 


die  Coordinaten  ihres  Ausgangspunkts 
8s 

x -(-  g^(/cos  A — / sin  A)  { (/sin  A -f- 1 cos  A)/-f-  {g  sin  A -f-  m cos  k)g 

8s 

-{-(Asin  A+ncosA)A}  =■=  a:-f-g^sinA(/cosA — JsinA)  (14) 


Die  Differentiale  ihrer  Richtungscosinus  sind  aus  (9)  bekannt,  dem- 
zufolge a ihr  Drekungswinkcl  ist.  Die  Differentiale  der  Coordinaten 
des  Ausgangspunkts  sind 


(•+. 


8s  . 

■ . sm  A ( 


\ 


daher  wird  der  Drehpunktsabstand  vom  Ausgangspunkte 
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und  die  Coordinaten  des  Coincidenzpunkts 

3 0 I gr  sin-A  I 

a;j  = x -f-  0^  sin  A ( /'cos  A -- 1 sin  A)  -| — f'  (16) 

Die  Spiralenbasiscbene  rotirt  also  momentan  um  eine  Gerade, 
die  in  der  Richtung  der  Hauptnormale  durch  den  Punkt  (14)  geht. 
Von  diesem  aus  schneidet  deren  Coincidcnzpunkt  die  Strecke  (15)  ab. 


Es  hat  sich  ergeben,  dass  r,  9,  a,  A in  ihrer  Reihenfolge  die 
Drehungswinkel  der  4 betrachteten  Ebenen,  9,  t,  A,  a die  ihrer  Coin- 
cideuzliuicn  darstelleu.  Dieser  Umstand  zeigt  eine  Reciprocität , die 
zwischen  der  rectificirenden  und  Spiralenbasisebene  ebenso  statftindet. 
wie  zwischen  der  Normal-  und  Schmiegungsebene,  eine  Reciprocität 
jedoch,  die  mit  der  Beziehung  der  bewegten  Ebenen  zur  Curvo  nichts 
zu  tun  hat,  vielmehr  aus  der  allgemeinen  Kinematik  der  Ebene  her- 
vorgeht, wie  aus  den  unter  1.  aufgeführten  Formeln  ersichtlich  ist, 
die  zeigen,  dass  die  momentane  Rotatiousaxe  der  momentanen  Rota- 
tiousaxe  die  Richtung  der  Normale  der  ursprünglichen  Ebene,  folglich 
auch  gleichen  Drehuugswinkel  hat.  Die  Beobachtungen,  auf  die  es 
hier  aukam,  sind:  1)  dass  die  genannten  4 Grössen,  der  Krümmungs- 
und Torsiouswinkel,  der  Torsionsbogen  und  die  Krümmungsbreite, 
Grössen  auf  welche  die  Untersuchung  der  allgemeinen  Natur  der 
Curven  notwendig  gleich  anfangs  geführt  wird,  die  aber  anfänglich 
in  verschiedener  Weise  auftreten,  eine  cooordinirt  entsprechende  geo- 
metrische Bedeutung,  sämmtlich  als  Drehuugswinkel,  haben-,  2)  dass 
die  3 Hauptrichtungen,  der  Tangente,  Binormale  und  Ilauptuomiale, 
durch  eine  vierte,  die  der  Spiralenaxo  oder  rectificirenden  Geraden, 
zu  einem  geschlossenen  System  ergänzt  werden. 

B. 

Begleitende  Curven. 

Auch  die  in  §.  11.  der  Curvcnthcorie  behandelte  Aufgabe  finde 
ich  Anlass  noch  einmal  aufzunehmen,  teils  um  eine  grössere  Ueber- 
sichtlichkeit  in  dem  mannich faltigen  Stoffe  herzustellen,  teils  um  einige 
neue  Betrachtungen  damit  zu  verbinden. 
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Eiuo  die  Curve  * begleitende  Curve  wird  erzeugt  durch  einen 
Punkt  (x, y,  r, ) bestimmt  durch 

a1!  = + >•/"  (1) 

wo  />,</,  r von  der  Stellung  der  Coordinateuaxen  unabhängig  sind. 
Die  gleichnamigen  Bestimmungsgrössen  beider  Curven  sollen  mit  den- 
selben liuchstabcn  bezeichnet  und  die  der  Curve  »,  durch  den  Index 
1 unterschieden  werden. 

Wir  kuUpfen  die  Betrachtung  an  die  Stellung  der  Tangente  der 
Begleitenden  an,  der  wir  nur  die  im  Vorigen  ermittelten  4 Uaupt- 
richtuugen  erteilen.  Um  ihre  Lage  ganz  zu  bestimmen,  seien  p,  •« 
die  Polarcoordinaten  ihres  Ausgangspunkts  (x0y0zo)  >u  der  normal  zu 
ihr  durch  den  Punkt  (xyz)  gelegten  Ebene,  letztem  als  Centrum,  die 
Biuormalc  der  Begleitenden  als  Anfaugsrichtung  der  p betrachtet,  so 
dass 

ro  = x-j-pt^cosp-f-Z/sinf»)  (2) 

wird.  Dieser  Ausgangspunkt  hat  dann  die  Bedingung  zu  erfüllen, 
dass  die  durch  ihn  bestimmte  Gerade  einen  Coincidcnzpnnkt  hat,  ans- 
gedrückt durch 


A 

a; 

<ro ! 

3i 

9i 

ßyr, 

hi 

V 

5*0 1 

Differeutiirt  man  Gl.  (-),  so  kommt: 

ex„  = fr*  — /,  p sin  p er,  +/,  J 8 (pcos  p)  -}-  p sin  p 8»t  | 

/,  ’ |3(psiup)  — p cos  pefr,  | 

Führt  man  diesen  Wert  ein  und  bezeichnet  durch  v den  Winkel 
zwischen  der  Tangente  der  Urcurve  und  der  Biuormalo  der  Beglei- 
tenden, so  dass 

cos  v = flx  -j-ym,  -f-  An,  (3) 

wird,  so  erhält  man: 

cos  v 8*  -j- 1 8 (p  cos  p ) -(-  p sin  u j — 0 (4 ) 

und  nach  Integration: 

p «=  — f/ts'ictp— &i)J  cos  v8*  c Otoicta,— /’)  (f>) 

wo  c die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet.  Dem- 
nach kann  die  Bedingung  der  Einhüllbarkcit  der  bewegten  Geraden 
immer  durch  den  Radiusvector  p erfüllt  werden,  dessen  Wert  über- 
dies eine  willkürliche  Constante  enthält 

Der  Abstaud  des  Coincidenzpuukts  (x,  y,  :x)  vom  Ausgangspunkt 
>st 
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3/j  3*0  + 3.7t  Syn  + Sh , 0zn 


Sa 


WO 


, p cos  fi  3^, — 0 (p  sin  fi) 

_-g-COSX+  3ri 

cosx  = /'//+77/~MV 


tgf‘ 


(6) 
(7) 

sie  zu 


gesetzt  ist.  Multiplicirt  man  die  Gl.  (4)  mit  und  addirt  si 
(6),  so  kommt: 

3«  . , P ?(&,—  f*)  ,s. 

7t  (COS  vtg fl  — COSX)+ b (ö) 

OTj  p r ' COS  fl  OTt 

und  der  laufende  Punkt  der  Begleitenden  «,  hat  nun  die  Coordinaten: 
,Jti  = *+ 71  fi  + 9 (li  cos  fi  -f/i'sin  fi)  (9) 


Die  Identificirung  derselben  mit  (1)  lässt  sich  leichter  in  jedem  Falle 
einzeln  vollziehen.  Um  der  häutigen  Anwendung  willen  notiren  wir 
noch  die  durch  Differentiation  von  (1)  bervorgehunde  Gleichung: 

/,  0Uj  = /" (pä  — j-  ?/>  — r0t)-f-/(0g-)-r09')-j-/1'(0r-f-p0T  — qd&)  (10) 

Wird  nachher  f,  linear  in  f,  l,  f'  dargestellt,  so  müssen  die  Coeffi- 
cienten  der  3 Grössen  auf  beiden  Seiten  gleich  sein.  Da  alsdann 
zwischen  p,  q,  r,  s,  nur  3 Relationen  bestehen,  so  bleibt  eine  der  4 
Grössen  unbestimmt.  Ist  dies  p,  q oder  r,  so  vertritt  sie  die  Stelle 
der  disponibel  Grösse  p.  Statt  dessen  kanu  man  auch  s,  als  dispo- 
nibel betrachten,  und  es  zeigt  sich,  dass  die  Wahl  der  Dimensionen 
der  Begleitenden  einerseits,  und  die  Wahl  der  Richtung,  nach  welcher 
man  ihre  Tangente  verschiebt,  andrerseits  einander  vertreten  können. 


1.  Tangential  begleitende  Curven. 

Hat  die  Taugeute  der  Begleitenden  die  Richtung  der  Tangente 
der  Urcurve,  so  sind  die  Grössen  r,  &,  a,  A,  f,  /’,  l,  überhaupt  alle 
dimensiouslosen  Stücke,  beiden  Curven  gemeinsam,  mithin  uur  die 
durch  0*  repräsentirten  Dimensionen  abweichend. 

Hier  verschwiudcn  cosv  und  cosx,  der  Integral -Factor  von  p 
geht  in  eine  Constaute  c über,  und  man  findet: 

p = ccrt«v^,u-»)  n = - P-  — (11) 

v ’ cos  fi  er 

Die  Gleichung  der  Begleitenden,  die  wir  für  diesen  Fall  tangential 
begleitend  neunen,  ist  also: 
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t,  = *+p  | +lco*n  +/'  sin  p | (12) 

Ihre  Differentialgleichung  (10)  wird  erfüllt  durch 
8«,  — 0«-f-0/j  — r0r  1 


0 = 05~(-  r0&  > 

0 ■=-  dr-\-j>d l — qd9  ' 

(13) 

woraus: 

'-5J.  >—(.+&) 

(14) 

•* = *+*'  (2+I^)  +J'%dJ 

(15) 

*i  =*  + f9'  (<l  + ^)+lV—f'll 

(16) 

und  in  Vergleichung  mit  (12): 

. _ 91o82  9 

S9  ’ **  COS  p 

(17) 

p =*  7i]  q = p cos  u ; r = p sin  p 

(18) 

daher 

p 0(O-P)  /•  . 

«1  = < t *'  * ' - — / pSlUjUCT 

1 1 COS  U CT  J 

(19) 

Zwei  Fälle  bieten  sich  der  Specialbetrachtung  dar:  wo  p propor- 
tional 9,  und  wo  q ganze  Fuuction  von  9 ist.  Sei  zuerst 

f t = «£>  (20) 

daun  wird 

p = c(cos«t>)1_°;  n = c(l  — a)(cosa9)~a9'  (21) 

also 

*i  ==  *-f-e(l — a)9'lcosa9)~a  —c  f(cosa9)i~asina9dT  \ 

, /»'(l  — ol  + cossn»f/-f/"tgn»)  l (22) 

2*.  X “T“C  , \ 

1 ‘ (cosmt)“  ' 

Sei  ferner 

q =»  q>(9)  ganze  Function  tten  Grades.  (23) 

Daun  wird 

*i  = ,_f-a'j<p(&)-f  <p"(^)}-f  J<p’(9)dr  1 

»i  = *+/t>'|<K»)4V^)|+W»)-/VG>)  f {‘ ’ 

Da  nnn  <1  einen  willkürlichen  Anfang  hat,  mithin  #-{-«  dafür  ge- 
schrieben werden  kann,  so  stellen  die  Gleichungen  eine  stetige  Schar 
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Begleitender  von  x dar.  Durch  Substitution  \ on  e für  0 gehe 
die  Curve  in  die  Curve  *2  über.  Setzt  inan  daun 

<Po('V  — <?(&  + “)  — <p(#)  (25) 

so  wird 

«s  = •si  + &'!<)[,u(^)+ W'(^)H-/<p0'(^)^  \ .0fi. 

Xe  = ifi+/'^'|T(,(»)  + <Po"(&)H-^'ro(^)— /Vo'(9)  i 

und  zwar  ist  <p0(f>)  (k — l)ten  Grades.  Nennt  mau  also  die  Curve 
für  q = q>(&)  eine  tangeutial  begleitende  Her  Orduuug,  so  ergiebt 
sieh,  dass  die  zur  seihen  Schar  Ater  Ordnung  gehörigeu  Curven  unter 
sich  tangential  begleitende  (Ic  — 1 ) ter  Ordnung  sind. 


Einfachste  Fälle, 

a)  Parallele  Curven. 

Der  einfachste  Fall  der  Annahme  (20)  ist  a *=  1;  hier  wird 

p — 9\  p = c;  Tz  = 0 (27) 

*i  = *--e/sinOor  (2$) 

a-j  = x-f-r(/cos0-f-/'sinO)  (20) 

Wegen  n = 0 ist  die  Ebene  der  pu  zugleich  Normalebenc  beider 
Curven,  folglich  p ihr  normaler  Abstand.  Soferu  dieser  constant  ist, 
heissen  die  Curven  parallel. 


b)  Tangcutlal-begleitende  0.  Ordnung. 

Sei  q — l>  constant;  daun  gehen  die  Gl.  (15)  (16)  über  in 

Äj  = 


x+b{l+f&')  = x-\-b 


l cos  A -{- ysin  A) 
cosl 


m 

(31) 


Der  laufende  Punkt  der  Begleitenden  liegt  also  auf  der  rectificirenden 
Geraden,  und  zwar  ist  er  deren  Durchschnitt  mit  einer  Parallele  der 
Tangente  im  Abstand  b von  letzterer.  Nach  (17)  ist  hier  p = 0\ 

p = *. 


c)  Tan 'reut  ial-begleitcnde  1.  Ordnung. 
Sei  q — b&\  dann  wird 

»i  - •+*(*+&*')  \ 

x,  - x+biHf&'+l)  — bf  f 
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Die  Curven,  welche  hieraus  bei  variirendem  Anfang  der  9 hervor- 
gehen,  stehen  unter  sich  in  der  Relation  b). 

Die  tangential  begleitenden  Curven  bieten  offenbar  keine  Frage 
der  Inversion  dar,  da  ihre  Beziehung  zur  Ureurvc  eine  gegenseitige  ist. 


2.  Binormal  begleitende  Curven. 

Hat  die  Tangente  der  Begleitenden  die  Richtung  der  Biuormale 
der  Urcurve,  so  sind  die  inneren  Beziehungen: 


*i  “ ^ 5 — *!  ®i  — 0 1 Aj  ■=■  A — R ^ 

fi-h  k — f\  //-/'  j 

Demnach  wird  hier  nach  (3)  (7) 

cos  v = 1 ; cos  x = 0 

und  man  tiudet: 

c— , 

P — /<).* cos«  cf1*“0' 

COS  fl  J r 

d*  . p 8(p  — t) 

n d9  nfl  1 cos p $9 

Der  laufende  Punkt  der  Begleitenden  hat  die  Coordinaten: 

ar,  = x — /pcoSf«-}-/jr4-/''psinfi 


Dies  verglichen  mit  (1)  giebt: 

— pcosfi;  q 


r = psm  p 


Die  Differentialgleichung  (10)  wird  erfüllt  durch 

0 =■  -dp  — r0t 
rd9 

0 — 0r-}-/)0t-(-<iP^ 

woraus: 


8(«+f») 

0t 

1 (0*(»+p) 

9’ 


i (0s(*4-/>) 
9'  \ 0t* 


1 = a>  i ~ä.l  + P 


) 


i^y-'+p ; +/9'c(e+P) 


r,  — x + fp  + A, 


t > 0*(*-}~7))  \ , 0(*+p) 


+ P +/' 


9'  I 0t* 

und  um  den  Bogen  auch  in  p darzustellen: 

*,  «■»  n -j-  / p sin  p d9 


et 


(33) 


(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 


ss 
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Die  Inversion  ist  bei  den  inueru  Beziehungen  (33)  unmittelbar 
vorliegend;  abgesehen  von  den  Vorzeichen  sind  sie  reciprok.  In 
Betreff  der  Dimensionen  hängt  sie  davon  ab,  ob  und  wie  « in  p ent- 
halten ist.  Betrachten  wir  nur  die  Fälle,  wo  p und  wo  *-(-p  Func- 
tion von  r ist,  so  ist  im  ersten  die  Gl.  (39)  in  der  Form 


ß/ 

89 


+ fs'89 


1 ß^p 
W ßr* 


P 

9' 


~/9'8p 


oder,  nach  9 = — r,  differentiirt,  in  der  Form 

ßV  . , , ß*  ßp  ß p ßp 

~d9*  +*  —~gi  ~ d9*  Sr~89  9'  ~ ßr 


zu  integriren.  Dies  giebt: 

* = ccos(y — 9)  — ^-{-cosO  / (*/sin&ß^ — pcosdßr) 

— sin#  / («t'cosOßd-f-psin&ßr) 
oder,  ganz  auf  «j  bezogen: 

B ) 

s — c cos  (t,  -f  - y)  — -f-  cos  tj  / (*j ' sin  rt  ßr,  — p cos  r,  ßd, ) 

— siur,  /(«,'cosrjßr,  +psinr,  ßd,) 
und  die  Gleichung  der  inversen  Curve  lautet: 


Im  zweiten  Falle  hat  mau  unmittelbar: 


* ■=— *o+~  ^ +*+p+/^  ß(*+/') 


oder 


_ *i  ■ 3*(«+J>) 
fr/"*"  ß&,* 

und  nach  Einsetzung  in  (40) : 


+ 8+P+^f 


ß(«-fp) 


(42) 


(43) 


(44) 


(45) 


*=*i—  f\ 


-h 


( »l  | o*(«+p) . i r^(*+p)\ 
Ui'"1-  / »x  i 


,ß(«+p) 

h ß»! 


(46) 


Im  ersten  Falle  enthält  *'  zwei  willkürliche  Constante  c,  y.  Be- 
trachtet man  eine  Curve  *0,  für  welche  c = c0,  y = 0 ist,  als  Beglei- 
tende von  *,  so  ergiebt  sich: 
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»0‘  = *'-j-e0cosO — ccos(y — 9) 

t0  — x-\ -l  Jc0sinö-|-csiu(y — 0)|  -f-/'{ecos(y — 9) — c0  cosO| 


Setzt  man 
so  wird 


c0 — ecosy  = nsina ; csiuy  = acos« 
a-0  = a:  — |—  alcoä(9  — o)  -f-  af'  siu(0 — a) 


nnd  es  zeigt  sich  nach  (29),  dass  die  Curven  * und  *0  einander  parallel 
sind.  Dies  Resultat  ist  allein  dadurch  bedingt,  dass  p unabhängig 
von  * ist  Da  non  p den  Abstand  des  Punkts  {syz)  von  der  Schmie- 
gungsebene der  Curve  #,  ausdrückt,  so  lässt  sich  der  Satz  aufstellen: 

Alle  Curven,  welche  dieselbe  Binormal  - begleitende  haben,  sind 
einander  parallel,  wenn  der  Abstand  ihres  laufenden  Punkts  vou  der 
Schmiegungsebene  jener  Begleitenden  vou  den  Dimensionen  unab- 
hängig ist. 


Einfachste  Fälle. 


a)  Einhüllende  der  KrUmmungsaxe. 


Sei  p = 0;  dauu  wird 


*1 = 

(47) 

x>  = 

(48) 

g — R;  9 = •’ 

Der  Ausgangspunkt  der  cingehüllten  Geraden  ist  hier  der  Krümmungs- 
mittclpunkt,  sie  selbst  also  die  KrUmmungsaxe.  Die  Inversion  ergiebt: 


»’  = ccosfTj-f-yl  + cost,/  »j'sinTjör,  — sin  *,/  »j'cosr,  8r, 
, ?«'  ,,, 


(49) 


das  ist  eine  doppelt  unendliche  Schar  paralleler  Curven,  binonnal  be- 
gleitende von 


b)  Reclproke  Blnorraal-begleitende  0.  Ordnung. 

Sei  = dann  wird 


8 

*,  = * — (/■+<(*)*“  * — (/sin  k -f  l cos  k)  gi*  k 


(50) 

(51) 


85* 
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uud  umgekehrt  nach  (45)  (46) 


Die  Beziehung  beider  Curven  ist  also,  abgesehen  von  gewissen  Vor- 
zeichen, reciprok.  Diese  Begleitende  ist  leicht  zu  construiren.  Man 
schneide  auf  der  negativen  Seite  der  Tangente  vom  Berührungspunkt 
aus  den  Bogen  ab  und  errichte  im  Endpunkt  ein  Lot  auf  der  Tan- 
gente, welches  dann  die  rectifieirendc  Gerade  im  laufenden  Tunkte 
der  Begleitenden  schneidet. 

Da  der  Bogen  einen  willkürlichen  Anfang  hat,  so  stellt  die  Glei- 
chung der  Begleitenden  eine  stetige  Schar  von  Curven  dar.  Ist  daun 
*g  eine  zweite  aus  der  Schar,  die  mau  durch  Substitution  von  *-j-o 
für  s erhält,  so  ist 

a-g  = x,  — + = ri  + “(*i+/i#i') 

Dies  verglichen  mit  (31)  zeigt,  dass  die  verschiedenen  reciproken 
Binormal- begleitenden  0.  Orduuug  unter  sich  Tangential- begleitende 
U.  Ordnung  sind. 

c)  Reciproke  Binormal-beglcitendc  1.  Ordnung. 


Sei  p-|-«  = er;  dann  wird 


rSr-j-'OSO  s 

(54) 

xi  = x+(cx  — s)  (/+^)  + c/' 

(55) 

und  umgekehrt 

Tj  3r,  + 0x9-,  . S, 

*~c  59t  +0,' 

(56) 

X = X,— («!+«,)  —cf,' 

(57) 

Die  Beziehung  ist  reciprok.  Die  2 willkürlichen  Constanten  in  » nnd  r 
verschmelzen  zu  einer,  bei  deren  Variation  Curven  entstehen,  unter 
sich  in  derselben  Beziehung  wie  beim  vorigen  Falle. 

Die  Reciprocität.  würde  aufhören,  wenn  p-\-s  höhere  Poteuzeu 
von  r enthielte. 
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d)  Parallele  mit  der  Einhüllenden  der  Krümmungsaxe. 

Sei  p = c cos  r ; dann  wird 

= g“  — c/ sinT0»+/*'3&  (&8) 

dsf 

x1  — a;-}-c/cosT-|-£0^-|-/,(®, — csint)  (59) 

und  umgekehrt 

*'  «=  ccos  (t,  -f  y)  + cos  t,  / («j'+  c sin»i ) sin  t,  0r, 

— sin  t, /(»,'+ csiuOj)  cos  tj  0r,  (60) 

x = a-,4-  ft  g*  + ef,cos»,—  /»'(*'— csinO,)  (61) 

Schreibt  man  Gl.  (59)  wie  folgt 

a-j  = -(-  c (/cos  t — /'  sin  r) 

ar.  = x-\-l^g-\-f's' 

so  ist  die  Curvc  die  Einhüllende  der  Krümmungsaxe  von  *,  daher 
f — — W\  f>m=  fi  i T = 

so  dass 

a:,  = a-j  — c(/2COS»ä-f/2,8in^*) 

eine  Parallele  mit  *s  darstellt.  Demnach  ist  «1  eine  Parallele  mit  der 
Einhüllenden  der  Krümmungsaxe  von  *. 


e)  Parallele  mit  der  Binormal-beglcltenden  0.  Ordnung. 

Sei  p-\-e  = c cos r ; dann  wird 


#,  = — — c/siar89 

ls  , . 

x1  = x-j-/(c cost  — «)  — gi — cf  smr 
und  umgekehrt 

«,  — cf  sinO  0r, 

, . . . /c/sinO^r, — ».  . „ \ 

* - *i4-/.(c/sind10rJ-Ä1)  + ;1  ’+ccosO.J 

4-c/1'sinO, 

Schreibt  man  Gl.  (63)  wie  folgt 


(62) 

(63) 

(64) 

(65) 
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ar,  =*  xt-\-c(f  co&z — /'sin  r) 


so  zeigt  sich,  dass  eine  Parallele  mit  der  reciproken  Binormal- 
begleitenden  0.  Ordnung  von  * ist 

3.  Hauptnormal  begleitende  Curven. 

Hat  die  Tangente  der  Begleitenden  die  Richtung  der  Haupt- 
normale  der  Urcurve,  so  sind  die  inneren  Beziehungen: 

*1  = 0;  #1  = A;  SA1;  tgA,  = Sg 

_/j  —f'i  ?j  = ?cosA-j-/sinA;  // = IsinA  — /cos  A 

und  umgekehrt: 

Sr  = Stj  cos  9j  ; d&  — dr,  sin  ; 0 = r, ; A = d,  ) 

/=  Z,sin#,  — /i'cosd, ; l = /,eostl, -f/,'sin#,;  /’  = /,  * 

Die  Binormale  der  Begleitenden  hat  also  die  Richtung  der  Spiralenaxe 
der  Urcurve,  ihre  Hauptuormale  ist  das  Lot  auf  dieser  in  der  recti- 
ficirenden  Ebene,  ihr  Krümmungs-  und  Torsionswinkel  sind  Torsions- 
bogen und  Krümmuugsbreite  der  Urcurve. 

Da  hier  nach  (3)  (7) 

cosv  = sinA;  cos  x = — cosA 

ist,  so  gehen  die  Gl.  (5)  (8)  über  in 

e-ftg.udh  \ 

q — — /slnAcosuS*.e-ft8uW  } 

* cos  ft  j r r 

S*  cos(A — ft)  . p S(A — ft)  l 

n = da  cos  ft  'cos  ft  da  / 

Die  Gleichung  der  Begleitenden  wird 

*i  = x-fp  { /* sin ( A — ft)-|- /cos (A  — ft)j 

Dies  verglichen  mit  (1)  giebt: 

p = psin(A  — ft)  5 <2  = pcos(A  — ft);  r—n 

Die  Differentialgleichung  (10)  wird  erfüllt  durch 
0 Sä dp — rSr  , 

• 0 = S<2  — |-  rSd  | 

8«,  = Sr-j-pSr — qd&  ' 


(68) 

(69) 

(70) 

(71) 
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woraus: 

Sq  f'dqdt 

r“-a»;  -Sä~ 

*>  _i-(,+y®?)/+,;-?|/’ 

and  in  p,  p.  « dargestellt 

*,  = n — / psinpöo 

Die  Inversion  ergiebt,  wofern  q unabhängig  von  * ist: 
x ” xi  + 8in V,  fx1  + iil^  + /cot^i^8in^i  — 5C0S<M 

— •//((*+  / cot  d,  cq)  cos  d,  -f-  q sin  d, } 
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(72) 

(73) 

(74) 

(75) 


(76) 


Einfachste  Fälle. 


a)  Evolvente. 

Sei  q “ 0;  dann  wird 

= — f » dx 
a-,  — x—tf 

P = A-j-R;  p =»  *;  ä — 0 

and  umgekehrt 

, _ *L- 

ccsd, 


(77) 

(78) 


(79) 

(80) 


Der  laufende  Punkt  der  Begleitenden  begrenzt  auf  dem  negativen 
Arme  der  Taugente  eine  Strecke  gleich  dem  Bogen,  erzeugt  daher 
die  Evolvente  der  Urcurve.  Die  inverse  Begleitende  (80)  ist  dann 
die  Evolute. 

Wegen  des  willkürlichen  Anfangs  von  s repräsentirt  (78)  eine 
stetige  Schar  von  Evolventen.  Ist  i,  eine  zweite  Evolvente  ent- 
sprechend der  Substitution  von  *-|-a  für  *,  so  ist 

rt  — ar,  — af  = x,  — a(l,  sind, — /,'oosd,) 

das  ist  die  Gleichung  einer  Parallele  mit  *, ; alle  Evolventen  derselben 
Curve  sind  also  einander  parallel. 
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Einfachste  Fälle. 

a)  Einhüllende  der  rectlflclrenden  Geraden. 

Sei  r = 0;  dann  wird  zunächst  peosji  = 0,  also  nach  (4)  auch 
p sin  ft  — 0,  folglich  p = 0,  ja  bedeutungslos.  Jetzt  ist  nach  (96) 


daher 


P = 


_ 3*  . 

JI  : — J COS  A 

3*  . . 3* 

g^  sin  * cos  A ; q = — g ^ cos2* 


und  dio  Gleichungen  der  Begleitenden  sind: 

»,  =»  — g^  cos l -f-  / sin kSt 
ds 

ij  = * — g^cosA(/sinA-{-fcosA) 


(97) 

(98) 

(99) 
(100) 


Zur  Inversion  ist  erst  Gl.  (99)  zu  integriren.  Differentiirt  man  sie 
vorher  so  kommt: 

3*,  32*  , , 3«  . 

0X==_ST2CO8A  + 2SAs,nA 


— - (8*  cos2^ 
— cosA  0A  \öA  cos  / 


woraus : 


8* 

g^cos  2A  = — / cosASäj  oder 

ds=-c!X/cosx'd*' 

und  die  Gleichung  der  inversen  Curve  wird: 


*=xi-C0st/C0ST'8s' 


(101) 


(102) 


Da  p = 0,  so  geht  die  Tangente  von  durch  den  Punkt  (ryz), 
folglich  ist  «j  die  Einhüllende  der  rectificirendeu  Geraden. 

Die  Gleichung  der  Inversen  (102)  stellt,  rücksichtlich  des  Integrals 
eine  stetige  Schar  von  Curven  dar.  Ist  «0  eine  Curve  aus  dieser 
Schar,  in  welcher  das  Integral  das  constante  Increment  a hat,  so  ist 

~ ~ ~ n (/t* l+ ■ l)  (103) 

Hiernach  sind  die  verschiedenen  Urcurven  zu  derselben  Einhüllenden 
der  rectificirenden  Geraden  unter  sich  tangeutial-begleitende  0.  Ord- 
nung, wie  die  Vergleichung  mit  (31)  zeigt 
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4.  Rectificirend  begleitende  Curven. 


Hat  die  Taugente  der  Begleitenden  die  Richtung  der  Spiralenaxe 
der  Crcurve,  so  sind  die  inneren  Beziehungen : 

Ti  — A;  ^1  = a;  Bat  =*  VSo^+Si*;  tgA,  — 

fi  =/sinA  -f IcosA ; A,  =/';  /,'=/cosA — IsinA 

und  amgekehrt 


dr  = d&, cos r, ; 39  = d&jSinr,;  ; A — r,  ^ 

/=/1sinr1+/1'cost,;  / =/tcosr,  — /,'sinT,  •,  /'=/,  i 


(88) 


Die  Binormale  der  Begleitenden  hat  also  die  Richtung  der  Haupt- 
normale  der  Urcurve.  Vergleicht  man  diese  Curven  mit  den  haupt- 
normal  begleitenden,  so  zeigt  sich,  dass  die  Tangente  mit  der  Binor- 
male, der  Krümmungswinkel  mit  dem  Torsionswinkel  vertauscht,  die 
Hauptnormalen  entgegengesetzt  gerichtet,  und  die  Krümmungsbreiten 
Complemente  sind.  Man  kann  daher  jede  der  2 Arten  Begleitender 
als  Binormal-begleitende  der  andern  betrachten,  indem  man  zugleich 
die  positive  Richtung  der  Hanptnormale  umgekehrt  wählt. 


Hier  wird 
daher 


cosv  = 0;  cosx  = cosA 


e 


p--/tg,uSo . 

COS  p ’ 


7C 


p d(<J  — fl)  Be 

2 1 2 1 COS  A 

cos  fi  c A ci 


(89) 


und  die  Gleichung  der  Begleitenden  e,  lautet: 

x,  = fir-|-/(jisini-|- psing  cosA)-f-f(7tcosA  — psinfisinA)-f-/'pcosp  (90) 


Dies  verglichen  mit  (1)  giebt: 

p = 7tsin  A-f-psinpcosA;  q = ttcosA — psingsinA;  r = pcosp  (91) 


Die  Differentialgleichung  (10)  wird  erfüllt  durch 

sin  Ad«,  = Be-\-Bp  — röueos  A 
cosAd»,  = d/j-f-rdusinA 

0 = Br-\-(p  cos  A — q sin  A)  da  (92) 

woraus : 

d«,  = sin  A d(*-f-p) -j- cos  Ad</  (93) 

0 =•  cos  A d(«  -}-/>)  — sin  A Bq  — r 8a  (94) 

oder,  nach  Substitution  der  Werte  (91): 

#,  _ « -(-/sin Ad«  — /psingdA  (95) 

0 -=  cosAd*-(-  7t  dA  -j-  sin  p dp  -)-  p cos  p 8(p  — a)  (96) 
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Die  verschiedenen  Urcurvcn  zu  einer  Begleitenden,  welche  constanten 
Incrementen  des  Integrals  entsprechen,  stehen  unter  sich  in  derselben 
Beziehung  (103)  wie  im  Falle  a). 

Zerlegt  man  Gl.  (106)  in 

/ Ö X 

*1  “ |^(/'8inA  + ZcosA)4-/' j 

8 s 

xt  — x — cos  X (/sin  X -f- 1 cos  1) 

so  zeigt  sich,  dass  die  Einhüllende,  der  rectificirenden  Geraden  von 
* ist.  Jetzt  kann  man  demzufolge  die  erste  Gleichung  auch  schreiben 

+ + M 

wodurch  sich  als  Tangential-begleitende  0.  Ordnung  von  *s  erweist 


5.  Verdreht  begleitende  Curven. 

Es  bleibt  übrig  der  Tangente  der  Begleitenden  eine  beliebige 
der  rectificirenden  Ebene  parallele  Richtung  unter  constanter  Neigung 
« gegen  die  Tangente  der  Urcurve  zu  geben.  Die  inneren  Beziehun- 
gen sind  dann: 

#j  = ^cosa-fr sinn-,  tj  = — ■ftsina-f-veosa;  = !,  = !-}■“  1 ^ 

fx  ==/co8o-f-/sin«;  Zj  = — /sina-|-Zcosa;  f\  = f'  ' 

Die  Inversion  macht  nur  — a aus  a. 

Die  Differentialgleichung  (10)  wird  erfüllt  durch 
9«,  cos«  = 9»-|-9p — r9r 

o«,  sin  « = 8q  — rSfr  ( (112) 

0 = 9r-f-(pcos  X — gsinA)8ff  * 


Mitevolute. 


Der  einfachste  Fall  ist  r — 0.  Hier  ergeben  sich  leicht  die  Werte: 

«sinasinA  «sinacosA 

^ cos(A-j-a)’  ^ cos(A4-o) 


»cos  A 

*l  cos(A-f-a) 
und  die  Gleichung  der  Begleitenden  lautet: 


(113) 
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a-j  = x -j-  * sin  a 


/sinl-{-(cosA 
COS  (A  -j-  er) 


(114) 


Ihr  laufender  Punkt  liegt  also  auf  der  rectificirenden  Geraden  der 
Urcurve.  Drückt  mau  /,  l in  /„  lr  aus,  so  geht  die  Gleichung  über  in 

x,  = x + *sino{/'itg(14-ft)+?il  (115) 


Dies  verglichen  mit  (9)  zeigt,  dass 

fi  — 0;  p = «sin«;  n = *sinatg(A-f-a) 

ist.  Demnach  liegt  der  Ausgangspunkt  der  von  *,  eingchüllten  Ge- 
raden in  der  Binormale  von  *„  und  schneidet  auf  dieser  eine  Strecke 
= »sin«  ab. 


Die  Curveurclation  (114)  ist  diejenige,  welche  nach  (81)  zwischen 
den  verschiedenen  Evoluten  derselben  Curve  statt  findet  Man  kann 
daher  die  Verdreht-begleitende  für  deu  Fall  (114)  die  Mitevolute 
nennen.  Die  Mitevoluten  zeichnen  sich  durch  die  einfache  Relation 
(113)  aus,  nach  welcher  das  Product  des  Bogens  und  des  Cosinus 
der  Krümmuugsbreite  für  alle  Mitcvoluteu  dieselbe  Grösse  ist. 

Auch  bei  unverändertem  Verdrehungswinkel  o variirt  die  Mit- 
evolute noch  mit  dem  Anfang  des  Bogens  n.  Geht,  bei  Substitution 
von  #-(-a  für  «,  in  *»  über,  so  ist  infolge  von  (113)  (115) 

**  “ *1-|-a(cosa4-8inotgil1) 
x*  = xj-f  asino(/,tgit-f  J,) 

und  erweist  sich  als  Tangential-begleitcndc  0.  Ordnung  von  »v 


Bemerkung. 

Durch  die  Inversion  haben  ausser  den  4 Hauptrichtungen  noch 
2 andere  Bedeutung  gewonnen,  die  jedoch  nur  bis  auf  eine  willkür- 
liche Constante  bestimmt  sind.  Die  Inverse  der  Ilauptnormal-beglei- 
tenden  hat  ihre  Tangentialrichtung  in  der  Normalebcne  in  einer  Nei- 
gung gleich  dem  Torsionswinkel  gegen  die  negative  Ilauptnormalc 
(oder  wenn  man  will  gegen  die  Binormale,  sofern  beide  Neigungen 
um  die  Constante  R differiren).  Die  Inverse  der  Rectificirend-beglei- 
tenden  bat  ihre  Taugentialriehtuug  in  der  Schmieguugsebene  in  einer 
Neigung  gleich  dem  Krümmungswiukel  gegeu  die  Hauptnormalo  (oder 
gegen  die  Tangente).  Man  könnte  daher  auch  die  Begleitenden 
untersuchen,  deren  Taugenten  diese  Richtuugen  haben.  Die  einfach- 
sten Fälle  sind  dann  bzhw.  die  Evolute  und  die  Inverse  der  Einhül- 
lenden der  rectificirenden  Geraden. 


Digitized  by  Google 


398 


Hoppe:  Nachträge  zur  Curven-  und  Flächentheorie. 


c. 

Asymptoten. 

Asymptote  heisst  eine  feste  Gerade,  der  die  Tangente  einer  Carve 
unendlich  nahe  kommt,  wenn  der  Berührungspunkt  einen  unendlich 
langen  Bogen  durchläuft. 

Es  sollen  die  Bedingungen  der  Existenz  einer  Asymptote  einer 
vorliegenden  Curve  und  ihre  Gleichungen  aufgestcllt  werden. 

Den  Ausgangspunkt  der  Tangente  wollen  wir  so  wählen,  dass  er 
nicht  mit  dem  Berührungspunkt  in  unendliche  Ferne  rückt  Wir 
legen  ihn  deshalb  in  den  Durchschnitt  der  Tangente  mit  einer  durch 
den  Anfangspunkt  der  xyz  gehenden  normalen  Ebene.  Sind  f.  g,  h 
die  Richtuugscosinus  der  Taugente,  so  ist  die  Gleichung  dieser  Ebene: 

/>b+?yo  + A*o  “ 0 (1) 


und  die  Coordinatcn  ihres  Durchschnitts  mit  der  Tangente  im  Punkte 

(xyz) 

xo  = x—pf-,  y»  *=  y—pg\  = s—ph  (2) 


wo 


p ~fx-\-gy-\-hx 


gesetzt  ist  Bezeichnet  man  durch  r deu  Radiusvector  des  Berührungs- 
punkts und  setzt 


so  wird 
woraus: 

1 

oder,  wenn 
gesetzt  wird: 


«**+•'*+«’*=  i; 

Br  . du 

/=M87+ra*5  etc- 


<V\*  . 0tt*-|-8r 

Js)  + r 5? 


■ | du* 

qt  Ä ^ 


1 


= 


(3) 

(4) 


(5) 


Nach  Einführung  der  Werte  (3)  (4)  gehen  die  Gl.  (2)  über  in 


Br 

*— s/-*r 


l‘-G0V' 


(BrBu 

"B^ 
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*0-urV-r»^~  (6) 

woraus: 

uxo  + r,Ja  + ,rzo  = r3q*  (?) 

Die  Gleichungen  der  Tangente  sind 

v^yo+a1':  f = 2o+Aj 
Diese  ist  einer  festen  Geraden 

Io  — a + at,  Vo  = ß + bt\  £o'=y  + rt  (8) 

unendlich  nahe,  wenn  für  jedes  t die  Differenzen  | — !<,,  y — tj0,  £ — £> 
unendlich  klein  sind,  was  aber  immer  und  nur  dann  stattiindet,  wenn 
3«  - «,  !/o  — ß i so  — ;s  / — a,  g — f>,  h — c unendlich  klein  sind.  Folg- 
lich ist  jene  Gerade  (8)  Asymptote  der  Curve  «,  wenn  für  * = ac 

lim:r0  = o;  limyu  = ß-,  limz0  =»  y (9) 

lim/  = a;  lim  g — 4;  lim  h = e (10) 

ist.  Umgekehrt,  soll  eine  Asymptote  cxistiren,  so  muss  entsprechend 
jedem  Punkte  der  Tangente  d.  i.  für  jedes  t,  auf  einer  festen 

Geraden  (8)  ein  Punkt 

|,  = a-j-n (t-j-f,)  «=  (n-J-atj )-}-(«<;  etc. 

liegen,  der  jenem  unendlich  nahe  ist.  Es  folgt  dann  wie  oben,  dass 
die  G Grenzwerte  (9)  (10)  cxistiren  müssen,  die  wir  ohne  Rücksicht 
auf  die  eingefübrteu  Coordinateu  des  Ausgangspunkts  mit  o,  ß.  y etc. 
bezeichnen  können.  Demnach  ist  die  Existenz  der  6 Grenzwerte  aus- 
reichende und  notwendige  Kediugung  der  Existenz  einer  Asymptote- 

Wegen  =■  1 können  nicht  n,  6,  c zugleich  0,  also 

nicht  /,  g,  h s&romtlich  unendlich  klein  sein.  Sofern  letztere  Grenz- 
werte haben,  ist  daher  mindestens  eins  von  ihnen  endlich.  Folglich 
wächst  die  entsprechende  der  3 Grössen  , 

x — ff  cs,  y = fg  St,  z=fhb« 

mit  e ins  unendliche,  mithin  ist  unter  allen  Umständen  r — x für 
» = *. 

Nun  sind  u,  v,  w wegen  (3),  und  r0,  ya,  ^ nach  Voraussetzung, 
sofern  sie  Grenzwerte  haben,  nicht  unendlich,  folglich  ist  nach  Gl.  (7) 
auch  r3q*  nicht  unendlich.  Da  aber  r — oo,  so  folgt,  dass 

.»<^»=ii.{(t),+C#)‘+(t)‘!=o 

oud  da  die  3 Terme  positiv  sind,  dass 


Digitized  by  Google 


400 


Hoppe : Nachträge  zur  Curven • und  Hächentheorie. 


lim 


-0u 


0;  lim 


S«  ■ c» 
ist.  Dies  auf  die  Gl.  (4)  angewandt  giebt 


•0»  rBir 

0;  lim  — 0 


lim 


lim 


»0r 


Bs  ’ " ““  0* 

und  nach  Bildung  der  Quadratsumme: 

Br 

hm  ^ = 1 


c = lim 


rer 

07 


di) 


so  dass  die  vorigen  Gleichungen  übergehen  in 

a = lim«;  b = lim»;  c = linue 

Setzt  man  diese  Grenzwerte  uud  die  hypothetischen  (9)  in  Gl.  (7) 
ein.  so  wird 

lim  (r3  fl*)  = aa-j-4(3  -(-  cy 

Letztere  Grösse  ist  der  Grenzwert  von  fx0-]-gy0  + daher  nach 
(1)  — 0.  Demnach  verschwindet  der  erste  Tenn  in  den  Ausdrücken 
(6),  und  man  erhält  nach  Uebergang  zur  Grenze: 


lims-0  = — lim 


, BrBu\ 


oder,  zufolge  (11): 
a — — lim 


r*0M 

Br 


; ß = — lim 


o»‘  ) ’ 
r*0u 


etc. 


Br 


— lim 


r*0t» 

fr 


Die  Gleichungen  der  Asymptote  lauten  jetzt: 


r*0u  . r*8»  . r*0»c 

S + lim  fr-  ^-fhm-^--  £+hm 


limu 


lim  v 


lim  w 


(12) 


und  die  Existenz  dieser  neuen  6 Grenzwerte  ist  ausreichende  und 
notwendige  Bediuguug. 


Bemerkung. 

Man  könnte  fragen,  warum  bei  Behandlung  von  Curven  ausser 
den  Asymptoten  nicht  auch  andre  finale  Raumgebilde  untersucht  in 
werden  pflegen.  Zunächst  geht  aus  eiuer  leichten  Betrachtung  her- 
vor, dass  es  keine  finale  Gerade  oder  Ebene  geben  kann,  wo  die 
variirendc  Gerade  oder  Ebene  mit  der  Tangente  einen  endlichen 
Winkel  bilden.  Es  bleiben  daher  nur  die  Schmiegungs-  und  recti- 
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fkirende  Ebene,  überhaupt  solche  Ebenen,  die  durch  die  Tangente 
gehen,  übrig.  Hier  lässt  sich  unmittelbar  die  Gleichung  der  finalen 
Ebene  aufstcllen: 

i-liml  -f-  t/lim  m -f-flim»  = lim  (Ar  -\-my  -\-nz ) 

41im/' -)- t^limj'  -f-Jlim//  = lim g'y  -j-A'z) 

Da  hier  r nicht  mit  » ins  unendliche  zu  wachsen  braucht,  so  ist  eine 
Reduction  ähnlich  der  obigen  nicht  möglich. 


D. 

Asymptotische  Linien  auf  Flächen  zweiten  Grades. 

In  meiner  Flächentheorie  §.  54.  T.  LIX.  p.  311.  ergaben  sich 
die  asymptotischen  Linien  auf  Flächen  2.  Grades  mittelst  des  Ad- 
ditioustheorems  der  elliptischen  Functionen.  Es  wird  nicht  über- 
flüssig sein,  dieselben  in  einfacherer  Weise  aufzusuchen. 

Die  Gleichung  des  Hyperboloids 


lässt  sich  zerlegen  in 


Dies  sind  die  Gleichungen  einer  mit  u variirenden  Geraden.  Dieselbe 
mag  gekreuzt  werden  von  einer  Geraden  auf  der  Fläche 


V „ X . Z X , 

f = /s-  + üi  - = y +G 

b a ' c a 1 


(3) 


wo  ß,  y,  ü,  C Fuuctiouen  eines  zweiten  Parameters  v seien.  Führt 
man  die  Werte  in  (2)  eiu,  so  kommt: 


?|l-u(/?  + y)}=  u{B  + C)  -1 

“{«‘+0  — yi  = “—  b+c 

und  nach  Elimination  von  x: 

(1  — u(/J-{-y)j(u  — B-j-C)  = — y)\n(U  C) — 1| 

• Teil  LX.  26 
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eine  Gleichung  die  unabhängig  von  u zu  erfüllen  ist.  Die  Coefti- 
cienten  sind: 

-B+C+ß-y  = 0 
* + (0  + y)(*-C)— 0J-y)(2*  + C)  = O 
0*f •y+'ö+t’  “ o 

woraus  durch  Verbindung: 

B~=  — y,  <7 /?;  l+08-;s  = O 

Die  letzte  Gleichung  kann  mau  zerlegen  in 

/ 

ß = “(y+l)  = — 

woraus: 


Hiermit  siud  alle  Functionen  von  v auf  a reducirt;  setzt  mau 


so  kommt: 


_ i— « 

““!+»’  r— ’l-f« 


1 -f-«>8 

2i> 


Dies  in  (4)  eiugeführt  giebt: 


und  in  Verbindung  mit  (3)  fiudet  man: 

x n-j-e.  y 1 — uv  z 1 — f— « »» 

a u — v h u — v ' c u — v 


(5) 


Durch  Erfüllung  aller  Bedingungen  ist  die  anfängliche  Annahme  ge- 
rechtfertigt, dass  zwei  einander  kreuzende  Scharen  von  Geraden  auf  der 
Fläche  existireu.  Diese  Geraden  sind  als  Linien  von  Nullkrümmung  die 
asymptotischen  Linien  der  Fläche.  Sie  werden  in  (5)  dargestellt, 
indem  man  einzeln  v uud  u constant  setzt.  Demnach  Sind  die  Gl.  (5) 
der  Ausdruck  des  Hyperboloids  (1)  in  asymptotischen  Parametern  «,  c. 


Ebenso  kann  man  dio  Gleichung  des  Paraboloids 


zerlegen  in 


2 r z8  ?/- 

a c8  48 


x 


u-  = 

a 


(6) 
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Die  kreuzende  Gerade  sei  wieder  dargestellt  durch  (3).  Nach  Ein- 
führung der  Werte  von  y und  z findet  man: 


+ = 2-uf.ö+C1)  j 

-a(u+ß-y)  = C-B  \ 

und  nach  Elimination  von  t: 

?‘(0+r)(C’—  -ö)  — («+/*  — /){ 2— C)| 

Die  Coefticienteuvergleichung  gicbt: 


(7) 


2(0 — y)  — 0;  (C-lS)(ß+y)+(C+B)(ß-y)  = 2;  S-j-C-0 


woraus : 


y = ß\  C — — B \ 2 Bß- 1 

Setzt  man  noch  ß = 1 • ' und  - für  u,  so  erhält  man : 

r U 


y = ß — 2v'  B = “ c — v 


und  nach  Einführung  in  (7)  und  dann  in  (3): 


* y 2 i 

a ’ b ’ C ' 

als  Ausdruck  des  Paraboloids  (6)  in  asymptotischen  Parametern  u,  v. 


26« 


Digilized  by  Googl 


404 


Hain:  Ueber  Doppelverhältnisse. 


XXXYI. 

Ueber  Doppel  Verhältnisse. 


Von 

Emil  Hain. 


I. 


Gegeben  sind  die  Punkte: 

A — T a,  Y ==r  Va,  Z rEr  , 


und  die  Beziehung: 


<****>-%>  fy-‘ 


Es  soll  der  Punkt  T~t„  bestimmt  werden,  wenn  man  die  Coordi- 
naten  deu  Abständen  von  den  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  proportional 
au  nimmt. 


Setzen  wir: 
dann  ist: 


XZ:ZY  — m,  XTiTY 


n 


, , (x„)  -|-  m (i/„)  r ( (s„)  + n (,/a) 

0«)=*  , (<«)=  1_^_n 

wo  (ar0)  die  Seiteunormalen  sind.  Hieraus  ergibt  sich: 

i _ 

(zy)  ' (ty) 

wenn 

(«)  = (xa)  — (Za). 


Wir  haben  dann  ferner: 
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Nun  ist: 


Also: 


Hain:  (Jeher  (Joppclverhältnitse. 


(xt)  ___  (*z) 

(< y ) *(*y) 

(xt)  __  (*z) 

(<y)+(gt)  (a-z)-fA(zy) 


(z-t)  - 


(xz)  (xy) 
(xzj  + X(zy) 


Hxa  )(zy)-\-(ya)(xz) 
'^(z>j)  + (xz) 


(xa)  = 2/’.  i , | — Eaxa 

M - Ir. 53^*5 

T=_  Xxa(z„ .rf  — yoä:)+ya(g(i?— Zn^) 
(z«  t]  ]Ja  £)  “f"  t]  (Xa  f Za  £) 


II. 

P = pa  sei  ein  Punkt  iu  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC.  PA 
treffe  BC  in  Pa.  Der  Puukt  Pa‘  genüge  der  Relation: 

( BCPgPa ')  = i 

Danu  gibt  uns  die  allgemeine  Formel: 

X=B  =0  1 0 

Y=  C = 0 0 1 

Z = Pa  = 0 Pb  pc 
I = b.  T)  = c,  i = b Pb  -j-  cpc 
Pa  = 0 kpb  pc 

Die  Pa  bilden  dann  eine  Gerade,  wenn: 

0 kpb  pc 

Pa  0 Kpc  =*  (A3  -(—  1)  Tlpa  *=  0 
Xpa  pb  0 

Ist  A — — 1 , so  erhalten  wir  die  zu  P„  bezüglich  BC  harmonisch 
zugeordneten  Punkte  TIa  = 0 pb  — pc,  welche  in  der  Geraden  ptpc 
liegen. 

Pa"  liege  auf  BC  so,  dass 

(CB  Pa  Pä')  — X 
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d.  i. 

(BCP„Pa")  - 1:1 

Der  Punkt  P„"  ist  der  Puukt  Pa'  nach  dem  Doppclverhältuiss  1 : k. 
Es  ist  sonach  P„"=  0 j>b  kpc.  Für  * — — 1 fallen  Pa  uud  P"  zu- 
sammen. 

Es  sei  Sa  die  Mitte  von  BC,  ferner 

(BCSaLJ  = k = (CB  Sa  LJ 

Dann  ist: 

i]  = 0 1c  S,  Zig  “ 0 C kb. 


Die  Seitennormalen  von  Z,,  Z2  sind: 


Z,  = 0 y - 


Zg  =0 


F kF 
b c 


Ihre  Mitte  ist  <S„  = 0 c b.  Wir  haben  den  Satz: 

Construirt  man  die  zur  Mitte  einer  geradlinigen  Strecke  bezüg- 
lich derselben  zugehörigen  Puukte  nach  zwei  zu  einander  reciproken 
Doppelverhiiltnissen , so  lialbirt  die  Mitte  der  beiden  so  erhaltenen 
Punkte  die  Strecke  selbst. 


III. 

Nehmen  wir  an,  der  Kegelschnitt 

Zqaa  Xu2-}- 2 Zgu  XbXc  =0 
gehe  durch  die  6 Punkte: 

(0  kpb  pc),  (0  pb  kpc ) 

Dann  ist: 

kspb*gbb-{-pc2 -!Jce-\-2kpb  pcgbc  = 0 
p^gbb  -j-  kipctgcc-{-‘Zkpbpcgbc  = 0 

Die  Elimination  gibt: 


<7W>  _ 

kpntpci 

2 gbc  ~~ 

(**+  Vp^pipc 

gtc 

k paipbi 

2gbc 

(As-f-l)pa2p6/>e 

Die  Gleichung  des  Kegelschnittes  ist  also: 

kEpbipeiXa%  — {k*-{-\)papbpcZpaXbTc  = 0 

wie  sich  durch  Einsetzung  der  Coordinateuwcrtc  der  übrigen  vier 
Punkte  Pb  1%”  Pc' P"  bestätigt.  Setzen  wir 
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Epfpc**!?  ■=  A,  papt,pc2paXbXc  = B 

so  können  wir  die  Kegelschnittgleichung  noch  schreiben: 

i(A  — kB)  =>  B 
Differentiiren  wir  nach  A,  so  erhalten  wir: 

A — kB  = kB,  k2B  =»  B,  A = + 1 
Die  Gleichung  der  Einhüllenden  aller  Kegelschnitte  A ist: 

A ± 2B  — 0 

Die  einhüllemle  Curve  ist  also  das  System  der  Linien: 

A -f  - ‘2B  = 0 = A — 2B 

Die  A-\-2B  ist  die  Gerade  pb pc , die  Harmouikale  des  Punktes  ;>«. 
Die  A — 2B  ist  ein  Kegelschnitt,  welcher  die  Seiten  BC  in  den  Punkten 
Pa  berührt. 


IV. 

Setzen  wir 

( BCPaPa  ) = ß *=  (CBPaPa) 
(CA  Pb  Pb’)  = ß = (ACPbPb") 
(AB  Pc  Pc)  = y =—  (BA  Pc  Pc") 

so  liegen  die  P,i  oder  in  einer  Geraden,  wenn: 


Setzen  wir  z.  B. 


0 

a 

1 

0 

1 

er 

1 

0 

ß\ 

— ' 

ß 

0 

1 

1 Y 

1 

0 

1 

Y 

0 

B. 

— 

« — b: 

:e. 

so 

wirc 

Qa 

(Q 

= 

apa)  bezü] 

glich 

= aßy  -f- 1 = 0 


Pa'  = 0 bpb  — 
BC  harmouiscl 
Q = apa  wird  demnach  auf  folgende  Weise  construirt: 


cpe.  Pa'  ist 


Man  bestimmt  auf  der  Geraden  AP(P  = pa)  einen  für  APa 
inneren  Punkt  Ab  und  äusseren  Ac,  so  dass  PaAb  = b,  P„AC  =»  c. 
Die  Geraden  BAb,  CAe  schneiden  sich  in  A„.  Die  Parallele  durch 
Aa  zu  AP  trifft  BC  iu  Pa'.  Qa  trennt  BC  von  Pä  harmonisch.  Dio 
AQa  treffen  sich  in  Q = apa. 

Setzen  wir  — a — c:b,  so  erhalten  wir: 


Pa"  =0  cpb  — bpc  = 0 aepb  — abpe 

Die  Pa"  liegen  dann  in  der  Geraden  apbpc,  der  Ilarmonikalen  des 
Punktes  bcp.  Für  — a = qb:qc  ist  PaAb  = qb,  PaAc  — qc  zu  setzen ; 
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die  TV  liegen  in  der  Harmonikalen  des  Punktes  pnqa.  Hiermit  ist 
die  Constructiou  des  Punktes  paqara  gegeben,  wenn  P = p„,  Q = <ya, 
R = r„,  und  zwar  auf  mehrfache  Weise.  Mittelst  Wiederholung  der- 
selben Zeichnung  gelaugt  man  auch  zur  Construction  des  Punktes 
pan,  wenn  n eine  ganze  Zal  bedeutet 


V. 

PA  treffe  HC  in  P„.  Beiderseits  dieses  Punktes  werden  auf  PA 
zwei  solche  Punkte  .-l6.de  bestimmt,  dass  P„Ab  ~ b',  P„AC  = c,  wo 
Ab  ein  innerer  Punkt  von  AP„  und  a'  symmetrisch  nach  b , c sei 
Schreiben  wir  ferner  «,  statt  AP,h  so  gibt  die  Figur: 

Ab—  b\bpc-\-cpc)  «7>6(«i  — b')  apddj — b') 

■Ac  = e (bpb~\-cpc)  apiiidj  c’)  apc  (uj  -\-cr) 

Verbinden  wir  nun  Ab  mit  B,  Ac  mit  C,  so  erhalten  wir: 

BAb=  — apda,  — b‘)  0 b'(bpb+cpc) 

CAc==  npi,(nj  -f-c’)  c'(hpb-\-cpe)  0 

Diese  beiden  Geraden  troffen  sich  in 

A,  = b'c'(l>pb-\-cpc)  — ah' pi (n,  -f-c')  ae'pc  (aj  — b') 

Der  unendlich  entfernte  Punkt  von  AP  hat  die  Form: 
bp-\-cpc  — api  — apc 

Verbinden  wir  diesen  mit  Aa , so  erhalten  wir  die  Gerade: 

apbpc(b'-\-c')  c'pc(bpb-\-cpc)  h'pb  (bpb  -f-  epc) 

Diese  trifft  die  BC  im  Punkte  0 b'pb  — c'pc.  Denselben  trennt  von 
BC  harmonisch  der  Punkt  Ra  = 0 b'ph  c'pe.  Die  ARa  schneiden  sich 
im  Punkte  n'p„.  Derselbe  wird  also  auf  folgende  Weise  constmirt: 

PA  trifft  BC  in  P„.  Ab  sei  ein  innerer,  Ae  ein  äusserer  Punkt 
von  APa.  Es  sei  PaAb~b\  P„Ae  = c'.  Die  BAb,  CAc  schneiden 
sich  in  Aa.  Die  Parallelen  durch  A„  zu  PA  treffen  die  BC  in 
Punkten  einer  Geraden,  deren  harmonischer  Pol  in  Bezug  auf  das 
Urdreicck  der  Punkt  R = a'pa  ist. 


VI. 

Sind  X=  gfl-f-i+r,  K=  tgo-|-Ä-)-c  Symmetriepunkte  erster 
Ordnung,  so  ist  auch  der  Punkt  r von  der  Form  Za-f  i+c,  wenn 
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XJ'XT 
JY‘  TY  1 

wo  J das  Inkreiscentrum  des  Urdrciecks  bezeichnet. 

Die  Formel  in  I.  gibt: 

| = <p2:a1+22:ic,  n^yZa'+ZZbc,  J = £a 
*«*? — !/at  = (6*-j-c*  — ab  — ac)(  ip — 1) 
ra£ — 2a|  = — (6*-=J-c* — ab  — ac)  (tj>  — 1) 

T=  i(i(>  — 1)  (epa  — {—  A — (—  c)  — (qp  — 1)  (tpa-j-Ä-f-c) 

Sonach  ist  T von  der  Form  xa-f-A-j-e,  wo 

= *»(♦  — !)—  V(<P  — 1) 

1 iw- ■ 1 ) (<p  1 ) 

Für  A = — 1 wird : 

2<ptp — <p  — ip 

* fp-j-ip  — 2 

Ist  ferner  <pi j»  = 1,  so  wird  % = — 1 d.  h.: 

Auf  der  Geraden  b — c bilden  die  Punkte  tpa-\-b-\-c,  a-}-<p(A-|-c) 
eine  Involution,  deren  Doppelpunkte  das  Inkreiscentrum  und  der 
Punkt  b-j-c  — a sind. 

Ausserdem  ergibt  sich  z.  B. 

* = <»>:«/'>  X=( p + 'l’  — V'P 
4 = (<P*-l):(ip*-l),  x = l-f<p+ip 
A = (<P  — — 1),  T=a 

Wien,  Februar  1877. 
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XXXVII. 

Zur  Tangirung  der  Kegelschnitte. 

Nach  einem  Entwürfe  des  Herrn  Oborlohrcr  Dr.  Ad.  Hochheim 
in  Magdeburg. 


Vom 

Ingenieur-Major  von  Wasserschieben. 


Aufgabe:  An  einen  Kegelschnitt  seien  von  einem  Punkte  ausser- 
halb Tangenten  gezogen.  Gesucht  wird  die  Gleichung  des  geometri- 
schen Orts  der  Berührungspunkte  für  gegebene  Variationen  des 
Kegelschnitts. 

Die  Achsenrichtungen  seien  unveränderlich,  desgleichen  der 
Scheitel  der  Parabel  und  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  und  Hyperbel. 
Bei  der  Parabel  variirt  also  nur  der  Parameter,  bei  der  Ellipse  und 
Hyperbel  können  beide  Achsen  variireu;  wir  betrachten  folgende 
5 Fälle  für  die  Ellipse:  a)  wo  die  kleine  Achse,  b)  wo  die  grosse 
Achse,  c)  wo  ihre  Differenz,  d)  wo  die  Differenz  ihrer  Quadrate, 
e)  wo  ihr  Quotient  constant  ist.  nebst  den  entsprechenden  Fällen  für 
die  Hyperhel. 

Die  Gleichung  der  Tangente  ist  stets 

i n ' 

= y — m 

Hier  sind  /,  m die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punkts  auf  der  Tan- 
gente; sie  seien  daher  die  des  festen  Punkts  0.  Die  Gleichung  des 
geometrischen  Orts  der  Berührungspunkte  resultirt  dann  aus  der 
Elimination  der  einzig  variirendeu  Grösse  zwischen  der  Curven-  und 
Taugenteugleichung. 
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I.  Die  Parabel. 

Für  die  Parabel  sind  beide  Gleichungen: 

tj*  = px\  (x  — = y — l 

woraus  nach  Elimination  von  p: 

xy-\-my — 2 Ix  = 0 

Der  gesuchte  Ort  ist  also  im  allgemeinen  eine  gleichseitige  Hyperbel. 
Liegt  aber  0 auf  der  x Achse,  so  geht  er  in  die  Gerade  x-\-m  = 0 
parallel  der  Scheiteltangente,  liegt  er  auf  der  y Achse,  in  die  Gerade 
y = 2/  parallel  der  Achse  über. 

II.  Die  Ellipse  und  Hyperbel. 

Die  Gleichungen  der  Ellipse  und  ihrer  Tangente  sind: 

niyi-\-  b^x*  = a*J*;  ml^x-^-laPy  = cPb*  (I) 

a)  Sei  b constant;  eliminirt  man  a,  so  kommt: 

myi  — Ixy  — ( m — (II) 

Der  gesuchte  Ort  ist  also  im  allgemeinen  eine  Hyperbel.  Einige 
Eigenschaften  derselben  mögen  Erwähnung  finden.  Durch  x = 0, 
y = +b  wird  ihre  Gleichung  erfüllt;  daher  geht  sie  durch  die  End- 
punkte der  kleinen  Axe.  Ihre  Asymptoten  haben  dor  linken  Seite 
zufolge  die  Gleichungen 

y — yo  = 0;  m(y—y0)  — l(x—x 0)  = 0 

wo  a:0,  y0  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunkts  bezeichnen.  Demnach 
ist  die  eine  Asymptote  parallel  der  r Achse.  Ferner  hat  sie  ein 
Maximum  und  ein  Minimum  der  x.  Da  nämlich 

8x  l(b*  + ,/)—2bsy 
Sy~m  (b*-ly)* 

ist,  so  entsprechen  die  fraglichen  Werte  dem  Zähler  =0  gesetzt; 
die  Wurzeln  sind: 

, b ± y**-> 

— T 

Ist  ferner  l = b,  so  lässt  sich  die  Gl.  (II)  schreiben 
(y—b)\m{y-\-b) — bx\  =0 

Der  Wert  y = h entspricht  nur  einem  Punkte.  Der  zweite  Berüh- 
rungspunkt beschreibt  eine  gerade  Linie. 
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Ist  A > A,  so  wird  von  der  Hyperbel  nur  je  ein  isolirtes  Stück 
der  beiden  Aeste  in  Anspruch  genommen,  und  zwar  soweit  die  Achsen 
innerhalb  der  Parallelen  mit  der  x Achse  fallen,  welche  man  sich  von 
den  Scheitelpunkten  der  kleinen  Achse  gezogen  denken  kann. 

Für  l = 0 wird  der  gesuchte  Ort  eine  Parabel,  für  m = 0 die 

„ , A* 

Gerade  y = . 


b)  Variirt  die  Ellipse  bei  constantem  a,  so  sind  alle  Resultate 
analog.  Wir  brauchen  nur  a,  x,  m zu  vertauschen  mit  A,  y,  A;  dann 
wird  der  gesuchte  Ort 

Ir2  — m xy  = ( A — y)al 

Um  die  Resultate  auf  die  Hyperbel  anzuwenden,  hat  man  nur 
— A 2 für  A3  substituiren.  Hierbei  bleibt  die  letzte  Gleichung  ungeändert, 
der  in  Rede  stehende  Ort  ist  also  für  Ellipse  und  Hyperbel  derselbe. 


c)  Ist  die  Differenz  der  Achsen  constant,  so  gehen  wir  von  den 
Gl.  (I)  aus  und  eliminiren  zuerst  A3,  dann«3;  beziehungsweise  kommt: 


my — Ix 

y-i  ' 


Ist  nun  die  constantc  Differenz 


A*  = 


rny  — Ix 
x — m 


a — b — e 


so  gicbt  die  letzte  Gleichung: 

, „ , 9 my  — Ix 

c*  — 2oc  -4-  a‘  = — y 

x — m 

woraus  nach  Einsetzung  des  Wertes  von  as: 

my  Ix  my  Ix 

cz-i-x ; — hJ — zac 

' y — l ' J x — tu 

Dies  in  2.  Potenz: 


Das  Resultat  lässt  sich  leicht  symmetrisch  umgestalten: 

\c*(x  — m)(y  — Z)  + [y(y  — 0 — (my  — Ax)|*  = 

— 4xy  (x  — m)(y  — l)  ( my  — Aar)* 

Der  gesuchte  Ort  ist  demnach  eine  Curve  6.  Grades. 

Die  Anwendung  auf  die  Hyperbel  ist  leicht,  weil  A nur  im  Quadrat 
vorkommt. 
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d)  Ist  die  Differenz  der  Quadrate  der  Achsen  coustant,  also  das 
System  von  Kegelschnitten  confocal ; daun  sei  für  die  Ellipse 

a® — A*  = e® 

Die  Gl.  (I)  ergeben  die  Werte: 

_ e*x(x  —m) = e*y(y — I) 

x(x  — m)-\-y(y  — l)  ’ x(x  — m)-| \~y(y  — l) 


Führt  man  sie  in  eine  derselben  eiu,  so  kommt: 

{my  — /x){x(x  — vt)  + y{y  — /)|  — e®(x  — m)(y  — /) 

Der  gesuchte  Ort  ist  demnach  im  allgemeinen  eine  Curve  3.  Grades. 
Für  / — 0 erhält  mau : 

x (x  — m)  -(-  y*  ■=»  e*  — ^ — 

Hier  wird  die  Curve  eiu  Kreis.  Ebeuso  ergiebt  der  Fall  m = 0 
einen  Kreis 

i24-y(y— D = — 


Mittelpunkte  und  Radien  beider  Kreise  geben  sich  zu  erkennen,  weun 
mau  die  Gleichuugeu  schreibt: 


Für  die  Hyperbel  sind  die  Resultate  dieselben,  nur  ist  hier  die 
Summe  der  Quadrate  der  Halbachsen  (statt  der  Differenz)  coustant 
= r*  anzunehmen. 


e)  Das  Verhältniss  beider  Achsen  sei  coustant,  mithin  die  zum 
System  gehörigen  Kegelschnitte  einander  ähnlich.  Setzt  mau  A — ta , 
so  werden  die  Gl.  (I)  für  Ellipse: 


woraus : 


oder: 


6*  =»«  <®x*  -j-y®;  A*  = f ®mx  -{-  ly 
<*x*-f-y*  = <*mx-j-/y 


4~?)‘+K)V 


t®r»*  + I* 
4 


Der  gesuchte  Ort  ist  also  eine  dem  System  ähnliche  Ellipse,  deren 


x 
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Mittelpunkt  den  Radiusvector  des  festen  Punkts  halbirt,  und  deren 
Halbachsen  gleich 

-j-  2 -|-  l 

2 1 ’ 2 

sind. 

Bei  der  Hyperbel  tritt  eine  wesentliche  Aenderuug  ein,  die  sich 
jedoch,  wie  leicht  zu  sehen,  auf  einen  blossen  Vorzeichenwechsel  von 
t-  reducirt.  Der  gesuchte  Ort  ist  demnach  eiue  ähnliche  Hyperbel, 
die  für  l =*  +tm  in  2 Gerade  übergeht,  und  für  l-  und  thn 
beziehungsweise  eine  Hauptachse  in  der  Richtung  der  Haupt-  und 
Nebenachse  der  Hyperbeln  des  Systems  hat. 
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XXXVIII. 


Ein  Beitrag  zur  Theorie  des  Maximum  und 
Minimum. 

Von 

Herrn  Josef  Gruber, 

Lehrer  an  der  k.  k.  Oberrealschule  zu  Laibach  in  Kruin. 


§•  1. 

Die  Bestimmung  des  Maximum  und  Minimum  von  Fuuctionen 
geschieht  im  allgemeinen  mit  Ililfe  der  Taylor’schcn  Reihe.  Diese 
Bestimmung  ist  nun  nur  so  lauge  möglich,  als  alle  Differcntial- 
quotieuten,  welche  iu  derselben  Vorkommen,  endlich  bleiben.  Es 
können  auch  Fälle  eintreten,  in  welchen  für  gewisse  Werte  der  Ver- 
änderlichen diese  Reihe  nicht  mehr  brauchbar  ist,  weil  die  früheren 
oder  späteren  Differentialquotienten  für  diese  Werte  Null  im  Nenner 
bekommen,  sie  selbst  also  unendlich  gross  werden. 

Es  kann  sein,  dass  für  diese  speciellen  Werte  der  Veränderlichen 
die  Function  selbst  unendlich  gross  wird.  Z.  B.  in 

A*)  = <f(r) -f- iHa-) log (x — a)  wird  für  * = a f(a)  = — ao, 

wenn  man  <p(x)  und  i l>(x)  für  x — a endlich  und  von  0 verschieden 
voraussetzt. 

%>(x) 

J\x)  = yhl  + i—äi  geht  für  * *=  a über  in/(a)  = oo, 

ty(x) 

ß,x)  = — verwandelt  sich  für  x = 0 in  _/\0)  = co. 

Ebenso  wird 

fft(x) 

Ax)  = <p(r)  + j qi  cos“  für  *«=  1 unendlich  gross, 
wobei  in  allen  Fällen  <jp(ar)  und  <t>(x)  für  diese  Werte  von  x endlich 
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und  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  werden.  Diese  Fälle  wollen 
wir  nicht  weiter  untersuchen.  Nur  jene  Fuuetioueu  sollen  Gegenstand 
unserer  Betrachtung  sein,  welche  für  bestimmte  Werte  von  x endlich 
bleiben,  deren  Differentialquotienten  aber  unendlich  gross  werden. 


Solche  Fälle  treten  ein,  weuu  man  die  Werte,  welche  die  Func- 
tion zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen  sollen,  aus  der  Glei- 


chung = oo  zieht,  indem  der  Neuner  in  Null  wird. 
dx  tlx 


Dieser 


Neuner  erscheint  dauu  auch  iu  den  höheren  Differentialquotienten, 
welche  für  diese  bestimmten  Werte  dann  ebenfalls  gleich  x werden, 
und  es  lässt  sich  dann  nach  den  gewöhnlichen  Methoden  keine  Ent- 
scheidung für  das  Vorhandensein  eines  Maximum  oder  Minimum  fällen. 


Aus  diesen  Fällen  können  wir  wieder  einen  ausscheiden,  nämlich 
den,  wenn  die  Function  die  Form 

M 

V = fix)  = tp(s)  V(ax  — b)" 


hat.  r//(x)  sei  für  * = - stetig,  endlich  und  von  Null  verschieden. 

Iu  diesem  Falle  braucht  mau  nur  zu  bedenken,  dass,  wenn  y eia 
Maximum  oder  Minimum  ist,  auch  ym  ein  Maximum  oder  Minimum 
ist,  vorausgesetzt,  dass  m positiv  ist.  Wir  können  daher  unsere 
Function  für  die  Untersuchung  folgeudermasseu  umformen: 

ym  =r  (rl>(x))n(ax  — b)m 

und  auf  die  gewöhnliche  Weise  behandeln. 

Beispiel. 

t _ _ 

y = e~z  V ( ax  — h )* 
y'=  y3  = e~3x(ax  — b)3 

^ = e~3z  ( ax  — b ) j 2a  — 3 (ax  — b)  | . 


Dieser  Ausdruck  wird  für  x = - Null.  Es  ist 

a 

(Pv 

= e~ix\2ai  — 2 a(ax — A)  — j—  9 (<uc  — b)3 — 6a(ax — b)\ 
b d3v  _,(> 

Für  x — - wird  ^ = 2 a2e  «.  Dieser  Ausdruck  ist  immer  positiv, 

also  ist  für  x = - immer  ein  Minimum  vorhanden. 
a 

Die  so  genannten  Ausnahrasfälle  der  Taylor’schen  Ri'ihe  lassen 
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sieb  in  vier  Gruppen  znsainmenfassen,  in  Functionen,  in  welchen 
Wurzelgrösseu  vorkommcu 

m 

1)  y = rp(s)  -f-  H’(-r)  V(<u'  — lt)n 

iu  Fuuctioucu,  iu  welchen  Logarithmen  Vorkommen  und  unter  dem 
Logarithmenzeichen  eine  Wurzel 

m 

2)  y *=  <p(x)  -f  V’(r)  log  i « + VW*'  — c)"  j 

in  Fuuctionen,  in  welchen  die  cykloinetriseheu  Functionen  arcsin, 
arc  cos,  arc  sec,  arc  cosec,  arc  sinvers  uuil  arc  cosvers  enthalten  sind. 

3)  y — <p(x)  -f-  ty(x)  arc  (sin  = (axr — 6)*) 

wo  * auch  ein  Bruch  sein  kann;  endlich  in  Fuuctionen,  in  welchen 
diese  drei  Fälle  combinirt  Vorkommen. 

»II  Hl 

4)  y “ qc(x)  -f-  i/>(x)  arc  (sin  = («xr  -J-A/" ) -}-  V(«x — A)M 
oder  etwa 

NI  M 

y = <)p(x)  -j-  ii’,(x) log  {C-f-  V(«*  — Aj"  j arc  j cos  =*  (ox-f-A)Mj 

m 

-f-  tj>s(x)  arc  J sec  — (ax  + b)"  J 
u.  s.  w. 

Dabei  siud  qp(x),  v(x),  tt>,(x),  rl't(x)  endlich  und  stetig  und  die  Fuuc- 
tloneu  if>  auch  noch  von  Null  verschieden. 


Algebraische  Functionen. 


§.  2. 

Es  ist  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen 

IN 

y — A*)  — v(*)  + V(x)  V ("xr — b)n 
zu  einem  Maximum  oder  Minimum  wird. 

dt  m n * 1 

•Jl  = qp'(x)  -j-  y'(s)  V (axr  — b)"  -j-  — r<ixr—1  (axr  — b)m 

Weun  - <C  1 ist,  so  wird  -?  *—  » für  cur — l — 0 oder 
m (Ix 

x - j/i 

T«n  LI.  j; 
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und  ebenso  die  höheren  Differeutialquoticuten,  wenn  wir  voraussetzen, 
dass  <p(x)  und  tp(x)  für  diesen  Wert  von  x endlich  und  stetig  und 
ü>(x)  ausserdem  noch  von  Null  verschieden  sei,  damit  wir  die  unbe- 
stimmte Form  nicht  iu  Betracht  zu  ziehen  habeu.  Setzen  wir  in 


unserer  Function 


x = V'a=«, 


so  kann  man  auf  dem  gewöhnlichen 


Wege  nicht  mehr  entscheiden,  ob  /(x)  für  x = a ein  Maximum  oder 
Minimum  wird.  Wir  verfahren  daher  auf  folgende  Weise:  wir  setzen 
iu  die  ursprüngliche  Function  statt  x die  Grösse  «-j-A,  wo  A eine 
sehr  kleine  Acndcrung  ist,  und  erhalten : 

«I 

/t«  + A)  = <p(“4~A)-|-tp(«-f-A)  V {a(a-(-A)r  — Äj" 

<jp(«-f-A)  und  ip(«r  A)  lassen  sich  zufolge  unserer  Voraussetzung 
nach  dem  Taylor’sclien  Satze  in  Reihen  nach  Potenzen  von  A ent- 
wickeln, so  dass  wir  folgendes  bekommen: 

/(<*  + *)  — <p(«)  -f-  (<0  A + <?"(«)  öl  + - 

tu 

+ [^(«)  + V'’!«)  A + ...]  V i « Ö“  + Ap  — A i - 

a(n-{-A)r  — h — atir raor_1  A -}-  2 A* — A 

aar — A «=  0 

n(n-j-A)r — A — raftr_* A -}- oor-2A*-{~... 

A kann  aber  so  klein  gewählt  werden,  dass 

rar«r— 1 A ^!>  aor— *A*  -|-  aar  "3 A*-f-... 

«(or-j-A)*' — A =*=  raar~1h 


Nun  ist 

Es  ist 
daher 


U) 


daher 


Für  x = « ist  ferner  /(«)  = <p(«t). 

Berücksichtigen  wir  dies  alles,  so  ist: 

yt«+A)  — Aa)  = <p'(«)  + +...+  [>(«)+  »p'(«)A  +...]  y (rnnr  ’A)" 

A kann  so  klein  gewählt  werden,  dass  auch  noch  folgende  Bedingung 
erfüllt  ist: 

il'(a)  > tp'(«)A  + ip"(n)  ...  (11) 

Wir  erhalten  daun: 
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Aa-f-A)  — .A«)  = iK«)  V (rtud  lh)"  -{—  qp'(«) A -(- rp"(a)  ... 

Wcuu  diese  Differenz  /(« + A) — j\o)  coustant  negativ  ist,  so  ist 
ein  Maximum  vorhanden,  wenn  sic  aber  constant  positiv  ist,  ein 
Minimum. 

Ist  m n,  so  kaun  h so  klein  gewählt  werden,  dass  scliou  das 

tn 

erste  Glied  Viraar-,A,“  den  Ausschlag  gibt.  Ist  aber  «i  <[ «, 
so  muss  <p'(a)h  noch  berücksichtigt  werden. 

Ist  aber  <r(x)  coustant,  so  fallen  <?’(«)  und  alle  übrigen  Glieder  weg. 

In  diesem  Falle  und  für  m^>n  erhalten  wir  dauu: 

nt 

/(«  + /<)—/{«)  = Ü'(n)  V < r»«ar  — 1 /*)** 

Wir  können  folgende  Fülle  unterscheiden: 

tu 

1)  Ist  m ungerade,  n gerade,  so  ist  V (rnnr~1  k)M  immer  positiv. 
Ist  daun  i l>(a)  negativ,  so  ist  ein  Maximum  vorhanden,  ist  »(’(«)  positiv, 
so  ist  /(«)  ein  Minimum. 

2)  Ist  m ungerade  und  ebeuso  »,  so  kann  die  Wurzelgrösse  durch 
die  Wahl  von  h sowohl  positiv  als  auch  negativ  gemacht  werden;  es 

IM 

kann  daher  tK«)  V(ran,_1  A/“  sowohl  positiv  als  auch  negativ  gemacht 
werden,  daher  ist  j\a)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum. 

3)  Ist  m gerade,  n ungerade,  so  muss  h mit  jenem  Zeichen  ge- 
wählt werden,  welches  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  positiv 
macht,  weil  wir  nur  reelle  Werte  brauchen  können. 

Die  Wurzelgrösse  hat  dann  zwei  Zeichen.  Nun  kann  die  Natur 
der  Aufgabe  in  eiuem  gegebenen  Falle  entscheiden , ob  die  Wurzel- 
grösse nur  positiv  oder  nur  negativ  genommen  werden  darf,  und  es 

M 

ergiebt  sich  dann  für  ti»(«)V(r«ar-1  h)*  ein  bestimmtes  Zeichen,  welches 
entweder  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  auzeigt. 

Lässt  sich  über  das  Zeichen  der  Wurzelgrössc  keine  bestimmte 
Entscheidung  treffen,  so  kann  mau  folgendes  sagen:  Legt  man  der 

n* 

Wurzelgrösse  ein  solches  Zeichen  bei,  dass  g>(«)  V(r«ar_*  Aj"  positiv 
wird,  so  ist  /(“)  von  x *-•  « an  im  Wachsen  begriffen,  also  .An)  ein 
Minimum,  wobei  bemerkt  werden  muss,  dass  bei  negativen  Grössen 
jene  die  kleinere  ist,  deren  absoluter  Wert  weiter  von  Null  ent- 
fernt ist. 


420  Gr  über:  Ein  Beitrag  zur  Theorie  des  Mazimum  und  Minimum. 


Legt  man  aber  der  Wurzclgrösse  ein  Zeichen  bei,  dass  dadurch 

M 

negativ  wird,  so  nimmt  f(a)  von  x — a an  ab, 
und  /\n)  selbst  ist  ein  Maximum. 

4)  Sind  m und  n gerade,  dann  ist  die  Wurzelgrösse  immer  reell, 
aber  mit  zwei  Zeichen  behaftet.  Es  wird  dann  für  das  eine  Zeichen 
ein  Maximum,  für  das  andere  ein  Minimum  vorhanden  seiu,  weil 

m 

nl>(a)\/(raar~lTi),‘  für  das  eine  Zeichen,  mag  h positiv  oder  negativ 
sein,  constant  positiv,  für  das  andere  aber  coustaut  negativ  ist. 


Beispiele:  Es  sei  y — /(a-)  -=  c-f-  A*V(a  — 4x)s,  dabei  ist 
qo(j-)  = c und  v)j(a-)  = bx 

(l  (fiu 

Für  x — ^ wird  ^ — x . Wir  haben  zur  Entscheidung,  ob  ein 
Maximum  oder  Minimum  vorhanden  ist,  folgende  Formel: 

in 

/(er-|~Ä) — _/(o)  = vf’(a)  V (r«or— 1 h)M 
worin  r = 1,  a — — 4,  m = 5 und  » = 2 zu  setzen  ist,  so  dass 

a ff  o 

/(«+*)-/(«)  = "4  V(-4A)* 

Nun  ist  V(— 4A)S  immer  positiv.  Es  ist  daher  —e  eiu  Maxi- 
mum, wenn  ab  negativ,  ein  Minimum,  wenn  ab  positiv  ist 


Es  sei  y 

•t*y  _ dh,  __ 

dx*  dxi 


2 x + Y(x — a)s.  Für  x 

x . Es  ist 


a wird  y *=  2a  und 


»I 

/(o-j-A) — /(«)  = ip(«)  V (a/t)«  -f-  h -{- ...  oder 

m m m—n 

/(n  + A)— J\a)  «=  l/Ä"  [ipfnlVa-  -f  <p'(a)h  m + ...J 
<p'(«f)  = 2,  <p"(ot)  = tpm(a)  — ...  = 0. 

Daher  ist: 

/(«  + *)  -/(«)  = ± V'A3 11  — {— 2A— 1} 

A«  + A)  -/<«)  - ± V A»  { 1 + j 

Für  ein  negatives  A wird  VA3  imaginär,  die  Cunc  erstreckt  sich  also 
nur  bis  zum  Punkte  x — a,  y = 2a.  Es  ist  in  diesem  Falle  immer 
ein  Minimum  vorhanden,  denn  nimmt  mau  das  obere  Zeichen,  so  ist 
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= + VA»  }l  + ~ J 

also  immer  positiv.  Nimmt  man  das  untere  Zeiehen,  so  ist 

/(«+*)— /M  ==—  V*3|l  — 

2 

A kann  so  klein  gewühlt  werden,  dass  “ ^ > 1 wird,  also 

( 2 ) 

— VA3  unter  allen  Umständen  positiv  wird. 


Es  sei  /M  = + 3 \ x — <f{x)  — -lV  tp(x)  = 3. 

Wir  erhalten  ij>'(a)  = V'(u)  — ...  — 0 und  rp'(x)  = — Es  ist 

/(n-j-A) — f(a)  =•  VA  J3  — 10.100n  VM 

Es  ist  hier  für  ein  sehr  kleines  i 3<  10.100nA»,  daher /(a-j-A)— y\«) 
negativ,  für  ein  verschwindendes  A aber  positiv,  also  f\a)  ein 
Minimum. 


Functionen,  in  welchen  Logarithmen  Vorkommen. 

§.  3. 


yx=fKx)  — gp(.r)  4*  ?>(;(•)  log  !<»±y (bxr  — 0)M| 


Es  ist 


dy 

dx 


<p'(x)4-  «k’W  log  I«  + V(A*r  — e)"| 


— rbxrl  !)<(x)  (Axr — c)m 


Ist  — <"  1,  so  wird  für  x — r 

m f 


, o -f  — ® 
b tlx 


flf  y (bxr  — c)“ 

dy 


Wenn  aber  - > 1 ist,  so  wird  erst  ein  späterer  Differential- 
m 

qnotient  unendlich  gross. 

Wir  setzen  jetzt  wieder  in  die  ursprüngliche  Function  statt  x dio 
Grösse  a-\-h  un,l  erhalten: 

/fa-j-A)  = <p(n  + A)4-^(n-fA)log|o±y[A(«t 

/Io-fA)=qp(n)-(-«]p’(«r)A+...-f[<p(o)4-^'(»)A+-]1Ogl« 


i 
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A(«-j-A)r — c = Aar-f-r6ar_1A  -J-  bar~ 2A*— |— ...  — c 

ba'  — e — 0 

Wir  wählen  A so,  dass  rbur~ 5A  Af<r-2A* — , dann  können 

wir 

Afn-j-A)1'  — c = rbttT~1h 

setzen.  Ferner  kann  mau  A auch  noch  der  Bedingung  unterwerfen, 

Jl" 

dass  i M«1)  > rj>  (a)/i-j-  ty"(a)  >)t  Dann  wird 

m 

f(tt-\-h)  = (p(n)-j- qp'(“)  A -f ...  -f-  *K“) log  {o±  V(rAar-1  A)" } 

Für  x — u wird  /(«)  =■  qe(«) -}- V>(n)  Iog^r ; daher 
if(u)  = /t«)— - V’(“)loga 

und  es  ist 

i"  ■* 

A«+h)-f(a)  = </;(c)[log  Jo+y  (rif.'-JA;  “}  — log«]-f  7>'(n)A-f  <p"(a)^ , -f... 

1 » 

= Ü>(er) log j 1 x ~ V (rAar— *A)M  J — {—  qo '(«) A 


J W J W 1 M 

log|l  ± -y<rAor-iA)»J  — + iy(rAa'-lA)“— ;j-j  {V'frA«'-1*)*« } * ± ... 

Wir  unterwerfen  jetzt  A einer  dritten  Bedingung,  dass  nämlich: 

j m Jll 

± - V(rbttr~1h)H  > — — ^ { y{,bar-'h)»\3  ± ... 

Dann  köuucu  wir 

m ^ | m 

log  { 1 i V j =»  + - 
setzen,  uud  wir  erhalten: 

/(n-f-A) — /(«)  = + VlrAor-1A("-f  *) 

Ist  m ]>  n oder  tp(x)  = constans,  so  gibt  das  erste  Glied  den  Aus- 
schlag für  ein  verschwindendes  A.  Ist  aber  t «>»»,  so  müssen  die 
auf  das  erste  folgenden  Glieder  berücksichtigt  werden.  Ist  nun 
/(«-f-A)  — /(«)  fortwährend  negativ,  so  ist  eiu  Maximum  vorhanden, 
ist  aber /(n  + A)— /(«)  fortwährend  positiv,  ein  Miuimum. 


*)  Dabei  ist  das  obere  Zeichen  zu  wühlen,  wenn  die  Function  Iog(l  { A) 
rnthält;  dus  untere  aber,  wenn  Bio  log(l  — it)  enthält. 
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Beispiele: 

y =A*)  = 2x-)-31og  { l + V(x  — 2)*J 
<ly  , Ü (x — 2)~ j _ 2|  1 + Vl/-2?j  Vr— ä-f-2 

» *™  a a 

l + V(x-2)*  V* — 2|1  + V(*-2>*} 

Für  x = 2 wird  ^ = » . In  diesem  Beispiele  ist  <p(x)  = 2x, 

y(x)  = 3,  o = l,  m = 3,  n = 2,  r = 1 und  b — 1. 

Um  zu  entscheiden,  ob  f{ 2)  ein  Maximum  oder  Minimum  ist, 
stellen  wir  uns  folgende  Beziehung  auf: 

/tof  + Ä)— A«)  = 3VA*+2A  = y/iä{3  + 2V/.j 

s 

A kann  so  klein  gewählt  werden,  dass  3 2 y' A wird;  ferner  ist 

yA*  immer  positiv,  also  die  Differenz  /(a-|-A) — Aa ) constant 
positiv,  somit  Ax)  für  x *=*  2 ein  Minimum. 

6 

Es  sei  y = /(x)  = siux  + log {2+y(x— 
tly  <l~  >/ 

Für  x = 7i  wird  = oo  uud  ebenso  -r~i  = *> . Es  ist 
<lx  dx1 

(f{x)  = sinx,  <l>(x)  = 1 etc. 

Wir  erhalten  für  das  Kennzeichen,  ob  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum vorhanden  ist,  folgendes: 

y^o-l-A) — Aa)  “ i y A3 -j- cos n. A A*-j- ... 

5 h 3 

= jy^-/.+3i 
6 

A kann  so  klein  gewählt  werden,  dass  Jy'A3  den  Ausschlag  gibt,  denn 
es  ist,  wenn  A <1  1 ist, 

A3  A5  und  yA3>  y A5  = A 

Wir  haben  also  /Vn-f-A) — Aa ) — i V A3. 

Für  ein  positives  A ist  die  Differenz  positiv,  für  ein  negatives  A 
aber  negativ.  Es  ist  somit  in  diesem  Falle  weder  eiu  Maximum, 
noch  ein  Miuimum  vorhanden. 

Functionen,  in  welchen  cyklometrlsche  Functionen  enthalten  sind. 

i.  4. 

y =A*)  = sp(*)+ tK*)arc(sin  = (uxr — A)1) 

y — <f(x)  -f-  rp(x)  arc  (cos  ==  (axr — h)‘)  etc. 
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Nehmen  wir  den  ersten  Fall,  so  ergiebt  sich 

du  . xrazr~I  il'(z)(azr — A)'_* 

dz  = <)p(l)  + * Marc  (sin  = (az' _*).,  + — ^ __ 

Für  axr  — 4 = 1 wird  = * und  ebenso  die  höheren  Differential- 
dx 

quotienten.  Setzen  wir  wieder 


i/s 


+ 6 


und  substitnireu  in  f(x)  die  Grösse  «t-f-A,  so  erhalten  wir: 

/(«+*)  = v(«) +?>'(«)* +q>"(«)  ^ 

+ [tK«)-H  if»'(o)  A +...]  arc  (sin  = )«(«  + Ä)r  — *!*) 

Es  ist  a(a-{-A)r — 4 = 1 -f-ron1- ’A,  wenn  A so  klein  gewühlt  wird, 
dass  die  übrigen  Glieder  der  Reihe  vernachlässigt  werden  können. 

Wir  erhalten  dann: 

A"  + A)  = <p(a)-\-<j>'(ct)h  -f- ... 

-|-[t/>(<*)-f-Tg'(«)A-|-— ]arc(sin  = (l-j-raor-1A)*) 

Der  letzte  Factor  entwickelt  giebt: 

7t 

arc  (sin  = 1 -^-maar~ 1li)  — (-4i*  — {—  1)  ^ iV( — 2r»aar~1/t) 

wobei  n jede  ganze  Zahl  mit  Einschluss  der  Null  bedeuten  kann. 
Dann  geht  die  Reihe  über  in  folgende: 

/T«+  A)  = <*>(»)  -j-  <p'(a)  A 4- ...  -f  [>(«)  -f-  ^'(cr)  h + V>"(«)  f,  j +...]  (4«+l ) * 
Es  ist  aber  für  x — ct  f(a)  = v(«)+»K«)(4»  + l) somit 


<p(o)  =/(«)  — f(a)  (4»1  + 1)., 


und  wir  erhalten: 


/fo-J-A) — /(«)  = [«p'(«)  — |—  (4«  — {—  1 ) 0 tj*’ («)]  A — J—  V’(of)  y'( — 2n«iar-lÄ) 

+0"<«)+ «!»"(«)  W»  4- 1)  g]  5 ; + 
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Das  Glied  mit  y h wird  bei  verschwindendem  h den  Ausschlag 
geben.  Da  h nur  nach  einer  Seite  niu  variireu  kann,  die  Function  y 
nur  entweder  für  positive  oder  für  negative  h reell  ist,  so  existirt 
bei  h = 0 immer  ein  Maximum  oder  Miuimum.  Die  Entscheidung 
zwischen  beiden  hängt  zunächst  vom  Vorzeichen  des  Factors  tf/(a), 
aber  für  y(a)  = 0 vom  Vorzeichen  der  Grösse 


ab.  Ganz  so  gestaltet  sich  die  Ableitung  bei 

y — qo(j-)  -)-  >|’(x)  arc  (cos  — («xr — b)’) 

nur  erhalten  wir  axr — b = 1 und  arc.  (cos  ■==  1)  = 2«jt,  wo  n wieder 
alle  ganzen  positiven  und  negativen  Zahlen  bedeuten  kann.  Die  Be- 
handlung Eiues  Falles  der  Functionen,  iu  welchen  cyklomet rische 
Functionen  Vorkommen,  mag  genügen. 


Functionen,  ln  welchen  die  bisher  betrachteten  3 Fälle  combinlrt 

Vorkommen. 

§.  5. 

Wenn  bei  dieser  Combination  für  einen  bestimmten  Wert  der  * 
Variabein  nur  Eine  der  Grössen,  welche  durch  Differcntiiren  als 
Wurzel  iu  den  Nenner  kommt,  den  Wert  Null  annimmt,  so  lässt  sieh 
ein  solcher  Fall  mittelst  der  vorhergehenden  Untersuchung  lösen,  in- 
dem man  jene  Grössen  im  Nenner,  welche  für  diesen  Wert  der  Va- 
riablen nicht  Null  werden,  in  ep(x)  und  einbezicheu  kann,  z.  B. 


Ax)  = log  Ja-f-  V \bxa—  e;**}  Y(,yx  — g)*  arc  (sin  = x) 


Soll  untersucht  werden,  ob  für  x =*  1 ein  Maximum  oder  Minimum 
vorhanden  ist,  so  wird  ' ' = x wegen  des  in  der  Function  vorkom- 


menden arc  (sin  = x). 


Man  setze  daher  <p(x)  =»  log  {u-f-y(*x“ — c)"},  ig^k 
und  verfahre  nach  den  schon  angegebenen  Metho 

J 
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Wäre  f{x)  bezüglich  des  Maximum  oder  Minimum  zu  untersuchen 

für  x = <l*  so  würden  wir  wieder  **'!  =*  x erhalten,  wegen  der  iu 
ft  rix 

r 

f{ x)  vorkommenden  Wurzelgrüsse  Y(}>x — q )*•  Man  setze  daher 

m 

<p(x)  — log  j a -f-  V \bxa — c)M,  ip(x)  — arc(siu  «=  r)  und  wende  die 
schon  abgeleiteten  Kennzeichen  an.  Es  verdienen  daher  nur  jene 
Fälle  noch  einer  eingehenderen  Behandlung,  in  welchen  alle  Nenner 
gleichzeitig  für  einen  bestimmten  Wert  der  Veränderlichen  Null  wer- 
den. Es  ist  wohl  selbstverständlich,  dass  es  nicht  nötig  ist,  alle 
möglichen  Combinationcn  besonders  zu  behandeln,  sondern  dass  ein 
paar  Fälle  in  ihrer  Behandlung  den  Weg  angeben  zur  Behandln" 
der  übrigen. 


§.  C. 

Es  sei  gegeben 

m 

f[x)  =»  qp(j-)  -f- 1 pt(r)  arc  (sin  = ^ xP)  -f  Y {axQ  — b)"  + 

r 

+ '/’s (*)  log  | e + y (arV  — b)*  I 
P 

Für  x = 1 — a werden  sämmtliche  Wurzeln,  welche  die  Differen- 

f a 

tialquoticnten  im  Nenner  enthalten,  Null,  und  die  I>ifferentialquctienten 
selbst  unendlich  gross.  Um  eine  solche  Function  bezüglich  des  Maxi- 
mum oder  Minimum  zu  untersuchen,  verfahren  wir  auf  folgende  Weise: 
wir  setzen  in  die  ursprüngliche  Function  für  x die  Grösse  « — {—  A und 
entwickeln  daun  <p(n-{~A),  tp,(«-j-A),  -(—  A)  und  tg3(o-}-A)  nach 

dem  Taylor’schcn  Satze,  was  immer  möglich  ist,  weil  q>(x),  t)’j(j-), 
i i>»(x)  und  t/J9(x)  für  x — « endlich  und  stetig  bleiben.  Die  tg  Func- 
tionen sollen  ausserdem  für  x — n auch  noch  von  Null  verschieden 
sein. 

Unter  dieser  Voraussetzung  erhalten  wir: 

/(n-fA)  =>  <p(o-f  A)-f-  «p,(«  + Ä)arc(sin  = £(«-{- A)?)-{- 

m r 

— |—  A)  (« («-j— A)t*  — log  {e  + y(a(«4-A)P—  A)*| 


h kann  so  klein  gewählt  werden,  dass 

o(«-(-A)e  — b—  pner?-1  h und 

, (n  -f-  li)c  •«  1 -{-  9 £ oP— 1 A 
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wird.  Ferner  ist  für  ein  verschwindendes  h ohne  merklichen  Fehler 

arc(siu  *=  (l-)-p  ‘a<!~lli))  = ± j/- — 2p^  nf_IA 

Dann  geht  /(«— J— A)  über  in: 

/(«-(- A)  = <jr(or)-j- qp'(o) Ä -f- qp"(o)  .,,4  — 

+ [<i'i(")  + ^i'(o)A-f>|’1"(a)^!  4 ...]r_(D'+l)  * ± y—2p  “ oC->  A] 

;,2  “ 

4 [>*(")  4 ^s'(“) * 4 V»s"(o)  ot  4 -]  l‘)H 

h*  r -- 

4 Oa(«)4  V'3'(«)A  4 ^’s"(«)  2;  4 ...]log{c+  V (i>naC-»  A)*J 

A kann  ferners  auch  noch  folgenden  Bedingungen  unterworfen  werden : 
^i(«0  > ’f's'f«) * + «/’*''(«) fl,  + ... 

%(<*)  > ta  (.«)>>  4 4 ... 

für  x = 0 erhalten  wir: 

/(«)  — <p(«)  + (4»  + l)  y V’3fft)logc  daher 

n 

cp(ci)  =*/(«)  — (4»  -fl)  r,‘  «’*(«)  — tsMluß* 


Setzen  wir  diesen  Wert  von  qr(«)  in  die  Reihe  für  /(«-fA)  mit  Be- 
rücksichtigung der  vorstehenden  Ungleichungen,  so  erhalten  wir  nach 
gehöriger  Zusainnicuzichung  für  «f',ar  ■=  U 

•n  | r 

/■(o-f-A)  — /(«)  — 1 /•*(“)  V tpnuC-ViJ«  4*  V’3(tt)  logjl  -J-  ^ > (poerf -IA;,J 

4 O'H  4 (4»  4 1)  o v'(«) ] * 4 ••• 

1 r — 

Entwickeln  wir  wieder  logjl 4 > (poae— *A  *j  in  eine  Reihe  uach 

Potenzen  der  Wurzelgrösse  und  nehmen  für  eiu  verschwindendes  A 
nur  das  erste  Glied,  so  ist 


1 r 

logjl  4 „ > («oat'-’A/j 


1 r. 

- V (pottC- *A)* 


und  es  ergiebt  sich  schliesslich; 
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/(«-j-A) —/(«»)  — y(paaP_1A)"+“ (pooP-1/*)* 

+ <>>'(")*  + ... 

Ist  m > n oder  r > * oder  treffen  beide  Ungleichungen  gleich- 
zeitig ein,  so  kann  das  Glied  mit  h vernachlässigt  werden;  ist  aber 
m < n und  r < * so  muss  das  Glied  mit  h berücksichtiget  werden, 
die  weiteren  Glieder  haben  keinen  Einfluss. 

Ist  nun  /(«-}- /i) — /(<*)  fortwährend  negativ,  so  ist  ein  Maximum, 
ist  f(a-\-h) — f(a)  fortwährend  positiv,  so  ist  ein  Minimum  vorhanden. 
Beispiel. 

Es  sei 

f(x)  _ 3*- i'^+1  -flogjlO-  Vi+T 1, 
man  untersuche,  ob  f{x)  für  x = - — 1 ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 

Es  ist  hier  q>(x)  = 3x,  4>*(x)  = — 1,  i/>3(x)  = 1)  <p'( *)  — 3 und 
i t>,(x)  = 0.  Wir  erhalten  für  das  Kennzeichen  eines  Maximum  oder 
Minimum 

f («  + A)  — /(«)  — — V A -f  ^ V A 

h darf  hier  nicht  negativ  genommen  werden,  weil  /(x)  für  Werte 
welche  kleiner  als  — 1 sind,  imaginär  wird.  Das  Glied  mit  h (in  der 
allgemeinen  Formel)  können  wir  ganz  vernachlässigen,  weil  die  Wurzel- 
exponenten in  beiden  Ausdrücken  grösser  sind,  als  die  Exponenten 
der  Radikande. 

3 1 

Für  ein  verschwindendes  h ist  immer  — y ’h  > ^ y h folglich 

die  Differenz  f(a-\-h) — /(a)  immer  negativ,  daher  ist  f(x)  für  x=  — 1 
ein  Maximum. 

Wir  wollen  noch  den  folgenden  Fall  untersnehen. 

m r 

/(x)  — <p(x) -J-  t/)(x) arc (sin  — TxC)y‘(ax(' — b)"  log{e-j-V(axe  — öj*  j. 
e _ 

Für  x = \/\  =*  « werden  sämmtliche  Nenner  in  den  Differen- 

tialquotientcn  von  /(x)  Null.  Wir  setzen  wieder  in  /(x)  statt  x die 
Grösse  a-\-h  und  verfahren  wie  früher 


Digitized  by  Google 


G ruber:  Ein  Beitrag  zur  Theorie  de. i Maximum  und  Minimum.  429 


/U<  -f  A)  = $(«-}-*)+  *)arc  (^iu  "=  (ft-f~*)(,^jVla(tt+/i)<*-6)"X 

r 

log{r-|- V,(a(n-j~*)1' — A)*i 

Für  ein  verschwindendes  A können  wir 
arc(siu  =>  ^(a-J-A)e)  = arc(siu  ■=  (1  -j-p  ^“f_1  *))  = (4n-(-l)  * 


»»  ui 

y(a(«-)-A)e  — i)H  = y^pdop- 'A)"  und 

r 

y(n(o-j-A)'1  — A)*  ==  y(paa('-1  A)*  setzen. 


Für  r — a wird  /(«)  — ?(«)  und  wenn  wir  wieder  in  Reihen 
entwickeln,  ordnen  uud  gehörig  zusammeufassen,  so  erhalten  wir: 

n »> r _ _ 

/■(“  + *)— •/(«)  =*  1)  „>  (paar- ‘A)M log jc-(->  (paaC-  'A)*i  + 

-f  y’(o)A-j-ij)"(of)  -f  ... 

Es  ist 


l«g!c+y(part<'-1A>J 


y(pfinr_1  A)*  jy(pnoe-iA)*}  * 
logH f*  — ._v3 r 


Bei  verschwindendem  A wird  das  erste  Glied  den  Ausschlag  geben, 
so  dass  wir 

r 

l0g|c+y(p„oe-.A)*|  = löge 

setzen  dürfen.  Dann  erhalten  wir: 


f(a-\-h) — /(o)  *=>  (4n-{-l)  .>,i’(<,)logey(paoC-1A)B-)- ^>'(tr)A-[- ... 

Ist  »»>*»,  so  genügt  zur  Entscheidung  das  erste  Glied;  ist  aber 
m<^»,  so  muss  auch  noch  qp'(n)A  berücksichtigt  werden. 


Findet  mau  /(«-J-A)— /(«)  constant  negativ;  so  istfürx=*o 
ein  Maximum  vorhanden;  ist  diese  Differenz  aber  coustaut  posi- 
tiv, ein  Minimum.  Kanu  jedoch  durch  die  Wahl  von  A diese  Diffe- 
reuz  sowohl  positiv  als  auch  negativ  gemacht  werdeu,  so  hat  /(x)  für 
t “■  « weder  ein  Maximum  noch  eiu  Minimum. 


Fasst  man  das  Ganze,  was  Uber  die  sogenannten  Ausnahmsfälle 
der  Taylor’schen  Reihe,  in  Betracht  gezogen  wurde,  zusammen,  so 
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ergiebt  sich  folgendes:  man  nehme  in  der  gegebenen  Function  einer- 
seits jene  Ausdrüke  zusammen,  welche  in  den  Differeutialquotientcn 
der  Taylor’scbcn  Reihe  in  den  Neuner  kommen  und  für  einen  be- 
stimmten Wert  von  x = « Null  wcrdcu,  und  andererseits  jeue  Aus- 
drücke , welche  für  diesen  Wert  endlich  und  stetig  bleiben.  Daun 
setze  man  in  die  ursprüngliche  Fuuctiou  überall  statt  x die  Grösse 
o-j-A,  wo  h verschwindend  klein  zu  nehmen  ist  und  entwickle  alles 
nach  Potenzen  von  A,  bilde  sich  den  Unterschied  /(o-j-A)  — /"(«)  uud 
sehe  nach,  ob  für  jedes  Zeicheu  von  A diese  Differenz  entweder  cou- 
stant  positiv  oder  constaut  negativ  ist.  Im  ersten  Falle  erhalt  mau 
ein  Minimum,  im  zweiten  ein  Maximum.  Kann  aber  /(a  + A) — f(°) 
beliebig  positiv  oder  negativ  gemacht  werden,  so  ist  weder  ein  Maxi- 
mum noch  ein  Minimum  vorhanden. 

Wenn  Untersuchungen  über  das  Maximum  oder  Minimum  eiuer 
Fuuction  mit  einer  Variablen  gemacht  werden,  so  siud  die  betreffen- 
den Werte  aus  der  Gleichung  ^ = /'(*)  — 0 zu  ziehen,  und  es  muss 

die  Bedingung  erfüllt  sein,  dass  der  erste  nicht  verschwindende  Diffe* 
rentialquotient  von  gerader  Ordnung  sei.  Diese  Bcdiuguug  braucht 
aber  bei  den  Ausuahmsfallen,  wie  sie  hier  erörtert  worden  siud,  nicht 
erfüllt  zu  sein. 

Functionen  mit  2 und  mehreren  Veränderlichen. 


Wenn  eine  Fuuction  z = f(s, g)  gegeben  ist,  so  werden  bei  der 
Untersuchung,  ob  j ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  die  Werte  aus 
den  Gleichungen 

dz  5z 

•--  = 0 und  2=0  genommen. 
px  cg 


Es  können  aber  auch  bei  gewissen  Formen  der  Functionen  Werte 
genommen  werden,  für  welche  entweder  nur  der  eine  oder  der  andere 
dieser  Different ialquoticnten  oder  beide  zugleich  unendlich  gross  wer- 
den, so  dass  wir  folgende  Gleichungen  bekommen: 


dz 

dz 

= 0 

V = 0, 

7,— 

cx  ’ 

8z  n 

02 

8x  ~ °’ 

= 00 

5z 

oz 

— 0 

5s  = 

h 

5z 

dz 

r-  = 00  , 

— 

= 00 

CX  ’ 

oy 
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Weuu  z = f(s,  y,  u)  gegeben  ist,  so  können  wir  aus  folgenden 
Gleichungen  Werte  ziehen,  welche  z zu  einem  Maximum  oder  Mini- 
mum machen  sollcu. 


Bz  _ 

o, 

Bz 

Bz 

«=  0 

Bx 

Sy 

cs 

0, 

Bu 

Bz 

o, 

Bz 

o, 

Bz 
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=s 

^ - 

= QC 

cx 

Sy 

cu 

dz 

0, 

Bz 

»5 

CZ 

= 0 

Bx  - 

Sy 

®> 

n“ 

CU 

* 

cz 

Bz 

0, 

Bz 

= 0 

Bx 

». 

Sy 

=== 

Bu 

Bz 

o, 

Bz 

Bz 

Bx 

Ä“ 

aas 

*1 

— 

=■  oc 

oy 

cu 

Bz  _ 

rs 

vz 

0, 

Bz 

Bx 

oo, 

Sy 

“ 

du 

= 00 

Bz 

Bz 

Bz 

— 0 

Bx~ 

Sy 

*» 

Bu 

Bz 

Bz 

Bz 

Bx 

Bu 

= 00 

Je  grösser  die  Zahl  der  Veränderlichen  wird,  desto  grösser  wird 
die  Auzahl  der  Gleichungen,  aus  denen  man  Werte  für  ein  Maximum 
oder  Minimum  ziehen  kann.  Es  muss  auch  hier  bemerkt  werden, 
dass  nicht  gerade  die  ersten  Differentialquotieutou  für  bestimmte  Werte 
den  Veränderlichen  unendlich  gross  werden  müssen,  sondern  es  kann 
dies  erst  in  den  späteren  Differentialquotienten  eiutreffeu  und  dass  es 
dann  für  die  Untersuchung  ganz  gleichgiltig  ist,  von  welcher  Ordnung 
die  Ditfcreutialquotieuten  sind.  Wenn  diese  Fälle  eintreteu,  so  kann 
nach  der  gewöhnlichen  Methode  nicht  mehr  entschieden  werden , oh 
für  die  in  Betracht  gezogenen  Werte  der  Variablen  die  Function  ein 
Maximum  oder  Minimum  wird,  weil  die  Taylor’scbe  ltcihe  nicht  mehr 
anwendbar  ist.  Die  Differentialquotieutou  werden  auch  hier  nur  un- 
endlich gross  werden,  wenn  in  der  gegebenen  Function  ein  Logarith- 
mus, eine  Wurzelgrössc  oder  eine  cyklomctrische  Fuuction,  wie  in 
§.  1.  auseinaudergesetzt  wurde,  Vorkommen.  Auch  bei  mehreren  Ver- 
änderlichen kann  das  Verfahren  eingeschlagen  werden,  welches  wir 
für  Functionen  mit  einer  Variablen  gezeigt  haben. 

Mau  Bubstituirt  in  der  gegebenen  Function  für  jene  Werte  von 
x — a und  y = 6,  welche  die  Differentialquotieuteu  unendlich  gross 
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machen,  Werte,  welche  von  x = a,  y = b sehr  wenig  verschieden  sind, 
entwickelt  das  Ganze  nach  Potenzen  der  sehr  kleinen  Aeuderuugen, 
briugt  Alles  auf  die  einfachste  Form  und  sieht  ob  der  Functions- 
Wert  bei  dieser  Substitutiou  beständig  grösser  oder  kleiuer  wird 
als /(«,  J, ... ).  Im  ersten  Falle  ist  ein  Minimum,  im  zweiten  ein 
Maximum  vorhanden.  Trifft  aber  keiner  der  beiden  Fälle  ein,  so  ist 
weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  vorhanden.  Als  Wegweiser 
dieses  Verfahren  mögen  ein  paar  Fälle  hier  durchgeführt  werden. 

m 

* = /■(*•,  y)  = 1K-r!  y)  VW  — i>)M 

r 

Man  soll  untersuchen,  ob  für  x ■=  = o,  y = e,  z zu  einem 

Maximum  oder  Minimum  wird. 

cz 

Für  * = a wird  —<x,  wenn  ist:  wenn  m <T  n ist,  so 

cx  ’ 

wird  erst  eiu  höherer  Differentialquotient  unendlich  gross. 
und  ty(x,y)  seien  für  * = «,  y = c endlich  und  stetig,  ty(x,y)  sei 
ausserdem  von  Null  verschieden.  Wir  setzen  in  die  ursprüngliche 
Function  statt  x und  y die  Grössen  a-f-A  und  -c-j-fJA  ein,  wobei  1 
und  ßk  beliebig  klein  vorausgesetzt  werden,  ira  übrigen  aber  gam 
willkürlich  sind.  Wir  erhalten  daun: 


fll 

f(a -j- h,  e -f  - ßk)  = Ä,  c+|3/<)  + 4»(«-f  A,c-f  ßk)V(al<i+T)'^  W 
Für  ein  verschwindendes  h ist: 


V — b)H  = V {raar~lh)n 

Somit  ergiebt  sich  nach  der  Taylor’sehen  Reihe  entwickelt: 


A«  + h , c+ßh) = c)+ 


c*<P  , eip. 

2 r h r 

r«  oc 

röip  , 8v 


A+|] 


wu  «a 

U+g-P 

Ca*  1 cacc  Cc* r 


**+- 


+ {*.,  0 + [£+2>]  a+^P  + - j j 


h kann  nun  so  gewählt  werden,  dass 


c)  > 


H’  | 8iP  o 
da  T-  de  P 


A + 


ca-  * 


/,s  + 
2!-r  • 


Für  * = a,  y = c ist  /(a, c)  = qp(a, c)  und  wir  erhalten: 


/(a-(-A,c+/J/i)— /(a,c)  = »{>(a,c)  l/(roar-1A),,+ 


. C*'T’  o 
ca+^ 


*+- 
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Ist  »»>»,  so  geuügt  schon  das  erste  Glied  if/(n,c)y'(/-aar-1A>“.  Wenn 
aber  m<^n  ist,  so  muss  noch  das  Glied  mit  h berücksichtiget  wer- 
den, die  Glieder  höherer  Ordnung  haben  keinen  Einfluss  mehr.  So 
erhalteu  wir  dann  ganz  allgemein  folgendes  Kennzeichen. 


M 

f(«-\-h,c-\-ßh)—f(a,c)  = t£i(n,  <•) Y (r<»nr_1A)"  -f- 


C<p  3<p 

da  *" ce  " 


h 


Ist  diese  Differenz  für  jede  beliebige  Wahl  des  Zeichens  von  A 
negativ,  so  ist  f(u,c)  ein  Maximum;  ist  sie  aber  positiv,  so  ist 
f(a,c)  eiu  Minimum. 


Beispiel:  * = l + '<*)* 

Es  ist 


dz 

Bx 


4x 


By 


Cä 

^us  Bx  “ ^ ulu*  By  “ ^ Kulten  w>r  die  Werte 
* = 0 und 

(y  = o 
' y = i Yb 

Wir  erhalten  aber  auch  Werte  aus  den  Gleichungen 


und  zwar: 


Bz  Bz 

r = od  und  - = 0 
dr  cy 


± vX 


I y = 0 
* y =*  ± V* 


Für  diese  Werte  soll  untersucht  werden,  ob/%r,y)  ein  Maximum 
oder  Minimum  wird. 


Unser  Kennzeichen  ist  folgendes: 


f(aJrK  e-j-/3A)  —/■(«,  e)  =-  t(>(«,  r)v'(ra«r-1AJM 
Da  m > n ist,  genügt  dieses  Glied.  Es  ist 

V(*»  y)  — 1 + (*  — ys)*  und  y(x,  y)  *=  1,  also 

+ c+ßh)  — /(«.  c)  — Y ( 2V« A)*. 


T*U  LI 


28 
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Diese  Wurzel  ist  unter  allen  Umständen  positiv,  also  ist  für  r = ~ y<i, 
y — 0 die  Function  2 = 1 -f~ r>i  ein  Minimum  und  ebeuso  für  x=  + y'a 
V ■=*  i V*  ist  2 = 1 ein  Minimum. 

Ein  zweiter  Fall  wäre  folgender: 

»•.  S 

*“/(*»»)  — ¥>(*,  v)  + y)  Y (<«’  — h "+ tf'sO'S  y)Y ( pyv  — </)■“ 
r r e - 

Für  x = “ « und  y — = j*  werden  die  partielleu  Diffe- 

rentiul<iuotienten  irgend  einer  Ordnung  unendlich  gross. 

Wir  setzen  wieder  in  die  ursprüngliche  Function  statt  x und  y 
die  Grössen  «-}-/'  und  y- \-ßh  und  erhalten 


A«+Ä),  H- ßh)  = v(«+A»  )'+^)V(“(«+A)r— *)“+ 

* 

y-rßh)\(p(y-jrli/i)*  q)* 


ccp  vcp 


f[a+h)y+ßh)  = V(«,  + 


+!*,(«,  y)+|e„  4-  -8y  ßj 


3ü’,  . eig, 


/«+...}V(o(« + *)«■  — A)" 

H<,*(«tiy)+[  -pa  + f7j,‘^]/,  + ••I  v(7'(;--f  ßty’—q)* 


h kann  immer  so  gewählt  werden,  dass  folgende  Bedingungen  erfüllt 
sind 


’/’ita/')  > 

v s (°sy) > 


dtp,  8il>, 

Ca 


dy  H h + [ 8«*  + “ dcdy  ß + ~8f  ß J 2”!  + - 


5i(’j  . oty.  . 

du  + dy  Pj 


p-if« 


, ,,  e-«’,.  dH’*  1 A3 

da*  ‘ “3orS)r  ' dy*  ^ 

«»  tu 

\ («(a-p/'F — A)n  = Y (ra  ar~ *A)M 
» » 

VflKy+W?— «)'“  = Yipyy^ßÄjM 

Mit  Berücksichtigung  vorstehender  Bedingungen  ergiebt  sich 

rß2ij> 


A«+*,y+^*)  = <p(«,  y)+ 


!:+!?}■+ 


0-m  av  t.->  ** 

c«*+-ana/+Vij2fr  - 


y)V(ra«,“1Aj"4-i|»t(«1  y)  V(®P  (^A)y*’- 1y* 
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Für  x «=  «,  y =■  y ist  /"(er,  y)  = qp(nr,  y)  und  wir  erhalten  schliess- 
lich, weuu  wir  die  Glieder  zweiter  Ordnung  für  eiu  verschwindendes 
h vernachlässigen 


H-0A)  — f {a,y)  = y)Y(ep}*-  *f ihy 


+ 


r%+s?ß 


Ist  m^>«  und  s^>  y,  so  kann  das  Glied  mit  h ganz  vernachlässigt 
werden  und  wir  erhalten  für  das  Kennzeichen  eines  Maximum  oder 
Minimum 


W »• 

/t«-f  ä,  y+ß h)—f(a,  y)  = y)  Y (raa‘-'h)“  + y)Y ( Qpyi'^ßh)^ 

Ist  diese  Differeuz  beständig  negativ,  so  ist  ein  Maximum,  ist  sie 
beständig  positiv,  so  ist  ein  Minimum  vorhanden.  Ist  nur  Einer 
der  Wurzelexponenten  grösser,  als  der  Exponent  des  Radicandes, 
etwa  m^>n  aber  #<lp,  so  hängt  die  Entscheidung  nur  vou  einem 
Gliedc  ab.  weil  h immer  so  klein  gewählt  werden  kann,  dass  das  Glied 
mit  dem  kleinsten  Exponenten  von  h den  Ausschlag  giebt.  In  diesem 
lalle  wäre 

tu 

/Ia+A,y-f  ßlt) — /(ff,  y)  = »!•*(«,  y)  Y (ranr—l/i)n 

Ist  aber  m n und  « <^  p , so  muss  auch  das  Glied  mit  h berück- 
sichtigt werden. 


/!«+/< , y-\-ßi<) — y) 


/)  Y (QpyQ-1ßh)f‘ 

r Sw 


+ 


da 


i C(PR 


Ist  m = und  r — p+1,  so  ist  h gemeinsamer  Factor  des  ganzen 
Ausdruckes  und  es  ist  in  diesem  Falle,  wenn  durch  die  Bedingungen 
der  Aufgabe  das  Zeichen  von  h nicht  beschränkt  ist,  weder  ein  Maxi- 
mum noch  ein  Minimum  vorhaudeu.  Ist  m aber  um  mehr  als  eine  Ein- 
heit kleiner  als  « und  ebenso  * um  mehr  als  eine  Einheit  klciuer  als  p, 
so  ist  h die  niederste  unter  den  verschiedenen  Potenzen  von  h und 
Ö $ 

es  muss  daun  natürlich  g ■ -f-  „ ß Berücksichtigung  tiudeu,  uud  es 

ist,  wenn  h bezüglich  des  Zeichens  beliebig  gewählt  werden  kann, 
weder  eiu  Maximum  noch  ein  Minimum  vorhanden. 


Diese  zwei  Fälle  genügen,  um  als  Richtschnur  für  die  Behand- 
lung anderer  Fäljo  zu  dienen. 


as* 
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XXXIX. 

Die  Lehre  vom  Grössten  und  Kleinsten, 
als  Zweig  des  mathematischen  Unterrichts  an 
höheren  Schulen. 


Von 

Herrn  L)r.  Heilermann, 

Direktor  der  Ucnlschutu  in  Kissen. 


§.  1.  Wenn  eine  Function  f(x)  von  einer  Veränderlichen  aus 
zwei  Factoreu  besteht  und  der  eine  ein  vollständiges  Quadrat  ciuer 
liuearen  Function  der  Veränderlichen  ist,  so  ist  im  Allgemeinen  null 
ein  Maximum  oder  Minimum  der  Function  f\x). 

Es  sei 

1)  f(r)  -■=  (x  — ct)2.g(x). 

Setzt  man  darin 

* = er  — d,  so  entstellt  f{a  — d)  — dä.</( o — d), 

x — a,  „ „ f(n)  = O.g(a)  ■=  0, 

* = « + i,  » „ /'(n  + ä)  = dä.0(a-f  d). 

Wenn  mau  nun  die  willkürliche  Grosso  <5  sehr  klein  auuimmt,  so  sind 
die  drei  Argumente  n — d,  «,  n-f-d  und  mit  denselben  auch  die  drei 
Functionswerte  g(a—ä),  g(a),  g(a-\-d)  nur  wenig  von  einander  ver- 
schieden. Diese  Fuuctiouswerto  sind  daher  im  Allgemeinen  entweder 
alle  drei  positiv  oder  alle  drei  negativ,  und  nur  als  Ausnahme  ist 
der  Fall  in  Betracht  zu  ziehen,  dass  zwischen  denselben  ein  Zeichen- 
wcchsel  statttindet. 

Wenn  erstens  die  Werte  g{a  — d),  g(rt),  fl(ct-j-d)  alle  drei  negativ 
sind,  so  sind  nach  den  obigen  Gleichungen  auch  von  der  Fuuctiou  f(x) 
die  Werte  /"(«  — d)  und  /'(«+  d)  beide  negativ,  und  daher  ist  der 
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zwischenliegendo  Fanctionswert  f(a)  = 0 grösser  als  f(a  — 6)  und 
auch  grösser  als  /X«  + <5);  d.  h.  die  Function  f(x)  erreicht  bei 
der  Veränderlichen  x *=*  a das  Maximum  f(a)  = 0,  wenn 
?(n)<0  ist 

Wenn  zweitens  die  Werte  g(a — <5),  g(n),  <7(«-f-<5)  alle  drei 
positiv  sind,  so  sind  nach  den  obigen  Gleichungen  auch  von  der 
Function  f(x)  die  Werte  /'(« — <S)  und  /’(«-f-<5)  beide  positiv,  und 
daher  ist  der  zwischeuliegcnde  Functionswert  /'(«)  — 0 kleiner  als 
/\n  — ö)  und  auch  kleiner  als  /'(«-j-d);  d.  h.  die  Function  f(x) 
erreicht  bei  der  Veränderlichen  x = « das  Minimum 
f(a)  — 0,  wenn  g(a)  > 0 ist 

Wenn  drittens  die  Functiouswcrtc  g(a  — d),  g(a ),  0(a-|-<5),  ins- 
besondere g(a — d)  und  j(i»-(-d)  verschiedene  Vorzeichen  haben,  so 
geht  die  Function  gU)  entweder  wachsend  oder  abnehmend  durch 
null,  wenn  ihre  Veränderliche  x von  « — d bis  n-j-d  wächst.  Da 
aber  die  Grösse  d beliebig  klein  gewählt  werden  kann,  so  muss  dio 
Function  g{x)  den  Wert  null  gerade  bei  der  Veränderlichen  x = re 
nnuehmeu,  oder  es  ist  </(<*)  = 0,  weuu  nicht  bei  dem  Werte  x = a 
dio  Stetigkeit  der  Function  g(r)  unterbrochen  ist.  Der  Functions- 
wert /■(«)  = 0 ist  somit  weder  ein  Maximum  noch  ein  Mi- 
nimum von  f(x),  wenn  //(o)  = 0 ist 

Auch  auf  eine  Function  von  allgemeinerer  Form 

2)  ft?)  = /■(«)+(*— «)•/!(«)+$(*— “)*?/*(*), 

in  welcher  /i  und  die  Zeichen  von  zwei  mit  f(x)  zusammenhängen- 
den Functionen  sind,  und  « ein  willkürlicher  Wert  von  x ist,  können 
die  vorstehenden  Schlüsse  leicht  ausgedehnt  werden.  Bestimmt  man 
zunächst  die  Grösse  a so,  dass  dadurch  der  Gleichung 

fi( «)  = 0 

genügt  wird,  und  setzt  diesen  Wert  oben  ein,  so  ist 
f(x)  = /■(**)-+-  $(*—«)*•  /*(*)• 

Dicso  Function  aber  unterscheidet  sich  von  der  obigen  Form  1)  nur 
durch  den  unveränderlichen  Summanden  /'(«);  daher  ist  auch  hier 

f(a)  ein  Maximum  von  f(x),  wenn  /i(«)  = 0 und  ft(n)  < 0, 

/■(«)  „ Minimum  „ f(x) , „ /",(«)  = 0 „ /i(«)  >•  0, 

f(a)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  von  f(x),  wenn 
/■j(a)  = 0 und  auch  fa(a)  = 0. 

Wenn  mau  nun  in  der  obigen  Gleichung  2)  die  Functionswerte 
/■j(a)  und  /i(«)  als  erste  und  zweite  Ableitung  des  Functions- 
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wertes  /■(«)  bezeichnet,  so  erhält  man  für  die  Bestimmung  des 
Maximums  uud  Minimums  der  Function  f(x)  folgenden  Ausdruck. 

Von  einer  Function  f(r)  ist  der  Functi  o ns  wert  f\a) 
ein  Maximum,  wenn  die  erste  Ableitung  desselben  ft(a) 
gleich  null  und  die  zweite  fa(a)  negativ  ist;  derselbe 
Functionswert  f(a)  ist  ein  Minimum  von  /'(x),  wenn  die 
erste  Ableitung  desselben  /i(«)  gleich  null  und  die  zweite 
/■„(«)  positiv  ist;  derselbe  Functionswert  /"(«)  ist  weder 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum  von  /'(x),  wenn  die  erste 
Ableitung  desselben  /',(«)  gleich  null  uud  die  zweite  /"*(«) 
auch  gleich  n ull  ist. 

§.  2.  Da  nach  dem  Vorstehenden  für  eine  Function  /'(x)  von  der 
Form  2)  leicht  entschieden  werden  kann,  ob  /'(«)  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  oder  aber  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ist, 
so  ist  für  ilie  Functionen  von  einer  Veränderlichen  zunächst  die  Auf- 
gabe zu  lösen,  den  einfachen  Functionen,  welche  als  Glieder  einer 
zusammengesetzten  Function  in  der  Elementarmathematik  Vorkommen 
können,  die  Form  2)  zu  geben. 

1)  Es  sei  erstens 

f(x)  = ct0 -t-ojir-j-rija;2 o«  x“ 

eine  Function,  deren  Glieder  die  Veränderliche  x nur  als  Base  von 
Potenzen  mit  positiven  ganzen  Exponenten  enthalten.  Setzt  man 
darin  «-|-(x — «)  statt  x,  so  enstcht  durch  die  Entwicklung  der  ein- 
zelnen Potenzen 

«o  = °o» 

fljX  — fl,n-j-(a:  — 

a.>xr  — -j-  (x  — ct)  2o2k  -f-  4 (x  — «)*.  2fla, 

«3x3  = fl3«3-|-  (x  — r<)  j (x  — fl)2.  [Goj«-)-  2aa  (*—«)], 

fljX4  = fl4K4-f-(x — n)4ff,jn3-(-  J(x — fl)2[12fl,r<2-|-8fl.,n(x — a)-\-2at(x — n)2], 

a„xu  — a^t”  -j-  (x  — a)  n fl««’1-1  -f-  i (x  — n)2  X 

2^  a,,*"--  + 2 ^”)fl1(n»-3(x— «)  + ...  2^fl„(x  — 

Durch  Summirung  dieser  Gleichungen  erhält  man  die  Fuuction  f(x) 
in  der  Form 

/■(x)  = /'(«H-(x  — n). /■,(«)  + i(x  — nj’/'yfx), 
und  darin  ist 
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/■(<*)  “ + + 

/j(«)  = + + + 

f%{r)  = 2na  -f-  6n:,n  -f- 1 2a4os  -f-  ...  -}-  n (n — l)o„fiw_2 

+ *1  (x  — «)  + **(*  — <*) 3 + - + f’n -2  (x  — o)“-2, 

wenn  man  zur  Abkürzung  in  der  Fuuetion  ft(x)  die  Summe  der  Coef- 
ficientcn  von  (x  — «),  (x — n)1  u.  s.  w.  mit  J,,  i2  u.  s.  w.  bezeichnet. 

Man  erhält,  wie  diese  Darstellung  zeigt,  aus  dem  Func- 
ticinswertc  /'(o)  die  erste  Ableitung  desselben,  nämlich 
/](a),  wenn  man  vor  jedes  Glied  den  Exponenten  von  « 
als  Coeffieienteu  setzt  und  den  Exponenten  als  solchen 
um  eins  vermindert. 

Ferner  ist 

/'.( r<)  = 2<j»-(-6aj«-(-12ajns-(-...  -j-»(n — l)n„n,,— 2, 

mithin  ist  diese  zweite  Ableitung  des  Functiouswertes  f(a)  aus  der 
ersten  f^a)  eben  so  gebildet,  wie  die  erste  ans  dein  Fuuctionswerto 
selbst. 

Die  vorstehenden  Ergebnisse  sind  auch  auf  solche  Functionen 
anwendbar,  in  welchen  die  Veränderliche  nicht  ausschliesslich  als 
Base  unter  ganzen  positiven  Exponenten  steht,  denn  die  binomische 
Entwicklung,  welche  denselben  zu  Grunde  liegt,  führt  unter  der  Vor- 
aussetzung von  negativen  oder  gebrochenen  Exponenten  zu  convcr- 
gireudeu  Reihen,  da  diese  nach  Potenzen  der  Differenz  (x — a)  fort- 
sehrciten  und  (x — «)  beliebig  klein  gewählt  werden  kann.  Daher 
ist  z.  B.  für  die  Function 

i 

g(x)  — ax~m  -\-bxn 
von  dem  Functionswcrtc  g{a) 

<7,(«)  ™ — nioa- bau  , 

g.(tt)  — m(m  4- l)n«— m— 24- - ( - 

1 ‘ n \n 

dio  erste  und  zweite  Ableitung. 

2)  Wio  die  binomische  Reihe  zu  der  für  die  Unterfindung  der 
grössten  und  kleinsten  Werte  einer  Function  erforderlichen  Umfor- 
mung führt,  wenn  die  Veränderliche  in  der  Function  nur  als  Base 
von  Potenzen  unter  unveränderlichen  Exponenten  enthalten  ist,  so 
genügen  dio  übrigen  Reihen  der  niederen  Analysis  für  dio  übrigen 
Fuuctionen  zu  demselben  Zwecke. 


\ '-2 
1 Ua" 
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a)  Um  die  Function  des  natürlichen  Logarithmen 
f{x)  = log  fl.  x 

auf  die  Form 

/■(*)  = /■(*)+(*  — “)-/i(“) +$(*  — “)*  •/*(*■) 

zu  bringen,  setze  man  «-(-(as — «)  statt  x;  dadurch  entsteht 
logw.x  = log». (a-f-(x  — «))  = log«,  «-{-log».  ^1  -(-  ~~a  > 


also  nach  Einsetzung  der  logarith mischen  Reihe 


logH.i  = log»«-[-(x — c<).^  — \(r — n) 


1 


2(x — n)  2(x — dt)3 

Oer*  ‘ 4 ct 1 


Nun  erhält  man  durch  den  Vergleich  dieser  Darstellung  mit  der  vor- 
hergehenden, dass  zu  dem  Functionswerte 


die  Functionswertc 
und 


/'(<*)  = log«.« 

/,(•)-; 

«*>— i. 


als  erste  und  zweite  Ableitung  angehören. 

Zu  beachten  äst  hier,  dass  die  zweite  Ableitung  /"s(«)  aus  der 
ersten  f^a)  nach  der  oben  in  §.  2.  entwickelten  Regel  gebildet  wird. 

Bezüglich  des  gemeinen  Logarithmen  bedarf  es  keiner  besonderen 
Untersuchung  der  Ableitungen,  da  diese  sich  aus  dem  bekannten  Zu- 
sammenhänge 

log  v . x = log  v . e . log  n . x 

und  den  oben  erwähnten  Ableitungen  sogleich  ergeben, 
b)  Auch  für  die  Expoucntialfunction 

f(x)  = cz  = = cn.ex~n 


erhält  man  die  Darstellung 

f(x)  = /■(«)  -f  (x  — «)./■,  (o)  -f-  J (*—«)* . f2(x), 

die  für  die  Bestimmung  der  grössten  und  kleinsten  Werte  verlangt 
wird,  durch  Einsetzung  der  Reihe 


~ 1 +’ir + ••ü~+  - * 
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nämlich  : 


e*  = c“-{-(* — a) . e“  -}-  i(*  “*•)*■ 
Mithin  sind 


, 2c-'. (x — n)  2e".(x — n)a 

^+  3:  - +“  4! 


/•,(«)  = «“  und  /j(«)  = e“ 

die  Ableitungen  des  Fuuctionswertes  c°  und  auch  diesem  Functious- 
wertc  gleich. 


Die  Ableitungen  der  allgemeinen  Exponcutialfunction  ax  köuuen 
hiernach  mittels  der  Umformung 


ax  aa  t (r—a)  _ ««.(T*  * — ((«  ^i-allogii.o 

leicht  angegeben  werden. 


c)  Von  den  transccndcuten  Functionen  kommen  bei  den  elemen- 
taren Aufgaben  über  grösste  und  kleinste  Werte  die  trigonometrischen 
Functionen  eines  veränderlichen  Winkels  vorzugsweise  in  Betracht. 
Wenn  eino  Grösse  nur  von  einer  solchen  Winkelfunctiou  abhängt,  so 
kann  diese  selbst  als  die  Veränderliche  angesehn  und  in  vielen  Fällen 
auch  das  Maximum  oder  Minimum  jeuer  Grösse  unmittelbar  ange- 
geben werden,  weil  ja  der  Gaug  der  Winkelfunctiou  bekannt  ist 
Wenn  dagegen  eiuc  Grösse  unmittelbar  von  einem  veränderlichen 
Winkel  und  auch  vou  einer  trigonometrischen  Function  desselben  ab- 
hängig ist,  so  sind  für  die  Untertindung  der  grössten  und  kleinsten 
Werte  die  Ableitungen  der  Winkelfunction  erforderlich. 

Es  sei  erstens 


f{r)  — sinx  = sin(cr-j-(x  — a))  = sin«  cos  (x — a)-f-cosnsiu(x — «); 

setzt  man  darin  statt  cos  (x — o)  und  siu(x  — a)  die  bekannten  Reihen, 
so  entsteht 


sinx 


' (x  — «)*  (x— a)4 

= sin«.  II \ 4, b- 


-j-cosa . 

sinn  -f-(x  — a).cosa 


x— a (x  — a)s  (x  — a)5 

1!  ~ 31  + 5!  ‘ 


-J 


— j(x  — «)*.^2sin«Q  |-—  -f — •••) 

, o (x  — a (x  — a)s 

+ 2cosoi  3! 5!  ^ 

und  dadurch  ist  diese  Function  auf  die  Form 

Ax)  - A«)+(* -«)./!(«)+  l(x -«)*./;(»' 


)] 


i 
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gebracht  worden.  Man  sieht  sogleich,  dass 

fi(a)  ~ cos« 

und 

f^a)  — — sin  « 

die  erste  und  zweite  Ableitung  des  Fuuctionswertes  sin«  sind. 
Zweitens  sei 

/(x)  = cosx  «=  cos(o -(- (x  — «))  = cos«cos(x — «)  — sin«siu(x—  «), 
also  entsteht  durch  Einsetzung  der  obigen  lteihcn 


cos  x cos«. 


fe-«)»  . («—■)* i 

A 2!  ' 4!  ‘ 


— sin  «. 


x — « (x  — «)3  (x  — o)s 

IT  a:  '+“'5!  *“•" 


■ cos« — (x — «)siu« 

• i(x  - «)s . 2 cos  « Q , — — -4  + — ...  j 


_ . (x  — a ( T — tt )3  \ 

-2sma("3! 5!“ + --)  J; 


und  daher  sind 


/i(«)  = — sin«, 
fifti)  — — cos« 


die  erste  und  zweite  Ableitung  des  Fuuctionswertes  cos«. 

Das  Ergebniss  des  Vorstehenden  Hisst  sich  zusammenfassen  in 
den  gemeinsamen  Ausdruck:  die  erste  Ableituug  von  sin«  ist 
cos«  und  die  von  cos«  ist  — sin«. 

Die  Ableitungen  der  übrigen  goniomctrischen  Functionen  können 
mittels  der  vorstehenden  aus  dem  Folgenden  leicht  entnommen  werden. 


§.  3.  Die  bisherigen  Erörterungen  betrafen  die  einfachen  Func- 
tionen vou  einer  Veränderlichen;  und  die  gewonnenen  Ergebnisse  können 
auf  die  Functionen,  welche  aus  jeneu  durch  Addition  oder  Subtractiou 
zusammengesetzt  sind,  unmittelbar  angewandt  werden.  Für  die  übrigen 
zusammengesetzten  Functionen  ergebeu  sich  folgeudc  Regeln. 

a)  Wenn  erstens  die  Function 

f(*)  — g(x).h(x) 

das  Product  aus  zwei  einfachen  Functionen  ist,  so  kann  diese  Glei- 
chung durch  die  umgeformto 
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/■(«)+(*—  «)  -/i(«) + |(z — <*)*.  /i(*) 

= [sr(0 -f- (ac — n)  .<h(«) -f-  }(x  — • [*(“)  + (*—  °)M“) 

+ !(*—«)*•**(*)] 

ersetzt  werden.  Man  erhält  nun  durch  Ausführung  dieses  Prodnetes 
sogleich  die  erste  Ableitung 

fi(")  = 3i(u)  -Ä(«)4-^(«)-Ai(“) 

und  dem  entsprechend  die  Regel,  dass  die  Ableitung  eines  Functions- 
wertes, welcher  ein  Product  aus  zwei  Functionswerten  ist,  gefunden 
wird,  wenn  man  jeden  Factor  mit  der  Ableitung  des  anderen  multi- 
plicirt  und  die  Producte  summirt.  Ebenso  erkennt  man  leicht,  dass 
die  zweite  Ableitung  eines  solchen  Functionswertes  aus  der  ersten 
nach  derselben  Regel  zu  bilden  ist. 


Da  ferner  die  vorerwähnte  Regel  leicht  auf  Producte  aus  be- 
liebig vielen  Factoreu  ausgedehnt  werden  kann,  so  zeigt  sie  auch,  wie 
die  Ableitung  eines  potenzirten  Functionswertes  gefunden  wird.  Wenn 
z.  B. 

Az)  = )", 


so  kann  man  diese  Potenz  als  Product  aus  n gleichen  Factoren  be- 
trachten und  erhält  demnach 


/i(«)  = n(</(o))',-1.y1(«). 

Ebenso,  wie  oben  durch  die  Entwicklung  des  Productes  aus  zwei 
Functionen  die  erste  Ableitung  des  Functionswertes  gefunden  ward, 
erhält  mau  man  auch  die  Ableitung  einer  gebrochenen  Function 


A*)  = 


<7(z) . 

Hs)  ' 


ausserdem  führt  auch  die  Behandlung  der  umgekehrten  Function 

ff(z)  = f(x).h(x) 

zu  demselben  Ziele.  Für  diese  ist  oben  gefunden 

?,(«)  = /i(“)  •*(«)+ 

und  daraus  ergibt  sich 

M°) 

- h{«)  (*(«))■ 

Durch  dasselbe  Verfahren  findet  man  zu  der  Function 


»I 

f(x)  = Yg{x) 

/ 
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für  den  Functions  wert  f(«)  die  erste  Ableitung,  nämlich 


«V(g(a))u~l 


Schlussbcmerkuug.  Diese  Untersuchungen  könnten  unschwer 
auch  auf  die  Functionen  von  inehren  Veränderlichen  ausgedehnt  wer- 
den. Ich  glaube  jedoch,  dass  das  Vorstehende  genügt,  um  auf  die 
Lehre  vom  Grössten  und  Kleinsten  als  einen  leicht  zugänglichen  Zweig 
des  mathematischen  Unterrichtes  au  höheren  Schulen  aufmerksam  zu 
machen.  Auch  eine  genügende  Auswahl  von  Aufgaben  findet  man  in 
der  Sammlung  von  Bode  uud  Fischer.  (Berlin  1HG0)  sowie  in  meiner 
Schrift  über  grösste  und  kleinste  Werte.  (Leipzig  1871). 

Essen,  den  30.  December  187G. 
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xxxx. 

Mise  eilen. 


1. 

Identitd  remarquable  fouritie 

pur  la  quatriärae  puissance  d'une  somme  de  quatre  liombres. 

Quellesquc  soieut  les  quantites  a,  b,  e et  »/,  011  a tou- 
jours  l'ideutite 

(i-j-c-f-*/ — n)*-f  a — A)4-H<f+a-f  A-c)4-f(<i-fi-f-c  — ,!)*■ 

= 4(a*-f-&*-f-«fa-|-</3)* H-  16(«A  -«Os  + lG(«c  — M)*-}-lG(<»t  — bc)s. 

Cctte  egalitd  s’etablit  aisdment  au  mojen  de  la  formule  facilc  ä 
Terifier 

( = A'n*  -j-  4 1)  -j-  1 2 EaPbc  -}-  2i  Sabal, 

Georges  Dostor. 


2. 

Radius  des  Kreises,  der  drei  gegebene  Kreise  berührt. 

Seien  a,  b,  c die  Abstände  der  Mittelpunkte  und  «,  ß,  y die 
gegebenen  Radien,  so  ist 

_Aa(S—  A) 4-  Bß  (8  -B)  + Cy(S-C)~  4JV  ABC 
9 ~~  A (8  — A)  -f  B (S  — B)  -f  C{S  — C)  ’ 

worin 

A — a*  — (ß — y)* 

B = A*  — (y — o)* 

C “ <•*  — (a  — ß)* 

S — Ä-f-C)  und  ./-=dcm  Inhalt  des  Dreiecks  ABC. 
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Mau  hat  ucmlieh  (siehe  die  Figur): 

(p+«)*+(p  + /?)2  — c1 


cos  A OB 


2(p -)-“)((>  + £) 


c 2 — (« — ö)2  C 

1 — cosAOB  = 2 sin2 1A  O/t  = tt  = jtt — i ,, 

2 2(p4«Me4(*i  -'(e-i-KXf+P) 


sin2 hAOB  — 1 — cos  SDFE  = 1 — 


( ii.'/-2  4 FD2 — DE*)* 

'4  Kl-^.FU- 


mithin 


(sin^/tOC-fsin2 \COA  — sin2  iA  O/t)2 
“ 1 4 8in2$/iOO.sin2ACOA 


4 sin2  \IiOC.  sin2  $COA . sin* $A  OB  = 4 sin* \BOC.  sin2  |COA 

— (siu2£ZtOC4  sin2iCOA  - sin2§AO/t;2 

oder 

ABC Afl 

16(?4Ä)*($40)*(?4l')*  ~ 4(p-f-a)(p  + p)(p  + y)2 

1 f A B _ C | 2 

16  l(p-M)(y-f-/) (e+j')(e+«)  (p4«)(e4fi)  * 

woraus  nach  gehöriger  Keduction: 

p2  (A*  + Zt24  C2 — 2 AB — 2 BC—  2 CA) 

— 2p [Au (B+  C—A ) + Bß (C-\-A  — B)-\-  Cy  (A-\-  B — Cj] 

+ /t2«2+Ä2/324-C’2y2— 2AaBß— 2BßCy—  2CyAct+ABC  = 0 

welche  Quadratgleichuug  sich  sehr  bequem  lösen  lässt,  wenn  mau  nur 
beachtet,  dass 

Ai-\-B*+Ci—2AB—2BC—2CA 

■=—  4|a2(a  — ß)(y  — «)+t2(|J—  y)  (o— /5)  + cs(y— «)(/?— y)-f4^8} 
-=  4[(S—  /l)2—  BC]  = 4 [(S  — B)1  — C’A]  = 4[(S—  C)-—  AB] 

= — 4[(S—  B)  (S — C)-\-A  (S  — A)]  = — 4 [(S — C)(S — A)  -f-  B (S — B)] 

4[(S-  A)  (S- B)  -f  C(.S  - O] 

— — 2 [A  (S  - A)  4 B (S—  B)  + C(S—  C)]. 

Das  zweideutige  Zeichen  der  Wurzel  giebt  nicht  nnr  den  Radius  des 
Kreises,  der  die  gegebenen  Kreise  auswendig,  sondern  auch  inwendig 
berührt.  Setzt  man  n negativ,  so  hat  man  den  Fall,  dass  der  Kreis 
A auswendig  oder  inwendig,  die  beiden  andern  B und  C dagegen 
inwendig  oder  auswendig  berührt  werdcu,  u.  s.  w. 

Amsterdam,  den  29.  Januar  187G. 

Prof.  Dr.  C.  J.  Matthes. 


i 
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3. 

Planimetriseher  Lehrsatz. 

Es  sei  ABC  ein  beliebiges  Dreieck.  Ueber  seiuen  Seiten  sind 
unter  sich  ähnliche  Dreiecke  so  hergestellt,  dass  ihre  Spitzen  At,  Bt, 
C'3  nach  aussen  fallen  und  dass  an  anstosseuden  Ecken  gleiche  Winkel 
liegen.  Für  diese  Dreiecke  sind  die  umschriebenen  Kreise  A'j,  A'a, 
A'a  bestimmt. 

Die  Kreise  A'j,  A's  mögen  sich  in  P schneiden,  P werde  mit 
sämmtlicben  Ecken  verbunden,  dann  ist  in  Sehnenviereckcu 

Z BPC  = 2 R — a 
Z CPA  = 211  — ß 
somit  Z.APB  = «+0  und 
Z AL\B-\- Z APB  = «+ /}  + y = 2Ii, 
folglich  liegt  P auf  Ka. 

Die  drei  Kreise  A',,  A'*,  AT,  schneiden  sich  also  in 
einem  Punkt  P. 

Ferner  ist 
Z APB%  = y i 

Z BSPC  = n > je  als  Pcriphericwiukel  auf  demselben  Bogen 
Z CPAl  = ß ’ 

Z APA1  = «-{- -f- y = 2R  d.  h.  APAX  ist  eine  gerade  Linie; 
das  Nämliche  lässt  sich  analog  von  BPBt,  CPC3  zeigen. 

Durch  jenen  Puukt  P gehen  die  drei  Verbindungs- 
linien der  Spitzen  -4,,  Bs,  C3  mit  den  gegenüberliegenden 
Ecken  A,  B,  C des  Gruuddrciocks. 

Nach  dem  Ptoleinäischen  Lehrsätze  hat  man 

<1, . 7 VI,  = b^PB+c^PC 
bt.PBt  = ci.I‘C-\-ai.PA 
c3.PCs  = a3.PA+b3.PB 

Ist  nun 

a1:bl:c1  — a3‘.bi:ci  = a3:b3ic3  =**  l:m:n  (=  sin  tesin  fLsin y) 
so  folgt 

FAt  = m.  PB~\~n.PC 

m. PBt  = n.PC-\-  PA 

n. PC3  = PA+m.PB 

oder 


Digitized  by  Google 


448 


Miicellen. 


AP-\-PA1  = m(BP-\-PBa)  — n{CP-\-PC3)  = TM  -f  m . Pß  -f  n . PC 
d.  h.  1)  AAX  = vi. BB , = n.CC3  = Pvt -f  m . P7t  + w . PC 

Jene  drei  Verbindungslinien  verhalten  sich  umge- 
kehrt wie  diejenigen  Seiten  eines  der  drei  ähnlichen 
Dreiecke,  von  deren  Endpunkten  sie  nicht  ausgehen 
(oder  umgekehrt  wie  dio  sinus  der  Winkel  an  den  Spitzen,  von  denen 
die  Verbindungslinien  ausgehen). 


Die  Beziehungen  1)  kann  mau  schreiben 


AA.  = 1 S„  = . - S 
1 o„  sin  a 

2)  Bli,  = ~ S„  = - t.S 

' - b„  smß 

CC3  — — Sn  = — S 

3 c„  sin  y 


S„  — a„ . PA-\-b„ . PB- 1-  c,i . PC 
n = 1,  2,  3 

S = PA  siu  o -f-  PB  sin ß -f-  PG’sin  y 


Bemerkenswert  ist  der  Fall,  dass  jene  drei  Dreiecke  gleich- 
seitige sind. 

Fällt  P ausserhalb  des  Grunddreiecks  ABC , so  erleidet  der  obige 
Beweis  unwesentliche  Modifieationcn. 


Brieg  a. 0.,  März  1877.  E.  Eugelbrccht, 

carul.  uiHth. 
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Litterariseher  Bericht 

CCXXXV1I. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Bulletino  di  bibliografia  e di  storia  dolle  scienzc  matcmatiche  e 
flsiche.  Pubblicatc  da  B.  Boncompagni.  Tomo  IX.  fase.  1 — 6. 
Iloma  1876.  Tipogratia  delle  scienzc  matcmatiche  e tisiche. 

Der  Inhalt  der  ersten  Hälfte  des  9.  Bandes  ist  folgender.  Januar. 
Federico  Napoli:  lieber  das  Leben  und  Arbeiten  des  Francesco 
Maurolieo  (geb.  d.  16.  Sept.  1494.  in  Messina,  gestorben  d.  21.  Juli 
1575.)  Ungedruckte  Schriften  desselben.  Februar.  Fortsetzung. 
März.  Eduard  Lucas:  Ueber  ein  Theorem  der  indischen  Arithmetik. 
— A.  Favaro:  Bericht  Über  „Die  römischen  Agrimcusoren  und  ihre 
Stellung  in  der  Geschichte  der  Feld messkunst.  Eine  historisch-mathe- 
matische Untersuchung  von  Dr.  Moritz  Cantor.  Leipzig  1875. 
Teubuer.“  — Moritz  Cantor:  Bericht  über  „Die  Rechenkunst  im 
sechszehuten  Jahrhundert.  Von  A.  Kuckuck.  Berlin  1874.  Weid- 
mann.“ — B.  Boncompagni.  Ueber  ein  Lehrbuch  der  Arithmetik 
von  Johauues  Widmanu  von  Eger  (Leipzig  1489.  Kaeheloffeu.)  April. 
Brief  des  Prof.  F.  Brioschi  an  D.  B.  Boncompagni:  Ueber  das 
Problem  der  Tautochruueu.  — Sigmund  Günther.  Note  über 
Johann  Audrcas  von  Segner,  Begründer  der  mathematischen  Meteoro- 
logie (geb.  d.  9.  Oct.  17U4.  zu  Prcsburg  in  Ungarn,  gestorben  d.  5. 
Oct.  1777.)  — Mai.  Alfonso  Sparagna.  Italienische  Uebersetzung 
von  Hermann  Hankel’s  „Historische  Uebersicht  des  Eutwiekeluugs- 
ganges  der  neueren  Geometrie“  (Einleitung  zu  den  Elementen  der 
projectivischen  Geometrie  in  synthetischer  Behandlung.  Leipzig  1875. 
Tcubner.)  — Alfouso  Sparagna.  Italienische  Uebersetzung  einer 


Teil  LI.  lieft  1. 
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Schrift  von  Wilhelm  von  Zahn:  „Einiges  zum  Andenken  an  Her- 
mann Hankel.“  (Clcbsch  Auu.  VII.  p.  583.)  — Verzeichnis  der 
Arbeiten  vou  Hermann  Hankel.  — Juni.  Paul  Mansion.  Fran- 
zösische Uebersetzuug  von  Felix  Kleiu’s  Notiz  über  das  Leben  und 
die  Arbeiten  von  Otto  Hesse  (Bericht  über  die  k.  Polytechnische 
Schule  zu  München  für  das  Studienjahr  1874 — 1875.  p.  46.)  — Alfouso 
Sparagna.  ^Italienische  Uebersetzung  eines  Artikels  aus  dar  Posener 
Zeitung : „Copernieus  in  Italien.“  — A 1 f o n s o S p a ra  g n a.  Italienische 
Uebersetzung  eines  Artikels  aus  der  Ermländischcn  Zeitung:  „Coper- 
nicus  in  Bologna“  von  F.  H i p 1 e r.  — Publieatioiisverzeiehuisse  stehen 
im  2.,  4.  und  6.  Heft. 

Besonders  herausgegeben  sind  von  den  genannten  Schriften  Favaro’s 
Uebersetzung  von  Cantor’s  Schrift  über  die  römischen  Agrimensoren, 
und  Brioscbi’8  Bericht  über  die  Tautochroneu.  Ausserdem  sind  an 
Artikeln  aus  dem  vorigen  Baude  besondere  Ausgaben  erschienen  von 
C.  E.  Sedillot’s  Briefen  über  L.  Am.  Sedillot’s  Lebeu  und  Arbeiten, 
und  von  Beziafs  Schrift  über  das  Leben  und  die  Arbeiten  vou  Jo- 
hanues  Hevelius.  H. 


Methode  und  Principien. 

Elemente  der  absoluten  Geometrie.  Von  Dr.  J.  Frischauf, 
Professor  a.  d.  Universität  Graz.  Leipzig,  187G.  VI.  B.  G.  Teubner. 
142  S.  8°. 

In  einer  nicht  sehr  lange  hinter  uns  liegenden  Periode  liebten 
es  mathematische  Schriftsteller,  deren  Schrifteu  in  einem  gerade 
schwebenden  wissenschaftlichen  Streite  eine  Verständigung  anzubahnen 
bestimmt  waren,  dem  Titel  die  Worte  „zum  cwigenjFriedcn“  oder  dgl. 
beizusetzeu.  Das  vorstehend  genannte  Buch  besitzt  keinen  solcheu 
Aushängeschild,  verfolgt  aber  nichts  destoweniger  einen  ausgesprochen 
ireuischen  Zweck.  Es  soll  in  kurzer  möglichst  elementarer  Form  die 
Gesammtheit  der  Fragen  behandeln,  auf  welche  seit  den  letzten  achtzig 
Jahren  die  das  Parallelenaxiom  studireuden  Forscher  sich  hingeführt 
sahen,  und  solchergestalt  eineu  Ausgleich  zwischen  den  noch  vielfach 
einander  unvermittelt  gegenüberstehenden  priucipiellen  Anschauungen 
wenigstens  fördern  helfen.  Wie  sich  hieraus  ergiebt,  steckt  sich  der 
Verfasser  hier  ein  bedeutend  weiteres  Ziel  als  iu  seiner  1872  im 
gleichen  Verlage  erschienenen  Bearbeitung  des  Bolyai,  aber  davon 
abgeseheu  haben  die  beiden  Workchen  viel  Gemeinsames,  uud  alle 
Vorzüge,  welche  die  klare  Darstellungweise  des  Autors  dem  letzt- 
genannten verlieh,  tindet  mau  iu  seinem  neuesten  Producte  wieder, 
über  welches  wir  uunmehr  eiugeheud  referiren  wollen. 
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Das  erste  Buch  (S.  1 — 20)  ist  betitelt:  „Voraussetzungen  und 
Grundgcbilde.“  In  einer  an  das  Verfahren  der  aristotelischen  Logik 
erinuernden  Weise  werden  die  Grundbegriffe  des  Körpers,  der  Fläche, 
der  Liuie  und  des  Punktes  gewonnen , au  welche  sich  weiter  die  Be- 
griffe der  „umkehrbaren“  Fläche,  der  congruentcn  und  flächengleicheu 
Gebilde  anreiheu.  Zur  Eruirung  dieser  Facta,  sowie  gewisser  ein- 
facher Sätze,  s.  z.  B.  dass  die  einen  zusammenhängenden  Körper  ein- 
mal schueidende  unbegrenzte  Linie  diess  in  einer  paaren  Anzahl  von 
Punkten  tun  muss,  bedurfte  es  keiner  Axiome  oder  Hypothesen. 
Nachdem  alsdann  der  Unterschied  zwischen  „unbegrenzt“  und  „unend- 
lich“ bestimmt  und  deutlich  formulirt  ist,  wendet  sich  der  Verf.  zur 
Bestimmung  derjenigen  Gebilde  dritter,  zweiter  und  erster  Ordnung! 
welche  in  einem  philosophisch  richtigen  Sinne  als  fundamentale  be- 
zeichnet, d.  h.  lediglich  mit  ZuhUlfenahme  der  bereits  namhaft  ge- 
machten Voraussetzungen  erhalten  werden  können.  Bekanntlich  be- 
trachtet man  als  solche  Kugel,  Kugelfläche  und  Kreislinie,  und  aus 
ihnen  müssen  sich  alsdann  die  fälschlich  als  ursprünglich  angesehenen 
Begriffe  der  Ebene  und  Geraden  deduciren  lassen,  eine  Idee,  welche 
Herr  Frischauf  mit  sehr  anerkennenswerter  tides  historica  auf  Leibuitz, 
der  sie  zuerst  ausgesprochen,  zurückführt.  Diese  Deduction  kann 
nun  bekanntlich  auf  verschiedene  Arten  vorgeuommen  werden,  wie 
uns  u.  a.  die  Methode  Dcahua’s  und  die  neuerlich  vou  J.  Becker  im 
20.  Jahrgaug  der  Schlömilch’schen  Zeitschrift  auseinandergesetzte  dar- 
tun; Frischauf  stellt  sich,  wie  diess  von  dem  Verehrer  des  grossen 
Ungarn  nicht  anders  erwartet  werden  durfte,  auf  den  von  Bolvai  (und 
auch  Lobatchcwsky)  vertretenen  Standpunkt,  d.  h.  er  betrachtet  zwei 
unendliche  Kugclschaaren  und  defiuirt  die  von  den  Durchschnittslinien 
je  zweier  gleicher  Individuen  dieser  Systeme  erfüllte  Fläche  als  die 
Ebene.  Durch  eine  sehr  naheliegende  kinematische  Betrachtung  über- 
zeugt man  sich , dass  es  Linien  giebt , welche  durch  zwei  Puukte 
unveränderlich  bestimmt  sind:  die  Geraden.  Nunmehr  lassen  sich 
die  Definitionen  Dreiek,  ebener  und  Flächenwinkel  (hier  Keil  genannt) 
in  correcter  Form  geben,  und  nicht  minder  leicht  ergiebt  sich  der 
Specialfall  des  rechten  Winkels.  Nachdem  noch  einige  elementare 
Lehrsätze  betreffs  des  Senkrechtstehens  von  Linien  und  Ebenen  be- 
wiesen worden  sind,  endet  das  erste  Buch. 

Es  sei  uns  gestattet,  ehe  wir  in  unserem  Berichte  fortfahrcu,  zu 
dem  Bisherigen  einige  Bemerkungen  uaehzutragen.  Den  Unterschied 
zwischen  Gebilden,  welche  ohne  Ende  und  denen,  welche  ohne  Grenze 
sind,  einen  Unterschied,  dessen  Vernachlässigung  so  viele  Inconvenien- 
zen  mit  sich  gebracht  hat,  definirte  allerdings  erst  Ricmann  unter  den 
N eueren  mit  der  nötigen  I’räcisiou,  allein  es  scheint  doch  schon  dem 
Aristoteles,  als  er  im  dritten  Buche  seiner  Physik  Untersuchungen 
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über  das  ütiuqov  anstellte,  eine  Ahnung  des  wahren  Sachverhalts  vor- 
gcschwebt  zu  sein.  — Die  Art  und  Weise,  wie  Bolyai  die  Ebene  als 
das  zweien  Kugelschaareu  Gemeinschaftliche  auffasst,  ist  ohne  Zweifel 
eine  höchst  geistreiche,  allein  der  Gedanke  Deahua’s,  welcher  lediglich 
mit  einer  einzigen  Kugel  operirt,  mochte  vielleicht  doch  zu  ciuwurfs- 
freiereu  Resultaten  führen,  als  jener  erst  besprochene.  Man  wird  sich 
nämlich  fragen  können  und  müssen , ob  jene  Durcbschuittscurven  eine 
wirklich  eontiuuirliche  Reihe  bilden  oder  uicht  doch  vielleicht  in  jener 
Aufeinanderfolge  Lücken  vorhanden  sein  könnten*).  Dieses  Beden- 
ken wird  sich  wohl  nur  durch  phoronomische  Betrachtungen  beseitigen 
lassen,  wie  solche  bei  Dcahna,  Becker  und  Worpitzky  (diese  Zeitschr. 
55.  Band)  Vorkommen. 

Das  zweite  Buch  ist  „unendlicher  Raum1'  überschrieben  und  be- 
handelt in  seinem  ersten  Abschnitte  (S.  21 — 83)  „Parallelen-Axiom 
und  euklidische  Geometrie.“  Hier  weist  der  Verf.  zunächst  nach,  wie 
weit  man  mit  Hülfe  der  im  ersten  Buche  uormirten  Principien  ge- 
langen könne,  es  wird  iu  sehr  übersichtlicher  Weise  gezeigt,  dass  die 
Wiukelsumme  des  ebenen  Dreiecks  180°  nicht  übersteigt  und  dass, 
weun  sie  iu  irgend  einem  beliebigen  Dreiecke  diesen  Wert  genau  er- 
reiche, das  Gloiehc  für  ein  jedes  gelte.  Bis  hierher  bewegt  sich  die 
Darstellung,  wie  man  sieht,  gänzlich  im  alten  Geleise.  — Nuu  aber 
muss  uaturgemäss  die  erste  — iu  gewissem  Sinne  auch  einzige  — 
Abweichung  erscheinen.  Da  wir  nämlich  ohne  Einführung  eines  neuen 
Grundsatzes  planimotrisch  nie  zu  erweisen  im  Stande  sind,  dass  durch 
eineu  bestimmten  Punkt  nur  eine  einzige  eine  gegebene  Gerade  nicht 
schneidende  gerade  Linie  gezogen  werden  könne,  so  machen  wir  die 
auderufalls  einzig  übrig  bleibende  Annahme,  es  gäbe  für  einen  ge- 
gebenen Punkt  und  eine  gegebene  Gerade  drei  Schaaren  von  Geraden, 
nämlich  nichtschueidcnde  Gerade  (der  Anzahl  nach  oc),  schneidende 
Gerade  (für  die  das  Nämliche  gilt)  und  (2)  parallele  Gerade,  welche 
zwicheu  den  ersten  beiden  Kategorien  mitten  iuue  liegen.  Eine  auf 
dieser  Basis  erbaute  Geometrie  ist  widerspruchsfrei  in  logischem 
Sinne  **) ; cs  ist  die  nichtcuklidische  Geometrie , welche  Gauss  ahnte, 

*)  Herr  HoQol  in  Bordeaux , welchem  wir  besonders  die  Hinweisung  auf 
en  misslichen  Punkt  der  Bolyai 'scheu  Krtwickelung  verdanken,  hatte  die  Güte, 
uns  noch  weiter  die  Mitteilung  zu  machen . dass  der  durch  seine  Studien  auf 
dem  Felde  der  nbstrnetcn  Raumlehre  bcknnntej  belgische  Artillerieoffizier  dr 
Tilly  seit  längerer  Zeit  damit  umgeht,  dem  Verfahren  Bolyai’»  die  ihm  noch 
nhgehende  Beweiskraft  zu  erteilen.  Ks  lässt  sieh  wohl  die  Kruge  aufwerfen, 
ob  eine  derartige  Modifieation  auch  mit  der  unumgänglichen  Oekonomie  der 
Voraussetzungen  veiträglich  »ein  werde. 

•*)  Wir  nennet)  die  abstracto  Raumlehre  mit  Absicht  widerspruchsfrei  in 
einem  bestimmten  Sinne,  denn  dass  sic  nicht  die  allein  widcrspruelisfreio  i»t. 
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welche  Bolyai  und  Lobatschowskv  in’s  Leben  riefen.  Der  Vcrf.  zeigt 
noch  mit  wenigen  Worten,  durch  welche  Auskunftsmittel  die  euklidische 
Geometrie  um  die  Uubeweisbarkcit  des  Parallelensatzes  berumzukom- 
rnen  suchte,  und  entwickelt  alsdanu  die  Haupttheoreme  jener  „abso- 
luten“ Geometrie.  Das  zunächst  Charakteristische  ist  hier  das,  dass 
der  geometrische  Ort  der  von  einer  Geraden  gleichweit  abstehenden 
Punkte  eine  Curve  ist,  und  dass  entsprechend  zwei  sich  nicht  schnei- 
dende Gerade  einen  kleinsten  Abstand  haben  müssen.  Im  Anschluss 
an  Flyc  St.  Marie’s  Studien  wird  dann  der  Nachweis  für  die  schon 
von  Gauss  gekannte  Tatsache  geleistet  , dass  für  das  unendlichkleine 
Dreieck  auch  in  der  imagiuären  Geometrie  die  Winkelsnmme  von  180u 
bestehe,  und  weiterhin  werden  die  unendlich  entfernten  Punkte  be- 
handelt. Hier  hat  der  Verf.  mit  gutem  Tacte  den  Punkt  besonders 
hervorgehoben,  in  welchem  sich  die  nichteuklidische  Autfassung  mit 
unserer  Raurnauschauung  berührt,  näher  sogar,  als  es  die  consequeutc 
Fortbildung  des  euklidischen  Parallelenbegriffes  durch  Desargues  und 
die  Neueren  tun  kann.  Denn  jeder  wird  sich  aus  seinem  Anfangs- 
studium erinnern,  wie  wenig  ihm  der  Eine  uneigentliche  Punkt  der 
Geraden  und  dessen  geometrischer  Ort,  die  unendlich  entfernte  Gerade, 
momentan  in  den  Kopf  wollte;  v.  Staudt  ermangelte  nicht,  sich  über 
diesen  Gegensatz  gegen  die  übliche  Auffassung,  welche  die  unendlich 
fernen  Punkte  unwillkürlich  auf  einem  Kreise  anordnet,  in  seinen 
Vorlesungen  über  „Geometrie  der  Lage“  ausführlich  zu  verbreiten. 
Diese  vulgäre  Betrachtungweise  deckt  sich  nun  völlig  mit  derjenigen 
von  Bolyai  und  Lobatschewsky,  denn  auch  hier  hat  jede  Gerade  zwei 
getrennte  Punkte  im  Unendlichen,  welche  nur  einseitig  mit  einander 
in  Zusammenhang  stehen,  d.  h.  nur,  solange  man  sich  im  Reellen  be- 
wegt. Es  hindert  nämlich  nach  Battaglini’s  verallgemeinernder  Formu- 
lirung  nichts,  „diese  Punkte  durch  ein  ideales  Stück  einer  Linie  zu 
verbinden,  deren  Punkte  vom  Anfang  der  Zählung  durch  imaginäre 
Werte  bestimmt  sind.“  Was  diess  für  eine  Linie  sei,  wird  nicht  aus- 
gesprochen; man  wird  aber  wohl,  wenn  man  aus  der  von  Du  Bois- 
Reymoud  im  7.  Bande  der  „matli.  Annalen“  augedeuteten  Regel  nach 
dem  Hankeiseben  Permanenz  - Gesetze  consequent  weiterschliesst,  die 


davon  »ind  wir  fest  überzeugt,  wie  wir  denn  auch  dieser  unserer  Ucberzcugung 
in  der  Note  14  unserer  Schrift  „Ziele  und  Resultate  der  neueren  mathematisch- 
historischen  Forschung“  bestimmten  Ausdruck  gegeben  haben.  Man  kann  ja, 
wie  dies  neuerlich  vielfach  geschieht,  selbst  der  Theorie  Bolyai’s  den  Vorwurf 
machen,  sie  sei  noch  zu  consorvativ,  man  kann  das  Axiom  der  Congrucnz  fallen 
lassen  u.  s.  f.  der  Ausdruck  „widerspruchsfrei",  der  jetzt  so  viel  belichte,  ist 
überhaupt  sehr  widerspruchsvoll ; man  mag  wolil  von  der  Geometrie  der  Alten 
sagen,  sie  sei  unvollkommen,  mangelhaft,  aber  einen  Widerspruch  hat  gewiss 
noch  Niemand  in  ihr  aufzudecken  vermocht. 
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gerade  dafür  nehmen  müssen.  — Die  nächstfolgenden  Paragraphen 
bringen  eine  Reihe  stereometrischer  Sätze,  u.  a.  den  Girard’schen 
Uber  die  Fläche  des  Kugelfläehe,  und  zwar  haben  dieselben  das  Ge- 
meinsame, vom  Parallelenaxiom  durchaus  unabhängig  zu  sein.  Erst 
mit  Nr.  50  treten  wir  an  einen  ganz  neuen  Begriff  heran,  denjenigen 
der  Grenzfläche  und  der  mit  ihr  verbundenen  Grenzlinie.  Herr  Frischauf 
hat  in  diesem  Capitel  die  etwas  unbeholfenen  Bezeichnungen  von 
Bolyai  verlassen  und  sich  sehr  mit  Recht  der  weit  conciuneren  Ter- 
miuologie  Lobatschewsky’s  angcschlossen. 

Die  Definition  der  beiden  neu  eingeführten  Gebilde  verweilt  auch 
ausführlich  bei  der  Verschiedenheit,  welche  denselben  im  Lichte  der 
euklidischen  und  der  nichteuklidischen  Geometrie  innewohut,  insofern 
sie  nämlich  für  erstere  reell,  für  letztere  dagegen  Flächen  resp. 
Linien  sind,  für  welche  das  anschauliche  Substrat  fehlt.  Als  Ver- 
mittelung dient  das  Theorem,  dass  eine  Kugel  mit  immer  wachsendem 
Radius  schliesslich  in  die  Grenzfläche  übergeht*)  lu  Paragraph  53 
werden  die  hyperbolischen  Fuuctiouen  eingeführt,  deren  Bedeutung 
sich  wenige  Seiten  weiter  durch  den  Lehrsatz  mauifestirt,  dass  die 
in  einer  bestimmten  Distanz  p von  einer  Geraden  zu  ihr  gezogene 
Parallele  mit  der  Normale  den  Winkel 

p 

k 

n(p)  = 2arccote 

bildet  unter  k eine  gewisse  Constante  verstanden;  denn  nun  ist 
sin  J7(j>)  = ©ec^,,  cos  IJ(p)  = 2ang 

Durch  Betrachtung  der  Linieu  uud  Flächen  gleichen  Abstandes 

*)  Es  scheint  noch  nicht  wahrgenommen  worden  zu  sein , dass  mit  Zu- 
grundelegung dieser  Tatsache  das  Parallelenaxiom  sich  direkt  erweisen  lässt, 
und  zwar  in  befriedigenderer  Weise,  als  diess  mit  Hülfe  der  von  Frischauf 
auf  S.  32  discutirten  Voraussetzung  Bolyai’s  geschehen  kann.  Im  II.  Bande 
des  von  Battaglini  in  Korn  herausgegebenen  „Giornale  di  Matematichc"  hat 
Referent  den  hier  erwähnten  Grundgedanken  vollständig  durchzuführen  gesucht, 
und  wenn  er  auch  persönlich  davon  überzeugt  ist , dass  jener  Versuch  noch 
mit  verschiedenen  Mängeln  behaftet  sei,  so  möchte  er  denselben  doch  jenen 
Mathematikern,  welche  in  der  „absoluten“  Geometrie  wohl  eine  gleichberech- 
tigte jedoch  nicht  die  nllcinhercehtigte  Raumlehre  erblicken  können,  zur  Ein- 
sichtnahme empfehlen.  Sobald  man  die  beiden  Facta  zugiebt.  dass'  die  Winkel- 
summe  des  Dreicks  nur  für  Ein  Individuum  fixirt  zu  werden  braucht,  sowie 
dass  die  Gleichungen  der  sphärischen  Trigonometrie  mit  dem  Parallclensatz  >n 
keiner  Relation  stehen , kann  man  auch  sofort  den  Indentitätsnachweis  der 
„Grenzfläche“  mit  unserer  „empirisch  gewonnenen"  F.hcne  liefern,  wie  an  jenem 
Orte  gezeigt  ward. 
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gelangt  man  zu  einer  wichtigen  Verallgemeinerung  der  nichteuklidisehen 
Geometrie,  welche  au  sich  ebensowohl  wie  der  Parallelismus  zum 
Ausgangspunkt  hätte  genommen  werden  können:  Bleibt  in  einem 
rechtwinkligen  eben  Dreieck,  dessen  spitze  Winkel  a und  ß sind,  eine 

Kathete  h constant,  so  ist  es  auch  der  Bruch  = So$7,  nur  dass 
’ sin  ß k' 

der  Wert  desselben  nicht  die  Einheit  ist,  — Alsdann  schreitet  der 

Verf.  zur  Trigonometrie  fort;  er  tut  dar,  wie  man  aus  den  für  beide 

Geometrieen  gleichlautenden  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie 

diejenigen  der  ebenen  nichteuklidischen  dadurch  ableitet,  dass  man 

den  Radius  und  die  drei  Seiten  o,  b,  c des  Kugeldreiecks  durch  die 

Werte 

a b c 
**’  k'  k k 

ersetzt.  Frischauf  lehrt  dann  die  solchergestalt  erworbenen  Formeln 
in  diejenigen  umsetzen,  welche  bei  Lobatschewsky  au  ihrer  Stelle 
stehen  und  dadurch  einen  ehrwürdigen  Charakter  erhalten  haben.  t 
Zum  Schluss  dieses  rein  theoretischen  Abschnittes  wird  daun  noch 
der  früher  durch  direetes  Raisonnement  erhärtete  Satz  von  der 
Ideutität  der  Geometrieen  von  Euklides  einer-  und  von  Bolyai-Lobat- 
schewsky  andererseits  auf  trigonometrischem  Wege  hcrgeleitet  und 
daran  noch  eine  kurze  vergleichende  Synopse  beider  Disciplinen  ge- 
knüpft. — Von  Seite  68—100  treffen  wir  auf  eine  reiche  Sammlung 
von  Anwendungen  der  bisher  vorgetragencu  Lehren.  Diesen  Teil 
betrachten  wir  als  besonders  dankenswert,  denn  wenn  uns  auch  bis- 
her durch  Auszüge  und  Bearbeitungen  Gelegenheit  geboten  war,  die 
Principien  der  neuen  Raumwissenschaft  kennen  zu  lernen,  so  war 
man  doch  ohne  alle  Hülfsmittel,  wenn  man  sich  praktisch  in  dieselben 
einleben  wollte.  Hier  tritt  unser  Werk  fördernd  ein,  iudem  es  uns 
in  zusammenhängender  Darstellung  die  gesammte  Metrik  der  nicht- 
euklidischen  Geometrie  vor  Augen  stellt.  Auf  Einzelheiten  können 
wir  uns  hier  natürlich  nicht  einlassen;  für  den  Liebhaber  ähnlicher 
Untersuchungen  aber  sei  bemerkt,  dass  die  Arbeiten  von  Rethy  im 
58.  und  A.  von  Frank  im  59.  Baude  dieses  Archives  noch  weiteres 
Material  darbieten. 

Im  dritten  Buche  wird  abgehandelt:  „Endlicher  Raum  nud  abso- 
lute Geometrie'1  (S.  101 — 142).  Erforderten  die  beiden  ersten  Bücher 
fast  ausschliesslich  nur  ganz  elementare  Kenntnisse,  so  kann  es  hier, 
wo  zu  den  neuesten  und  feinsten  Forschungen  der  Neuzeit  der  Zu- 
gang eröffnet  werden  soll,  ohne  höhere  Rechnung  natürlich  nicht  ab- 
gehen ; wer  aber  auch  nur  einmal  ein  Conpcudium  des  Differential- 
nud  Integralcalculs  gelesen  hat,  wird  bei  der  leicht  hinflicsscuden 
Entwickelung  des  Autors  kaum  irgendwo  Anstoss  nehmen  können.  — 
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Derselbe  picht  uns  zunächst  die  Hauptsätze  der  Sphürik,  so  jedoch, 
dass  der  Mittelpunkt  der  Kugel  nicht  erwähnt  werden  darf  und  die 
reine  Flächeneigenschaft  jener  zu  Tage  trete*).  Hierauf  folgt  die 
„Planimetrie  des  endlichen  Raumes“,  d.  h.  die  Sphürik  im  Gewände 
der  planimetrisehcn  Terminologie  und  die  in  den  Artikeln  104,  105 
eine  allgemein  gehaltene  Untersuchung  Uber  den  Hegriff  „absolute 
Geometrie.“  Der  Verfasser  gelangt  betreffs  des  gegenseitigen  Verhält- 
nisses der  bisher  in’s  Auge,  gefassten  Wissenschaftsformen  zu  einem 
Resultate,  welches  man  sich  am  besten  durch  nebenstehendes  Schema 
verdeutlichen  kann: 

Nichteuklidische  Geometrie.  Sphürik. 

Parameter ! ; k •—  0 ...  bis  zu  *.  Parameter  ~ .;  k = 0 ...  bis  zu  *. 
k ki 

Euklidische  Geometrie. 

Parameter  * = 0. 
cc 

Obwol  sonach  scheinbar  nichteuklidische  und  Kugel-Geometrie 
als  coordinirtc  Discipliuen  von  identischem  Wertvorrat  sich  gegeuuber- 
zustchen  scheineu  und  obwol  F.  Klein  auf  dieses  Verhaltuiss  seine 
Formulirung  einer  hyperbolischen  und  elliptischen  Geometrie  gegrün- 
det hat,  so  weist  Frischauf  doch  gleiehwol  nach,  dass  in  exactem 
Sinuc  diese  Classification  nicht  stringent  sei,  insofern  die  „hyperbo- 
lische“, d.  h.  nichteuklidische  Geometrie  ja  auch  die  auf  die  Kugel- 
fläche zu  basirende  Geometrie  als  speicellen  Fall  in  sich  schliesst. 

Nachdem  daun  noch  erläutert  ist,  was  man  sich  unter  der  Pro- 
jectivität  von  Punktrciheu  und  Strahlenbüscheln  zu  denken  habe  uud 
dass,  wie  Klein  gezeigt,  Projectivität  und  Parallelismus  zwei  ganz 
disparate  Begriffe  seien,  wendet  sieh  S.  110  unsere  Vorlage  zur  „Ver- 
sinnlickung  der  Geometrie“.  Es  handelt  sich  nämlich  darum,  ob  nicht 
ebenso,  wie  die  (imaginäre)  Planimetrie  des  endlichen  Raums  sich 
mit  der  Sphürik  deckt,  so  auch  Flächen  angegeben  werden  können, 
dereu  Geometrie  der  nichteuklidischen  entspräche.  Um  hierüber  in’s 
Klare  zu  kommen,  wird  vorerst  der  Begriff  der  Flächenbiegung  klar- 
gestellt uud  durch  Rechnung  dargetan,  dass  zwei  iu  entsprechenden 
Punkten  das  gleiche  Krüminungsmass  aufweisende  Flächen  durch  Bie- 
gung in  einander  übergeführt  werden  können.  Hiebei  hätteu  wir  nur 
den  ein  wenig  unvermittelt  auftreteudeu  Begriff  des  Krümmuugsmasses 


*)  Vom  pädagogischen  Standpunkte  aus  sei  hiebei  auf  den  hübschen  Be- 
weis für  die  KlBehcngk-icdihc-it  «yumictiischcr  ltugehlreieckc  aufmerksam  ge- 
macht, da  derselbe  nur  von  den  allcrciufaehslen  llülfsmitteln  Gebrauch  macht. 
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etwas  motivirt  gewünscht,  da  dem  Anfänger  sonst  die  darauf  be- 
gründeten Rechnungen  nicht  recht  ciuleuchten  möchten.  Weiterhin 
lehrt  ein  sehr  einfacher  Calcul,  dass  das  ebene  Dreieck  der  Bosni- 
schen Geometrie  einem  aus  drei  geodätischen  Linien  einer  constant 
negativ  gekrümmten  Fläche  gebildeten  Dreieck  durchaus  äquivalent 
sei,  und  diese  Identität  wird  dann  sowol  durch  Reflexion  als  durch 
Analyse  noch  weiter  begründet.  Frischauf  geht  dabei  auch  über  die 
*on  ihm  zu  Grunde  gelegten  mustergültigen  Aufschlüsse  Beltrami’s 
in  einigen  Punkteu  hinaus,  indem  er  zeigt,  wie  sich  durch  unmittel- 
bare Uebertragung  die  Figuren,  welche  man  auf  der  Fläche  vom  eou- 


stanten  Krüramuugsmass 


construirt  hat , in  diejenigen  der 


nickteuklidi8chen  Planimetrie  urasetzen. 


Den  Schluss  des  Werkes  (S.  120 — 133)  bildet  eine  vereinfachte 
Darlegung  von  „Riemann’s  und  Helmholtz’s  Raumtheorien“.  Wir  er- 
halten hier  zuvörderst  eine  in  verständlichster  Sprache  gegebene 
Popularisirung  der  bekannt ermassen  sehr  unlesbar  geschriebenen 
Habilitationsschrift  Rieniann’s,  nachher  wendet  sich  der  Vcrf.  zu  der 
nicht  minder  bekannten  Abhandlung  von  Helmholtz,  welche  im  Gegen- 
sätze zu  jener  vom  Besonderen  zum  Allgemeinen  aufsteigt  und  aus 
der  Annahme  der  Bewegungslehre  die  von  Riemann  für  das  Linien- 
element im  allgemeinen  Raume  hypothetisch  angenommene  Form  als 
die  absolut  richtige  erschliesst.  Die  hiezu  dienlichen  analytischen 
Betrachtungen  werden,  was  nur  zu  billigen  i«t,  in  extenso  mitgeteilt. 
Nachdem  demgemäss  festgestellt  ist,  dass  die  Theorie  allgemeiner, 
räumlicher  Mannigfaltigkeiten  nur  das  anschauliche  Substrat  einer 
Theorie  der  homogenen  quadratischen  Differentialausdrücke  erster 
Ordnung  vorstellt,  wendet  der  Verf.  die  gewonnenen  Resultate  auf 
den  specielleu  Fall  der  Beltrami’schen  (pseudosphärischen)  Räume  an. 
Sind  zwei  Punkte  im  it-Dimensionen-Raum  von  constant-ncgativer 


Krümmung  ^ durch 


ihre  Coordinaten  xn . . . a-»0  und  x ...  rn 


gegeben,  so  findet  sich  deren  Distanz  p durch  die  Gleichung  («*  = X x,3) 


ßo§ 


9 

k 


X H- xt »4-  . , ■ -j-xHt—x1xl°—xixg0—  , , , —x„ r„Q 
V(a*~—  ~ . —x»*) (0*^,°*  — ^77^-  x»«*j 


Diese  Relation  ist  vou  hoher  Bedeutung.  Herr  Frischauf  kommt 
nämlich,  indem  er  sich  fortwährend  an  Beltrami’s  Vorarbeit  anschliesst, 
noch  einmal  auf  seine  oben  bereits  erwähnten  damals  aber  blos  mit 
logischen  Schlüssen  gestützte  Behauptung  zurück,  dass  die  „in  man- 
chen Kreisen  gehegte  Ansicht  von  der  Selbstständigkeit  der  drei  For- 
men der  Geometrie“  uurichtig  sei.  Durch  Ideutificirung  des  obigen  p 
mit  einer  Constauteu  geht  nämlich  di  r obige  Raum  von  n Dimensionen 
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in  einen  solchen  von  (n  — 1)  Dimensionen  über,  der  eben  den  geome- 
trischen Ort  aller  durch  jene  Annahme  festgclcgten  Punkte  reprä- 
sentirt.  Dieser  Raum  von  ( n — 1)  Dimensionen  hat  das  constante 


negative  Krümmuugsmass 


oder  auch,  wenn  man  will,  das  con- 


stante positive 


, wofern  nur  k und  kQ  durch  die  Relation 


k = A\,©in  f 

verknüpft  sind.  Demnach  ist  offenbar  „der  Raum  constanter  positiver 
Krümmung  im  Raum  constanter  negativer  Krümmung  enthalten“,  und 
es  ist  schwer  begreiflich,  wie  F.  Klein  nach  dem  auf  S.  575 — 579 
seines  Aufsatzes  in  den  „math.  Annalen“  (Baud  4)  gegebenen  Resnrae 
seine  Ausdrücke  „durch  Einen  Schritt“  in  diejenigen  Beltrami’s  über- 
gehen lassen  will.  Dieser  chevaloreske  „Schritt“  würde  sich  im  Ver- 
suchsfalle zu  einem  ziemlichen  salto  mortale  auswachsen  und  bleibt 
deshalb  besser  ungetan. 

Nun  noch  ein  Wort  von  den  sechs  Anhängen.  Der  erste  behan- 
delt kurz  die  Winkelsumme  verschwindender  Dreiecke,  der  zweite 
giebt  eine  kurze  Uebersicht  über  die  hyperbolischen  Functionen,  der 
dritte  zeigt  einen  Weg,  von  einer  Grundformel  aus  zu  allen  Theoremen 
der  sphärischen  Trigonometrie  zu  gelangen.  Der  vierte  setzt  die  be- 
kannt gewordene  Idee  Lobatsckewsky’s  auseinander,  aus  astronomischen 
Beobachtungen  die  „Erlaubtheit“  der  euklidischen  Geometrie  herzu- 
leiten.  Für  diesen  Excurs  sind  wir  dem  Verf.  besonders  dankbar; 
denn  so  oft  von  jener  extravaganten  Idee  gesprochen  wird,  so  wenig 
erfährt  man  etwas  über  die  Art  und  Weise  ihrer  Itealisiruug,  welche 
durch  ihre  sonderbare  Verquickung  des  parallaktischen  mit  dem  zum 
Kriterium  auserseheneu  Dreieckswinkel  brauchbare  Aufschlüsse  wohl 
nie  liefern  kann.  An  fünfter  Stelle  finden  wir  einen  analytischen 
Ilülfssatz,  an  sechster  endlich  eine  Bestimmung  der  Gleichungen  einer 
Kürzesten  im  allgemeinen  Raume;  'da  sich  dieselbe  der  Variations- 
rechnung bedient,  dürfte  dieser  Passus  als  der  einzige  für  Anfänger 
traussccndeutc  des  ganzen  Buches  angesehen  werden. 

Wenn  wir  über  dieses  ein  Gesammturteil  füllen  sollen,  so  müssen 
wir  zunächst  lobend  die  Enthaltsamkeit  anerkennen , welche  sieh  der 
Verf.  in  der  Einmischung  allgemein -philosophischer  Betrachtungen 
auferlegt  hat.  Aus  diversen  Andeutungen  lässt  sich  ja  wol  abuebmen, 
dass  derselbe  ebenfalls  ein  Anhänger  der  neueren  empiristischcn  Schule 
ist,  aber  in  den  Vordergrund  hat  derselbe  diese  doch  immer  persön- 
liche Ansicht  nirgendwo  gestellt;  er  giebt  uns  lediglich  mathematische 
unwiderledlich  feststehende  Tatsachcu  und  überlässt  es  dem  Einzelnen, 
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sich  mit  denselben  vor  dem  Forum  der  philosophischen  Raumlehro 
auseinanderzusetzen.  Durch  diese  strenge  Scheidung  der  rein  geome- 
trischen von  der  metaphysischen  Seite  wird  dem  coriciliatorischen 
Charakter  des  Werkes  entschiedenster  Vorschub  geleistet,  indem  nun 
auch  Leute,  die  aus  den  mathematischen  Vorlagen  nicht  die  Helmholtz- 
schcu*)  Folgerungen  zu  ziehen  geneigt  sind,  ersteres  ohne  alle  Stö- 
rung lesen  und  benützen  können.  — Ferner  aber  möchten  wir  das 
Verdienst  des  Werkchens  — abgesehen  von  der  fliesseuden  und  auf 
kleinem  Raume  Viel  zusammendrängenden  Darstellung  — hauptsäch- 
lich in  folgenden  drei  Punkten  suchen:  I.  Die  gründliche  und  um- 
fassende Beleuchtung  all’  derjenigen  Momente,  welche  geeignet  er- 
scheinen, die  nichteuklidische  Geometrie  den  üblichen  Auffassungen 
und  Anschauungen  so  nahe  als  möglich  zu  rücken;  II.  Die  Hervor- 
hebung und  allseitige  Begründung  des  Umstandes,  dass  jede  ideelle 
Planimetrie  in  der  auf  eine  bestimmte  reelle  Fläche  zu  gründenden 
Geometrie  ihr  naturgemässes  Analogon  findet;  III.  Die  gelungene 
Popuiarisiruug  der  allgemeinen  Raumtheoriecn  von  Riemann,  Helmholtz 
und  Beltrami  — Berücksichtigen  wir  noch,  dass  auch  der  geschicht- 
lichen Eutwickelung  gebührend  Rechnung  getragen  und  von  der  ein- 
schlägigen Fachliteratur  ein  genügend  vollständiger**)  Nachweis  bei- 
gebracht ist,  so  dürfen  wir  wol  das  in  alleu  wesentlichen  Punkten 
correctc***)  und  in  der  trefflichen  Manier  der  Verlags-Firma  ausge- 
stattete Buch  als  ein  vollkommen  zweckentsprechendes  bezeichnen  und 
sorgfältiger  Beachtuug,  besonders  auch  für  Lehrerkreise,  von  ganzem 
Herzen  empfehlen. 


*)  Wir  meinen  hier  einen  Aufsatz  des  berühmten  Physiologen,  welchen 
die  kürzlich  nusgegebenen  „popnl.  wissensch.  Vorträg:“  in  ihrem  dritten  Hefte 
(S.  21 — 54)  bringen.  Man  wird  die  Ansichten,  welche  wir  oben  berührten 
und  welche  nicht  die  unsrigen  sind,  nicht  leicht  irgendwoanders  so  vollständig 
und  übersichtlich  nuseinandergesetzt  antreffen. 

**)  Absolute  Vollständigkeit  lag  nicht  im  Plane  des  Autors , der  nun  zu 
weiterem  Plane,  anregen  will. 

***)  Es  sind  durchaus  nur  kleine  nicht  sinnstürendo  Druckfehler  zu  ver- 
zeichnen. S.  7,  Z.  21  v.  n.  1.  Uylcnbrock  st.  Uylcnbrök;  S.  33,  Z.  16  v.  u. 
1.  C.  F.  Gauss  st.  C.  J.  Ganss;  S.  73,  Z.  1 1 v.  o.  ist  der  Factor  } zu  strei- 
chen; S.  133,  Z.  10  v.  o.  fehlt  nach  „Kaum  * der  Zusatz  „uls  Ort  im  Kaum"; 

S.  137,  Z.  6 v.  u.  st.  geometrische  1.  gcocentrischc,  S.  142,  Z.  8 v.  u.  st.  os 
1.  n®,  Z 7 v.  u.  st.  1,  x*n*.  — S.  25,  Z.  15  v.  u.,  S.  27.  Z.  13  v.  o., 

S.  30,  Z.  3 v.  o.  sind  kleine  Accent- Versehen  zu  verbessern. 

Müuehen.  S.  Günther. 
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Das  Grundgesetz  der  Kraft.  Von  Carl  Mittclacher.  St. 
Petersburg  1875.  H.  Schmitzdorff.  86  S. 

Das  Buch  lässt  sieh  trotz  einiger  Eigenschaften,  die  mau  ihm  zum 
Vorteil  anrechneu  kann,  doch  nur  den  zahlreichen  Erzeugnissen  der 
Neuzeit  zuzählcn,  welche  man  wol  am  besten  mit  dem  Namen  „kos- 
mische Phantasien“  kennzeichnet.  Untersuchung  ist  darin  nicht  ent- 
halten; es  werden  nur  fremde  Lehren  ohne  Kritik  vorgetrageu,  aus 
denen  sich  der  Verfasser  eine  Weltanschauung  zusammengesetzt  hat. 
Diese  mag  ihm  in  genügenden  Connex  zu  stehen  scheinen ; wieviel  an 
exacter  Auffassung  in  den  elementarsten  Begriffen  noch  fehlt,  ist  ihm 
unbtwusst  geblieben.  Kr  spricht  von  Kräften  als  Ursache  der  Bewe- 
gung, weiss  also  nichts  davon,  dass  nur  die  Veränderung  der  Bewegung, 
nicht  die  existirende  Bewegung  von  Kräften  bewirkt  wird.  Dies  be- 
trifft nicht  eine  einzelne  Acusserung,  sondern  charaktcrisirt  den  Stand- 
punkt mangelhafter  Entwickelung,  der  sich  durch  die  ganze  Schrift 
kund  giebt.  Wie  der  Grundbegriff,  welcher  das  eigentliche  Thema 
bildet,  so  bleiben  die  übrigen  im  Dunkeln.  Was  die  Schrift  vor  ihres- 
gleichen noch  etwa  auszeichnen  möchte,  ist  der  auf  vielseitige  Grund- 
legung verwandte  Fleiss  und  das  Verweilen  bei  jedem  Punkte,  deu 
sie  bespricht,  Eigenschaften  die  wol  bei  weniger  principiellen  und 
weitgreifendeu  Fragen  wie  die  gegenwärtige  bessere  Leistuugeu  ver- 
sprochen haben  würden.  H. 
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CCXXXVUL 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Thcoria  derivatarum  altiorum  ordinum.  Scripsit  Gustavus 
Steinbrink,  Dr.  phil.  Berolini  1876.  Calvary  et  C.  4°.  49  S. 

Die  Schrift  stellt  iu  engster  Beziehung  zu  den  2 Schriften: 
R.  Hoppe,  Theorie  der  independenten  Darstellung  der  höheren  Diffe- 
rentialquotienten. Leipzig  1845.  und  0.  Schlömilch,  Zur  Theorie  der 
höheren  Differentialquotieuten.  Sitzungsber.  d.  Kgl.  sächs.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  zu  Leipzig.  1857.  (Zeitschrift  für  Math.  u.  Phys. 
III.  1858.).  Sie  verwertet  die  in  ersterer  Vorgefundenen  Principien 
und  Methoden  und  die  in  letzterer  enthaltenen  erweiternden  Gedanken 
in  vielseitigster  Weise  und  gelangt  zu  einer  wesentlichen  Fortbildung 
der  Theorie.  Vor  jeder  näheren  Betrachtung  ist  eine  einzeln  ste- 
hende, eclntante  Unwahrheit  zu  berichtigen.  Der  Verfasser  sagt  auf 
erster  Seite  iu  einem  Relativsatz,  als  ob  es  eine  Sache  ohne  Belang 
wäre,  Hoppe  habe  vergeblich  versucht  die  Coefficienten  der  Faeultäten 
zu  entwickeln.  Er  hat  also  das  Ute,  13te,  19te  Capitel  der  Th.  d. 
indep.  Darst.  gelesen,  wo  die  bezeichneto  Aufgabe,  über  deren  Iden- 
tität kein  Zweifel  sein  kann,  da  er  sie  bei  seiner  eigenen  Behandlung 
eben  so  nennt,  untersucht  wird.  Hier  ist  aber  von  dieser  Aufgabe 
überall  als  von  einer  gelösten  die  Rede,  und  die  Lösung  steht  in  voll- 
ständig entwickelter  Form,  zuerst  auf  Seite  92.  als  Summe  einer  zwei- 
fachen, dann  Seite  99.  Gl.  (42)  einer  dreifachen,  endlich  Seite  140. 
einer  einfachen  endlichen  Reihe.  Es  ist  daher  gar  nicht  zu  verstehen, 
wie  der  Verfasser  zu  seiner  Behauptung  kommt.  Die  Darstellung  in 
neuer  Form,  als  Summe  einer  Doppelreihe,  welche  er  findet,  verdient 
dagegen  volle  Anerkennung. 

T*il  LI.  Heft  a.  y 
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Ebenso  wie  in  den  citirten  Schriften,  handelt  es  sich  auch  hier 
um  Bestimmung  der  Coeflicienten  « in  der  Relation 

6«*  _ *=n  " 5*2 
dx» = iii“*0** 

wo  die  t»  nur  vou  der  Beziehung  zwischen  * und  y abhängig  sind. 
Ihr  stellt  der  Verfasser  (nach  Schlümilch’s  Vorgang)  die  inverse 
Entwickelung 

gn2  *=m  » Qkz 

8y"  *=1  **  Sar* 


an  die  Seite.  Er  macht  darüber  die  sehr  augenfällige  Bemerkung, 
dass  die  Bestimmung  der  v nicht  wie  Schlömilch  sie  darstellt,  eine 
neue  Aufgabe,  sondern  in  ihrer  Allgemeinheit  genau  dieselbe  sei  wie 
die  der  u.  Dagegen  erweist  sich  die  Beziehung  zwischen  den  « und 
t>,  nämlich 


*=m  n k 
£ Uh  Vm  = 
fc=l 


0 

1 


(m  < n) 
(m  = n) 


(26) 


ftusserst  ergiebig.  Der  Weg,  auf  welchem  der  Verfassser  dazu  ge- 
langt die  u auf  die  v zurückzuführen,  so  dass  also  z.  B.  zur  Lösung 
der  Aufgabe  für  /(log  x)  nur  die  gleiche  für  /(e1)  erforderlich  ist,  hat 
ohne  Zweifel  ein  genügendes  Interesse  um  ihn  hier  zu  reproduciren. 
Dies  möchte  wol  um  so  mehr  geboten  erscheinen,  als  der  Leser  der 
Urschrift  Mühe  haben  würde  den  Faden  der  Deduction  dieses  beson- 
dern,  aber  wichtigsten  Resultats  zwischen  den  sich  viel  weiter  aus- 
dehnenden Transformationen  herauszufinden.  Im  voraus  sei  bemerkt, 
dass  der  Verfasser  viele  Resultate  der  citirten  Schrift  auf  verschie- 
denem Wege  wiedergewinnt,  die  hier  aus  gemeinsamer  Quelle  fliessen, 
dass  demnach  die  bei  der  Iicproductiou  gebrauchten  Citate,  welche 
längere  Erklärungen  ersparen  sollen,  von  ihm  nicht  zu  Hülfe  genom- 
men sind.  Aus  der  Leibnitz’schen  Formel  für  den  nten  Differential- 
quotienten eines  Products  zweier  Factorcn  geht  leicht  die  allgemeine 
Gleichung  hervor: 


Irr«  * JfT-H  gk-W 

^(n-  1)*-1  01?ll_*  (k)m  ^T_m  - 


(m  < n) 
(m  ■=>  Ti ) 


(55) 


Der  in  Hoppe’s  Th.  d.  indep.  Darst.  d.  h.  D.  Seite  39.  Gl.  (6)  ge- 

n 

gebene  Ausdruck  von  uk  lässt  sich  auf  die  v angewandt  schreiben: 


" 1 (d*X*\ 

Vi  “ k ! \ dtjH  /?=o 


(M) 
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wo  x = y(y);  X = VKy  + V)  — gesetzt  ist.  Sei  nun  X «=  t/*F; 
dann  findet  man: 


IJ=0 

und  die  vorige  Gleichung  wird  nach  Wechsel  der  Buchstaben: 


* / 4 /S 

*’"  ~ (k)m  \ 3V^)v=o 


(36) 


(38) 


Lässt  man  also  in  Gl.  (55)  rj  verschwinden,  so  geht  sie  über  in 
*=»,  ,,  /8— *W—\  * (0  (»<n) 

*fi(  l)t-i  dvn_t  Jo  vm  - J t 

Dies  verglichen  mit  der  obigen  GL  (26)  beweist,  dass 

“*  “ (n~ 1)i-1  ( Lo  (69) 


ist,  da  beide  Grössen  durch  dasselbe  System  linearer  Gleichungen  be- 
stimmt sind.  Ferner  ist  nach  H.  Th.  d.  indep.  Barst,  d.  h.  D.  Seite 
162.  für  p = v =»  0 


8"  .2 


Bx" 


I , ‘v"  (—  1 )*(«)*  0".2* 

•»(»+»)«  ^ ge- 


wendet man  dies  auf  * = V an,  lässt  i\  stetig  verschwinden,  so  dass 
Bx 

übergeht,  so  erhält  man  nach  Einsetzung  in  die  obige 


V in  t p'y 
Gl.  (69): 


By 


^ tn(n — l)t_i(2n — k)„(n — k)h/8y\”+h/8"-i  ■ W*\ 

“*  _ *=0  ' n+A  WZ  \ 8»?"“*  /0 

Geht  man  jetzt  gemäss  Gl.  (36)  von  V zurück  auf  X,  so  findet  man 
nach  gehöriger  Zusammenordnung  der  ganzzahligen  Factoren: 


M 

Uh* 


uo  1 * (2"-2*)«-*+a  /Sy\"+* 

"k{2n ~k)  ( ) («+A)A!  \Bx)  1 0ij— *+*  jo 


Dies  ist  die  beabsichtigte  Formel,  welche  die  höh.  Diff.  einer  zusammen- 
gesetzten Function  f(<px)  auf  die  der  ganzen  positiven  Potenzen  der 
inversen  Function  von  <px  zurückführt.  Für  y = log*  z.  B.  wo 


Xzz=e»(cv  — 1) 

wird,  giebt  dieselbe: 


2* 
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SV(logx) 

Bxn 


(log  X)k  (2»  — Jc)k  x 

Xnk=l 


h=H—k 

£ 

*=0 


(2 n - 21-),,-»  f»  «•=* 

(«+*)*!  A 


(-l)f(A)Pp— *+* 


Offenbar  würde  man  nach  derselben  Formel  auch  leicht  den  nten 
Diffq.  von  /(arcsin  x)  und  zwar  einfacher  als  von  f(arctgr)  entwickeln 
können. 

Besonders  zu  erwähnen  ist,  dass  der  Verfasser  den  Ausdruck 


(27) 


eigentlich  nur  specielles  Resultat  aus  allgemeinem  Princip,  als  Grund- 
formel aufstellt,  aus  welchem  die  folgendeu  Formeln  bervorgeheu, 
und  die  zu  bemerkenswerten  Transformationen  Anlass  giebt  Den 
höh.  Diffq.  der  Potenzen  der  Functionen  wird,  wie  auch  in  der  citirten 
Schrift  geschehen,  iu  §.  10.  11.  und  23.  eine  besondere  Betrachtung 
gewidmet;  als  Resultate  sind  bemerkenswert  die  auf  Seite  21.  unten 
auf  Seite  22.  unten  gewonuenen  Sätze,  in  §.  23.  die  Formel  (140). 

Im  ganzen  ist  die  Arbeit,  so  viel  sie  auch  Vorgefundenes  in  sich 
aufgenommen  hat,  eine  durchaus  selbständige,  mit  viel  Geschick  und 
Erfolg  durchgeführte  zu  nennen.  H. 


Das  Problem  der  magischen  Systeme.  Von  Dr.  Theod.  Hügel, 
k.  Rector  der  Gewerbeschule  zu  Neustadt  a.  d.  II.  Neustadt  a.  d.  H. 
A.  U.  Gottschick  u.  Witter.  1876.  VIII.  48  S.  4°.  Mit  12  Figu- 
rentafeln. 

Der  Verfasser,  welcher  schon  früher  eine  diesen  Gegenstand  be- 
handelnde Schrift  bat  erscheinen  lassen,  behandelt  hier  das  Problem 
der  magischen  Systeme  in  seiner  grösstinöglichen  Allgemeinheit  Er 
betrachtet  zuvörderst  Zahlen  als  gegebeu  und  fordert  nun,  man 
solle  aus  dieser  Anzahl  eine  weitere  bestimmte  Anzahl  von  Gruppen 
zu  je  p Elementen  herausheben,  so  zwar,  dass  die  Summe  dieser 
Elemente  stets  eine  bestimmte  Zahl  repräseutire.  Ueber  die  Anzahl 
der  Gruppen  lässt  sich  erst  dann  eine  den  für  die  Praxis  wichtigen 
Fällen  entsprechende  Anordnung  treffen,  wenn  die  speciellen  Fälle 
n -=  2 und  n = 3 abgehandelt  sind.  Auf  diesen  ersten  Zahleuwert 
legt  sonach  der  Verf.  mit  Recht  ein  Hauptgewicht. 

Ist  gegeben  das  Zalileuquadrat 
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<Jj,j  . . . aj,p 


aP‘l  • • ■ op.p 

so  hebt  man  4 p Gruppen  heraus  uud  verlangt,  dass  dio  4 Gleichungs 
Systeme  *) 


1=1  k—p 

• E aa 

i=,k=\ 


*=1  k—p  Jr— 1 

; E a\,i  = I £ 
i—p  k=  1 k=p  i=l 


*=i,j-p  p(  p*  _(_  i) 

i E f i = 

k=p  »=1 


2 


sämmtlich  durch  ganze  Zahlen  befriedigt  werden  sollen.  Diese  Zahlen 
sollen  vorliiutig  noch  nur  aus  dem  Systeme  1 . . . p*  gewählt  werden 
dürfen. 


In  §.  3 beginnt  die  Untersuchung  der  „Primquadrate“.  Um  ein 
solches  zu  erhalten,  bedient  sich  derVerf.  eines  Hülfsmittels,  welches 
allerdings  schon  von  De  la  Hire  erfunden,  von  Sauveur  und  Leonh. 
Euler  vielfältig  augewendet  wurde,  in  seiner  priucipiellen  Bedeutung 
jedoch  hier  erstmalig  erkannt  und  ausgenutzt  erscheint.  Mau  nehme 
p Zahlen  Ain  . . . A„p,  welche  mit  der  Zahlenfolge  1 ...  p bezieh- 
ungsweise identisch  sein  müssen,  sowie  p weitere  o,.,  . . . n„p,  für 
welche  das  Gleiche  bezüglich  der  Reihe  O.p,  l.p,  2 .p  . ..  (p  — 1)/> 
gilt,  und  bilde  durch  p maliges  Setzen  jedes  Einzelgliedes  zwei  Qua- 
drate von  resp.  />*  Elementen.  Indem  man  dann  homologe  Elemente 
dieser  beiden  Hülfsquadrate  addirt,  resultirt  das  gesuchte  magische 
Quadrat.  Es  handelt  sich  also  lediglich  um  die  Besetzung  der  beiden 
Hülfsquadrate  oder  um  dio  Besetzung  der  „grossen“  und  ,;klciuen 
Formel“  nach  Herrn  Hugel’s  Ausdruck.  Da  von  links  nach  rechts 
gerechnet  die  einzelnen  Elemente  in  cyklisclier  Anordnung  auf  ein- 


*)  Die  dritte  und  vierte  der  angegebenen  Gleiehungsfolgen  fasst  da*  Pro- 
blem der  magischen  Quadrate  offenbar  allgemeiner,  als  dies»  gemeiniglich  ge- 
schieht. Wahrend  nimlich  sonst  blos  von  den  zwei  geometri»chcn  Haupt- 
diagonalen  des  Vierecks  gefordert  wird,  das»  die  ihnen  ungehörigen  Zahlen 
die  bewusste  Summe  liefern,  gilt  diess  nunmehr  für  alle  Serien  von  Klementen, 
deren  Verbindungslinie  einer  jener  Diagonale  parallel  liuft  und  deren  Anxahl 
(auf  beiden  Seiten  einer  solchen)  in  Summe  = p ist.  Jene  Ausnahmestellung 
dtr  Diagonalen.  r.u  deren  Beseitigung  r.  Pesal  (m.  vgl.  unsere  „Vertu.  Unter- 
such. t.  Gesch.  d.  Math.  Wiss.,“  Leipzig  1876,  S.  864  ff.)  die  Ausdehnung 
des  Problems  auf  den  magischen  Cylindermantcl  schuf,  sie  ist  auch  bei  Um. 
Hügel  rollstündig  aufgehoben,  so  dass  dessen  rein  analytische  Verallgemeine- 
rung »ich  mit  den  geometrischen  Motiven  v.  Pessl’»  deckt.  — Erreicht  war 
diese  Generalisirung  halb  unbewusst  übrigens  schon  bei  mehreren  llteren  Me- 
thoden, so  z.  B.  bei  einer  derjenigen,  welcher  wir  (im  genannten  Werke, 
S.  S09)  den  Namen  ihres  mutmasslichen  Erfinders,  des  Byzantiners  Moscho- 
pulos,  beilegten. 
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ander  folgen  müssen,  so  handelt  es  sich  spcciell  nur  um  den  Plate, 
welchen  in  jeder  einzelnen  Horizontalroiho  die  Elemente  Aln  und 
ain  einnehmen  müssen.  Für  Primquadrate  entwickelt  und  beweist 
der  Verf.  eine  schöne  Regel,  welche  sich  folgendermassen  kurz  fassen 
lasst  Steht  das  Element  A2„  in  der  ersten  Zeile  in  der  linken  Ecke, 
so  gebührt  ihm  in  der  9ten  der 

wenn  R den  in  jenem  Bruche  steckenden  Rest  bezeichnet;  und  gilt 
für  das  Element  oq,,  das  gleiche,  so  steht  dasselbe  in  der  rten  Zeile 
der  kleinen  Formel  am 

[Rg+^))]M 

Platz"1).  Die  Zahlen  a und  ß werden  hier  „magische  Determinan- 
ten“ genannt;  sie  müssen  ganzzahlig,  ungleich  und  ^0,  ^ p sein. 

— Der  Verf.  leitet  auch  die  Anzahl  der  möglichen  Lösungen  her  und 
studirt  aufs  Einlässlichste  die  Veränderungen,  welche  durch  Reihen- 
vertauschung in  den  Hülfsquadraten  für  das  Resultat  sich  ergeben. 


•)  Ein  eingehendes  Studium  dieses  Verfahrens  hat  uns  auch  nach  einer 
anderen  Seite  überraschende  Aufschlüsse  gegeben.  In  einer  kürzlich  erschie- 
nenen Mitteilung  in  der  Schlömilch’schcn  Zeitschrift  (21.  Band,  S.  62.)  sprachen 
wir  unser  Bedenken  darüber  aus,  ob  sich  allgemeinste  (Gausa’sche)  Quadrate 
mit  Doppelelcmenten  für  jede  ungerade  Zeilenzahl  (2m  -fl)*  hersteilen  Hessen. 
Wir  halten  diess  Bedenken  jetzt  für  erledigt;  für  (2m-fl)  als  Primzahl  geht 
jene  Construction  immer  an,  selbst  -wenn  man  das  Wort  Diagonale  in  dem 
allgemeinsten  (Hugcl'schen)  Sinne  fasst,  für  ein  anderes  (2ni-|-l)  aber  nicht 
Um  ein  Beispiel  vorzuführen,  sei  p = 7,  a—2,  /?=5;  bestimmt  man  nach 
der  oben  mitgcteilten  Vorschrift  die  grosse  und  kleine  Formel  und  ersetzt  zur 
besseren  Veranschaulichung  die  a und  a durch  die  Buchstaben  des  grossen 
lateinischen  und  kleinen  deutschen  Alphabetes,  so  erhilt  man  beim  Zusammen- 
zieheu  das  nachstehende  Arrangement: 

Aa  Bb  Cc  Db  Ee  Ff  Gg 
Fc  Gb  Ae  Bf  Cg  Da  Eb 

De  Ef  Fg  Ga  Ab  Bc  Cb 

Bg  Ca  Db  Ec  Fb  Ge  Af 

Gb  Ac  Bb  Ce  Df  Eg  Fa 

Eb  Fe  Gf  Ag  Ba  Cb  De 

Cf  Dg  Ea  Gc  Fb  Ab  Be. 

Dieses  Schema  genügt  den  strengsten  Anforderungen.  Ucber  gewisse  inter- 
essante Hebeneigenschaften  desselben  behalten  wir  uns  einen  Bericht  für  eine 
andere  Stelle  vor. 
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In  §§.  14  — 16  wird  untersucht,  wie  sich  die  bisherige  Mcthodo 
modifleirt,  wenn  die  Seitenzahl  nicht  mehr  eine  Primzahl,  sondern 
ein  Product  aus  solchen  ist.  Es  findet  sich,  dass  für  jede  der  drei 
Reihenkategorien  diese  Methode  grundsätzlich  erhalten  bleibt,  nur  ist 
der  Wertvorrat  der  „Determinanten“  eingeschränkt.  Ganz  das  Gleiche 
gilt  für  „geradgerade  Quadrate“.  Der  zwanzigste  Paragraph  lehrt  die 
bereits  in  §.  14  behandelte  Aufgabe  noch  aus  einem  anderen  Gesichts- 
punkte angreifen,  indem  nämlich  das  Quadrat  (m n)%  in  m*  Einzel- 
quadrate von  je  n*  Zellen  zerlegt  gedacht  wird;  es  wird  eben  hier 
das  in  ein  System  gebracht,  was  in  Einzelfällen  bereits  Moschopulos 
und  in  neuester  Zeit  englische  Mathematiker  (Verm.  Unters.  S.  261  ff.) 
geübt  hatten. 

In  ein  neues  und  zwar  besonders  interessantes  Stadium  tritt  die 
Untersuchung  mit  §.  21  (Uugeradgerade  Quadrate).  Während  nämlich 
bei  der  alten  engen  Fassung  des  Begriffes  „Diagonale“  auch  für  diesen 
Fall  das  Verfahren  De  la  Ilire’s  ausreichte,  ändert  sich  diess  in  Folge 
unserer  Definition,  wie  Herr  Hügel  durch  einen  scharfsinnigen  indi- 
recten  Beweis  dartut.  „Wir  sind  deshalb“  — sagt  derselbe  (S.  20) 
— „genötigt,  ein  vom  bisherigen  abweichendes  Verfahren  einzuschla- 
gen, nämlich  das  der  Umschreibung.  Dasselbo  beruht  darin,  dass  man 
vorerst  die  zwei  äussersten  Horizontal-  und  Verticalreihen  uuberück- 
richtigt  lässt  und  zunächst  nur  das  noch  übrig  bleibende  Quadrat  nach 
der  früheren  Methode  magisch  ausfttllt,  worauf  wir  erst  zur  passen- 
den Ausfüllung  des  Randes  schreiten“.  Diess  Verfahren  wird  ange- 
geben und  damit  denn  auch  der  Weg  zur  Construction  allgemeiner 
Quadrate  von  (4p + 1)*  und  (4p-f-3)*  Elementengebahnt.  Mit  einer 
Reihe  netter  Aufgaben,  welche  sich  zur  Aufnahme  in  eine  — vorläufig 
allerdings  blos  wünschenswerte  — elomentare  Aufgabensammlung  der 
Zahlentheorie  empfehlen  w ürden,  endigt  der  erste  Abschnitt,  die  Lehre 
vom  magischen  Quadrat  schlechtweg. 

Auf  Seite  22  beginnt  „der  magische  Würfel“,  dessen  Behandlung 
natürlich  im  Wesentlichen  auf  die  nämlichen  Principien  zurückgeht. 
Denkt  man  sich  denselben  wieder  auf  das  geometrische  Bild  von  p3 
in  Form  eines  „Raumgitters“ 


al«)S  • • • all\lP 
°i)*u  • • • “litip 


°i»P? l ^hp'i 

• • • "jiP'P 

atnn  • • • 

°P»HP 

ap>jii  °prtit  • 

• • °Pi*iP 

°Pi pn  apjp>*  • • °pip<p 
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angeordneten  Elementen  zurückgeführt,  so  erkennt  man  leicht,  dass 
dem  Analogiegesctze  entsprechend  nunmehr 


3 P + 3p+P  + 3p  — 10p 

ganzzahlig  zu  erfüllende  Bedingungsgleicbnugen  vorliegen  müssen,  wenn 
der  Würfel  „vollständig  magisch“  sein  soll.  Die  Behandlung  stützt 
sich  wie  oben  auf  zwei  Quadrate  so  jetzt  auf  drei  Ifülfs-Würfei,  welche 
bezüglich  mit  den  Zahlen 

0,  2 P\  3p*...  (p- l)p*, 

0,  p,  2p,  3p  ...  (p  — l)p 

1,  2,  3,  4 ...  p 


ausgefüllt  und  dann  entsprechend  zusammengeschoben  werden.  Für 
eine  Primzahl  p werden  nun  alle  irgend  beizuziehenden  Betrachtungen 
aufs  Erschöpfendste  durchgeführt.  Wir  machen  besonders  aufmerk- 
sam auf  den  interessanten  apagogischeu  Beweis  für  das  Kriterium, 
welchem  die  „Determinanten“  a.  a',  ß,ß',  y,  y'  unterliegen  müssen, 
wenn  ein  magischer  Würfel  zu  Staude  kommen  soll.  Es  muss  uäm- 
lich  die  Ungleichung 


a a'  1 

ß ß'  1 
\y  y'  1 


> 


bestehen,  wo  p das  bekannte  von  Crelle  eingeführtc  Symbol  bezeich- 
net. Von  §.  31  ab  wird  die  „Permutatiou  des  magischen  Würfels“ 
gelehrt,  d.  h.  aus  einem  bereits  vorliegenden  Würfel  durch  ge- 
setzmässige  Elementcu-Vertauschung  ein  neuer  von  gleicher  Eigen- 
schaft abgeleitet.  Für  Quadrate  hat  diese  Idee  erstmalig  Sauveur  in 
seiner  inhaltsreichen  Abhandlung  vom  Jahr  1710  durchgeführt.  Zum 
Schluss  wird  dann  noch  nachgewiesen,  dass  und  wie  man  statt  dreier 
Hülfswürfel  deren  auch  beliebig  viele  verwenden  kann  — nur  sind 
dauu  die  neu  einzuführenden  magischen  „Determinanten“  nicht  mehr 
unabhängig  von  einander;  für  je  drei  zusammengehörige  Determinan- 
tenpaaro  <5,,  d/,  d2,  d2',  d3,  d3'  muss  vielmehr 

| <5i  V 1 | 

| d2  dj'  1 j ^ ^ 

( ^3  ^8*  ^ l 

sein. 


Die  letzten  Paragraphen  der  Schrift  beschäftigen  sich  damit,  die 
„magischen  Systeme  höherer  Ordnung“  zu  studiren,  oder,  wie  wir 
auch  sagen  könnten,  das  Problem  der  magischen  Quadrate  auf  eiue 


Digitized  by  Google 


Litterarischer  Bericht  CCXXXV11I. 


21 


Mannigfaltigkeit  von  n Dimensionen  auszudeknen.  Es  ist  Herrn  Hügel 
hier  gelungen,  eine  interessante  Beziehung  zwischen  magischen  Qua- 
draten und  (wirklichen)  Determinannten  aufzudecken,  indem  er  als 
Verallgemeinerung  der  oben  angemerkten  Sätze  die  Wahrheit  aus- 
spricht, dass  zum  Bestehen  eines  magischen  Systemes  vom  allgemeinen 
Terme  «m  ,m, ...  mM  die  Nisht- Erfüllung  der  Congruenz 

“lll  «11*  «1,3  • • • “it"— 1 1 

«S,l  «*,ä  «*,3  • • • «*,*— I 1 

«SU  «3*  «3,3  • • • «3!»-l  1 HH  0 (modp) 

' «»,1  «»Ul  «n>3  • • • «h.h— 1 1 

conditio  sine  qua  non  ist,  wo  jede  lleihe  der  a ein  zusammengehöriges 
System  „magischer“  Determinanten  bedeutet. 

Recapituliren  wir  unsere  Aufzeichnungen,  so  gelangeu  wir  zu  fol- 
gendem Urteile.  In  der  Lehre  von  den  magischen  Quadraten  selbst 
hat  der  Verf.  durch  seine  universelle  Auffassung  des  Problemes,  durch 
seine  — für  diese  Aufgabe  bisher  noch  vermisste  — grundsätzliche 
Anwendung  der  Indices  und  der  Congrueuz- Symbolik  sowie  endlich 
durch  sqine  erschöpfende  Behandlung  des  Hauptfalles  ( p Primzahl) 
einen  vollständigen  Abschluss  herbeigefübrt.  Die  — bisher  nur  in 
schwachen  in  unserem  Buche  namhaft  gemachten  Ansätze  vorhandene 
— Theorie  des  magischen  Würfels  hat  er  nicht  minder  weit  gefördert 
uud  vor  Allem  hat  er  auch  das  gewiss  nicht  zu  vernachlässigende 
anschauliche  Moment  durch  eine  Reihe  gut  gezeichneter  Figuren  ge- 
bührend bedacht.  Die  Art  uud  Weise,  wie  hier  die  einzelnen  den 
Würfel  bildenden  „Schichten“  separat  dargestellt  werden,  ist  für  ähn- 
liche Zwecke  sehr  zu  empfehlen.  Was  endlich  die  Verallgemeinerung 
des  Problems  für  den  allgemeinen  Index  n betrifft,  so  ist  dieselbe 
durchaus  neu  uud  offenbar  eine  Quelle  interessanter  Detail -Unter- 
suchungen. 

Gewünscht  hätten  wir  nur  Zweierlei.  Es  würde  dem  Gegenstand 
mehr  Relief  gegeben  haben,  wenn  gezeigt  worden  wäre,  wie  aus  den 
allgemeinen  Formeln  durch  Speeialisiruug  gewisse  Methoden  unmit- 
telbar fliessen,  welche  ihrer  historischen  Stellung  oder  aueh  ihrer 
Eleganz  halber  von  Interesse  sind.  Und  zweitens  wäre  uns  die  An- 
bringung von  Ruhepuukten  angenehm  gewesen;  der  Calcul  des  Verf. 
ist  zwar  kein  schwerfälliger,  allein  bei  einer  solchen  fortwährend  auf 
Formeln  sich  stützenden  Entwickelung  ermüdet  der  Leser  doch  leicht, 
wenn  ihm  nicht  wenigstens  wichtige  Resultate  etwa  durch  gesperrten 
Druck  gleich  signalisirt  werden. 
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Druck,  Figurentafeln  und  typographische  Ausstattung  sind  gleich- 
mässig  anerkennenswert.  — Wir  wünschen  dem  Workehen,  welches 
einen  von  Wenigen  gekannten  Stoff  anregend  und  interessant  behan- 
delt, recht  viele  Freunde. 

München.  S.  Günther. 


Sur  la  thdorie  des  nombres  premiers.  Par  Eduard  Lucas, 
ancien  616ve  de  l’Ecole  Normale,  agrege  de  l’Univcrsite.  Turin  1876. 
Imprimerie  Royale.  12  S. 


Der  Verfasser  entwickelt  eine  Reihe  von  Sätzen  in  Betreff  der 
2 Functionen 


aH  — b* 

«<*  = T~>  = 

a — b 


unter  a,  b die  Wurzeln  der  Gleichung 

z*  = I'x  — Q 

verstanden,  denen  zufolge  dieselben  viele  Analogien  mit  den  Func- 
tionen Sinus  und  Cosinus  zeigen.  Für  P = 1 , Q = — 1 erfüllen 
beide  Functionen  die  recurronte  Gleichung 

« 

»Ml  2 = | 1+ 

welche  für  «o  = 0,  Uj  — < 1 die  gewöhnlich  nach  Lame  benannte,  aber 
zuerst  von  Fibonacci  definirte  Reihe 

0,  1,  1,  2,  3,  5,  8,  13,  . . . 

ergiebt.  Jene  Sätze  gestatten  dann  sehr  überraschende  Schlüsse  auf 
Zerlegbarkeit  in  Factoren  und  den  Nachweis  von  Primzahlen. 

H. 


Sur  le  calcul  des  logarithmes  ä un  grand  nombre  de  figures. 
Par  F.  Burnier.  Bull.  Soc.  Vaud.  Sc.  Nat.  XI.  p.  147 — 150. 

Das  Princip  der  Berechnung  vielstelliger  Logarithmen,  welches 
in  der  Zusammensetzung  der  gegebenen  Zahl  aus  Factoren  von  der 
Form  lin.10-*  besteht,  erfand,  wie  hier  angegeben,  R.  Flower  1774. 
Die  dazu  nötige  Tafel  findet  sich  in  Briggs  Arithmetica  logarithmica 
1624,  doch  wandte  dieser  ein  weniger  einfaches  Verfahren  an.  Von 
spätem  Schriften,  die  das  Verfahren  cultivirt  haben,  erwähnt  der  Ver- 
fasser Hoüel  (Tables  4 cinq  decimales),  uud  verweist  auf  dessen  Er- 
klärung, soweit  es  die  Anwendung  der  Tafeln  betrifft.  Er  selbst  hat 
das  Verfahren  insofern  vereinfacht,  als  er  bei  der  Zerlegung  nur  ein- 
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ziffrige  Multiplicationen  vollzieht.  Die  damit  verknüpften  weiteren 
Vorteile,  wie  sie  in  den  Tafeln  für  30stellige  logarithmischo  Rech- 
nung von  R.  Hoppe  (Leipzig  1876.  C.  A.  Koch)  dargelegt  sind,  bleiben 
unbesprochen,  namentlich  die  Bemerkung,  dass  man  durch  Abtren- 
nung des  ersten  Terms  der  logarithmischen  Reihe  die  Anwendung  der 
Tafeln  und  die  damit  verbundene  Rechnung  um  die  Hälfte  kürzen 
kann.  Auch  hat  der  Verfasser  eine  Einrichtung  der  Tafeln  auf  brigg- 
sche  statt  auf  natürliche  Logarithmen  im  Auge,  hat  also  nicht  be- 
achtet, wieviel  überflüssige  Mühe  die  früheren  Bearbeiter  sich  und 
den  Rechnern  dadurch  aufgebürdet  haben  (s.  Arcb.  LVIU.  437.). 
Nach  Erwähnung  zweier  anderen  Tafeln  ohne  unterscheidende  Eigen- 
schaften, deren  noch  gar  manche  hätten  genannt  werden  können,  be- 
spricht der  Verfasser  am  Schluss  die  Tafeln  von  Steinhäuser,  welche 
sehr  zum  Nachteil  der  Einfachheit  immer  3 Ziffern  zusammenfasst, 
insofern  deren  Anwendung  eine  Correction  erfordert,  die  Steinhäuser 
nicht  bemerkt  hat.  H. 


Versuch  einer  näherungsweisen  geometrischen  Darstellung  der 
V*  (ausgeführt  bis  auf  6 Decimalstellen).  Von  R.  von  Schleu- 
sing.  Berlin  1876.  Weidmann.  17  S. 

Der  Verfasser  construirt  2 Kreissehnen  nach  empirisch  gefunde- 
nen Bestimmungen  durch  je  2 Punkte,  deren  Längen  von  y n sehr 
wenig,  und  zwar  entgegengesetzt,  differiren,  und  interpolirt  zwischen 
beiden.  H. 


Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Von  Louis 
Navier,  Mitglied  der  Akademie,  Professor  an  der  polytechnischen 
Schule  in  Paris,  etc.  Mit  Zusätzen  von  J.  Liouville.  Deutsch 
herausgegeben  und  mit  einer  Abhandlung  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  vermehrt  von  Dr.  Theodor  Wittstein,  Professor.  Vierte 
Auflage.  Hannover  1875.  Hahn.  754  S. 

Sofern  das  vorliegende  zu  einem  Lehrbuch  für  den  Anfang  des 
Studiums  der  Differential-  und  Integralrechnung  bestimmt  ist,  können 
die  an  ein  solches  zu  stellenden  Anforderungen  nicht  unbesprochen 
bleiben.  Dass  es  denselben  nicht  genügt,  ist  augenfällig;  der  Her- 
ausgeber hat  es  unterlassen  diese  Frage  in  den  4 Vorreden  zu  be- 
rühren. Einen  so  grossen  Ruf  auch  das  Buch  früher  erlangt  hat,  in 
den  30  Jahren  seit  dem  Erscheinen  der  Uebersetzung  in  erster  Auf- 
lage ist  doch  die  Zeit  gekommen,  wo  es  immer  dringender  notwendig 
wird  den  alten  Schlendrian  zu  beseitigen;  wir  haben  inzwischen  bes- 
sere Methoden  kennen  gelernt,  und  dürfen  uns  mit  einer  so  mangel- 
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haften  Begründung  nicht  begnügen,  wenn  wir  irgend  Sicherheit  in  der 
Anwendung  der  Analysis  bei  den  Anfängern  erziolcn  wollen.  Navicr 
erklärt  dio  unendlich  kleinen  bloss  als  kleiner  und  kleiner  werdende 

Grössen,  ohne  zu  beachten,  dass  auch  100-f-J  bei  wachsendem  n 

kleiner  und  kleiner  wird,  (der  Null  immer  näher  kommt,)  spricht  von 
da  an  nicht  mehr  von  Uuendlichkleiuen , aber  sehr  oft  vom  Kleiner- 
und-kleiner -werden,  und  weist  auch  bei  Grenzwertbestimmungen 
immer  nur  ganz  eilig  auf  letztere  Eigenschaft  hin.  Der  Uebersetzer 
citirt  bei  einem  solchen  Falle  der  Nachlässigkeit  (doch  wol  als  Cor- 
rection)  die  Carnot’sche  Erklärung  des  Unendlichkleinen;  doch  diese 
ist  ebenso  mangelhaft,  nur  auf  der  audern  Seite,  denn  sie  lässt  w ieder 
die  Bestimmung  als  variabel  weg.  Auf  gleicher  Stufe  stehen  die  De- 
duetionen  durchweg;  ein  Massstab  strenger  Logik  lässt  sich  nirgends 
anbringen;  sie  stützen  sich  auf  Sätze,  z.  B.  von  unendlichen  Reihen, 
von  deren  Theorie  nirgends  dio  Rede  ist,  ohne  Angabe,  wie  sie  lanten 
und  wo  sie  bewiesen  sind,  und  wo  in  der  Tat  das  Angeführte  unzu- 
reichend ist,  u.  a.  m.  Dabei  ist  der  Gang  der  Herleituugeu  sehr  fern 
vom  einfachsten  und  verrät  wenig  Geschick.  Bei  Entwickelung  der 
Differentiationsformeln  für  c*,  logr,  xm  wird  mit  der  eomplicirtesten 
letzten  angefaugen,  währeud  die  zweite  und  dritte  leichte  Folgen  der 
mit  einfachem  ei-steu  sind,  so  dass  im  Grunde  der  Weg  an  den  2 
späteren  Resultaten  vorbeiführt,  die  dann  mit  Wiederholung  der  glei- 
chen Procedur  nachträglich  gewonnen  werden.  Bei  den  Maximis  und 
Miuimis  und  der  Curveulehrc  geschieht  die  Entwickelung  direct  bis 
auf  zweite  Ordnung,  was  ganz  unnötig  eine  für  Anfänger  schwer  ver- 
ständliche Complication  mit  sich  bringt,  während  bei  successivem  Auf- 
steigen zu  den  höheren  Ordnungen  jeder  Schritt  sehr  einfach  aus- 
fällt. Von  der  Integralrechnung  brauchen  wir  nicht  besonders  zu 
sprechen  ; wo  in  den  Principien  der  Analysis  ein  so  schlechter  Grund 
gelegt  ist,  kann  \on  hinreichender  Begründung  der  Integralrechnung 
nicht  die  Rede  sein.  Die  Klarheit  und  Lcicktfasslichkeit,  welche  der 
Uebersetzer  an  der  Navier’schen  Darstellungsweise,  rühmt,  redueirt 
sich,  wie  mau  sich  zutreffender  ausdrückt,  auf  eine  bei  Vielen  be- 
liebte Oberflächlichkeit.  II. 


Verschiedene  Schriften,  Zeitschriften. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata.  Diretti  da  F.  Brioschi 
c L.  Cromo  na,  in  coutiuuazione  di  quelli  giä  pubblicati  dal  prof. 
Tortoliui.  Serie  II.  Tomo  VI.  VII.  Milauo.  Die.  1*73  — utt- 
1876.  G.  Bernardoni. 
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Der  Inhalt  des  6.  Bandes  ist:  L.  Schlaefli:  lieber  den  Gebrauch 
der  Linien',  längs  deren  der  absolute  Wert  einer  Fnuction  constant 
ist.  — G.  As  coli:  Uebor  die  Fourier’sche  Reibe.  — Ed.  Ovidio: 
Untersuchung  über  die  projectivische  Geometrie.  — E.  Betti:  Ueber 
die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  der  elastischen  festen  Körper.  — 
U.  Dini:  Ueber  die  Iteiheu  vou  Kugelfunctionen.  — B.  Jgei:  Ueber 
die  Darstellung  der  ternären  quadratischen  Formen  durch  Quadrate. 
— J.  Bischoff:  Auszug  aus  zwei  Briefen  au  Herrn  Cremona.  — 
E.  B.  Christoffol:  Arithmetische  Beobachtung.  — Brill,  Gor- 
dan,  Klein,  Lüroth,  A.  Mayer,  Nöther,  von  der  Mühll: 
Alfred  Clebsch  und  seine  wissenschaftlichen  Arbeiten  (aus  den 
Math.  Aun.  ins  Ital.  übers,  von  E.  Beltrami.)  — R.  Lipschitz: 
Bestimmung  des  Druckes  im  Innern  einer  incompressibeln  Flüssigkeit 
unter  inneren  und  äusseren  Anziehungen.  — J.  N.  Bischoff:  Be- 
weis eines  Satzes  vou  Hesse.  — E.  Beltrami:  Ueber  das  gegen- 
seitige Potential  zweier  starren  Systeme,  und  insbesondere  über  das 
elektrodynamische  elementare  Potential.  — E.  Fergola:  Ueber  die 
Stelluug  der  Rotationsaxe  der  Erde  zu  ihrer  Figuraxe.  — J.  C. 
Malet:  Zwei  Intcgrationsthcorcme.  — T.  A.  Ilirst:  Ueber  die  Cor- 
relation  zweier  Ebenen. 


Der  Inhalt  des  7.  Bandes  ist:  Aoust:  Integrale  der  Differential- 
gleichungen der  Curven,  welche  eine  gemeinsame  Polarfläche  haben. 
— C.  M.  Piuma:  Ueber  eine  Classe  von  Integralen,  die  sich  in 
blossen  Logarithmen  ausdrücken  lassen.« — E.  d’ Ovidio:  Die  Com- 
plcxen  und  die  linearen  Congruenzen  in  der  projeetivisehen  Geome- 
trie. — Brioschi:  Ueber  einen  neuen  Punkt  der  Beziehung  zwischen 
den  binären  Formen  4.  Grades  und  deu  ternären  kubischen.  — 
0.  Bonnet:  Untersuchung  der  Flächen,  die  sich  auf  einer  Ebene 
darstellcn  lassen.  — Barnaba  Tortolini.  — Zum  Andenken  an 
Jacob  Steiner.  Vortrag  von  C.  F.  Geiser.  (Ins  Ital.  Ubers,  von 
F.  Casorati.)  — A.  Clebsch:  Ueber  die  Theorie  der  binären 
Formen  6.  Ordnuug  und  die  Trisection  der  hyperelliptischen  Func- 
tionen. (Ins  Ital.  übers,  von  F.  Brioschi.)  — E.  Caporali:  Ueber 
die  Flächen  5.  Ordnung  mit  einer  Doppclcurvo  5.  Ordnuug.  — 
F.  Brioschi:  Ueber  die  Bedingungen  der  Zerlegung  einer  ternären 
kubischen  Form  in  drei  lineare  Factoren.  — L.  Schlaefli:  Berich- 
tigung zur  Abhandlung  betitelt:  Wann  macht  sich  von  einer  allgemei- 
nen Fläche  3.  Ordnung  ein  wieder  hineingehendes  Stück  los?  — 
F.  Casorati:  Einige  Fundamentalformeln  zur  Untersuchung  der 
Differentialgleichungen  1.  Ordnung  und  2.  Grades  zwischen  2 Variabein 
mit  algebraischem  allgemeinen  Integral.  — F.  Brioschi:  Analyti- 
sche Untersuchungen  über  die  Curven  4.  Ordnung.  — R.  Sturm: 
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Ueber  die  Kräfte  im  Gleichgewicht.  — G.  Ascoli:  lieber  die  Reihen 

XnA„X„. 

o 

Nouvelle  Correspondance  Mathematique , redigte  par  Eugene 
Catalau,  ancieu  elfeve  de  l’dcole  polytechuique,  Docteur  6s  Sciences, 
Professeur  ä l’universitö  de  Liege,  etc.  avec  collaboration  de  MM. 
Mansion,  Laisant,  Brocard,  Neuberg  et  Edouard  Lucas. 
Tome  II.  Liöge  1876.  E.  Decq. 

Von  dieser  Zeitschrift  erscheint  jeden  Monat  1 Heft,  jedes  Jahr 
ein  Band.  Sie  liefert  Original-Abhandlungen,  Auszüge,  Aufgaben  und 
Lösungen,  Besprechungen  mathematischer  Fragen,  keine  litterarischen 
Berichte.  Der  Inhalt  der  ersten  6 Hefte  an  Abhandlungen  ist  fol- 
gender. J.  Ncuberg:  Ueber  die  um  einen  Kegelschnitt  beschrie- 
benen Polygone.  — Le  Paigc:  Kote  Uber  Pascal’s  Essai  pour  les 
coniques.  — E.  Lucas:  Trisection  des  Winkels  mittelst  des  Zirkels. 

— P.  Mansion:  Ueber  die  Theorie  der  linearen  Transformationen. 

— Laisant:  Ueber  ein  Problem  betreffend  ebene  Curven.  — De 
Tilly:  Ueber  die  Asymptoten  der  algebraischen  Curven.  — E.  Lu- 
cas: Note  Uber  Pascal’s  arithmetisches  Dreieck  und  die  LamFsche 
Reihe.  — E.  Catalan:  Note  über  einen  geometrischen  Ort.  — 
E.  Lucas:  Ueber  ein  Euler’sches  Problem  betreffend  die  magischen 
Quadrate.  — P.  Mansion:  Ueber  eine,  der  Leibnitz’schen  analoge 
Formel.  — Even:  Beweis  eines  geometrischen  Satzes.  — Mansion: 
Die  zusammengesetzten  Zirkel  von  Peauccllier,  Hart  und  Kempe.  — 
H.  Brocard:  Note  über  verschiedene  Eigenschaften  des  Ellipsoids 
und  der  Ellipse.  — Retsin:  Construction  der  Hyperbel.  — P.  Man- 
sion: Ueber  die  magischen  Quadrate.  — E.  Ghysons:  Ueber  die 
Construction  der  Normalen  einiger  Curven  und  Flächen.  — P.  Man- 
sion: Ueber  2 Formeln  bezüglich  auf  die  Theorie  der  ebenen  Cur- 
ven. — H.  Brocard:  Note  über  die  Näherungsmethode  der  propor- 
tionalen Teile.  — E.  Catalan:  Einige  Sätze  »über  die  Krümmung 
der  Linien.  — E.  Catalan:  Ueber  einen  arithmetischen  Satz.  H. 


Digitized  by  Google 


Programm  des  von  der  Königlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Turin  zu  vergebenden  Bressa-Preises. 


Caesar  Alexander  Bressa,  im  Leben  Doctor  der  Medicin 
nnd  Chirurgie,  hat  am  4.  September  1835  in  seinem  Testamente  Fol- 
gendes wörtlich  verfügt. 

„Ich  erwähle  zum  Universalerben  meiner  jetzigen  und  künftigen 
„Güter,  nach  Abzug  der  verschiedenen  Legato,  die  Königliche  Aka- 
demie der  Wissenschaften  zu  Turin,  welche  sich  von  ihrem  bestän- 
digen Secretär  oder  von  einem  Procurator  wird  vertreten  lassen  können, 
„der  zu  diesem  Zwecke  von  ihren  Mitgliedern  zu  erwählen  wäre. 

„Sowie  das  Recht  der  Nutzuiessung  aufhört  (welches  in  dem- 
selben Testamente  der  Frau  Claudia  Amata  Dupechä  zugesprochen 
„ist),  wird  die  Turiner  Akademie  die  Nachlassenschaft  sofort  antreten 
„und  befugt  sein,  die  unbeweglichen  Güter  zu  verkaufen,  die  Kapitale 
„nach  ihrem  Ermessen  anzulegen,  und  mit  dem  Ertrag  des  Gesammt- 
„vermögens  einen  zweijährigen  Preis  zu  stiften,  der  in  folgender  Weise 
„abwechselnd  vergeben  werden  soll. 

„Der  Reinertrag  der  ersten  beiden  Jahre  ist  als  Preis  für  den- 
jenigen Gelehrten  bestimmt,  der,  gleichviel  zu  welcher  Nation  er  ge- 
hören möge,  während  der  letzten  vier  Jahre  die  ausgezeichnetste 
„und  nützlichste  Entdeckung  gemacht  haben  wird  oder  der  Urheber 
„war  des  berühmtesten  Werkes,  im  Bereich  der  physikalischen  und 
„experimentellen  Wissenschaften,  der  Naturgeschichte,  der  reinen  und 
„angewandten  Mathematik,  der  Chemie,  Physiologie  und  Pathologie, 
„mit  Einschluss  der  Geologie,'  der  Geschichte,  Geographie  und  Sta- 
„tistik. 

„Der  Reinertrag  der  folgenden  beiden  Jahre  wird  denjenigen 
„Gelehrten  zugesprochen  werden,  welcher,  immer  nach  dem  Urteil 
„derselben  Turiner  Akademie,  in  den  letzten  vier  Jahren,  bezüglich 
„einer  der  oben  erwähnten  Wissenschaften  in  Italien  die  wichtigste 
„Entdeckung  gemacht  oder  das  bedeutendste  Werk  veröffentlicht  haben 
„wird,  und  so  weiter  unter  Beobachtung  derselben  Reihenfolge“. 

Obgleich  sich  die  Akademie  nicht  verhehlt,  dass  ihr  die  edel- 
mütige Schenkung  des  Doctor  Bressa  eine  schwere  Verantwortlich- 
keit auferlegt,  indem  sie  dazu  berufen  sein  soll,  über  Geisteserzeug- 
nisse zu  urteilen,  welche  in  irgend  einem  Teile  des  weiten  Gebietes 
beinahe  sämmtlicher  positiven  Wissenschaften  auftauchen  mögen,  glaubt 
sie  dennoch  dem  Vertrauen  des  freigebigen  Erblassers  entsprechen 
zu  müssen,  indem  sie  sich  anheischig  macht,  die  Bestimmungen  seines 
Testamentes  genau  zu  erfüllen,  das  von  der  lobenswerten  Absicht  ein- 
gegeben ist,  das  Gedeihen  der  Wissenschaft  zu  befördern. 


Digitized  by  Google 


Das  Brossa’scho  Yermächtniss  ist  im  Monate  Juli  1876  von  der 
Bedingung  der  Nutzuiessuug  befreit  worden.  In  Folge  dessen  muss 
der  erste  vom  Testament  bestimmte  Zeitraum  sieb  über  die  Jahre 
1877  und  1878  erstrecken. 

Der  erste  Preis  wird  im  Jahre  1879  demjenigen  Gelehrten  zuer- 
teilt werden,  der,  gleichviel  welcher  Nation  er  angehöreu  möge,  wäh- 
rend der  vorangegangenen  vier  Jahre,  das  heisst  vom  1.  Januar  1875 
bis  zum  letzten  December  1878,  die  bedeutendste  und  nützlichste  Ent- 
deckung gemacht  oder  das  berühmteste  Werk  veröffentlicht  haben 
wird,  iu  dem  Gebiete  der  reinen  und  angewandten  Mathematik,  der 
experimentellen  Wissenschaften:  Physik,  Chemie  und  Physiologie,  der 
Naturgeschichte  mit  Einschluss  der  Geologie,  der  Pathologie , der  Ge- 
schichte, Geographie  und  Statistik. 

Der  erste  für  den  vierjährigen  Zeitraum,  1875  bis  1878,  bestimmte 
Preis  wird  zwölftausend  italienische  Frauken  betragen. 

Im  Siuue  des  Bressa’schen  Testamentes  wird  die  Akademie 
unter  den  Entdeckungen  und  veröffentlichten  Werken,  mögen  sie  vou 
deren  Urhebern  eingereicht  worden  sein  oder  nicht,  das  Beste  wählen, 
ohne  sich  an  irgend  etwas  Anderes  zu  binden,  als  an  die  Grenzen 
der  Zeit,  die  der  Erblasser  vorgeschriebon,  und  an  die  Rücksicht  der 
Unparteilichkeit,  die  es  verbietet  in  eigener  Sache  zu  richten. 

Kein  nationales  Mitglied  der  Akademie,  mag  es  zu  den  iu  Turin 
ansässigen  oder  nicht  ansässigen  gehören,  wird  den  Preis  davon  tragen 
können. 

Im  Jahre  1881  wird  der  zweite  Brcssa-Preis,  für  den  vier- 
jährigen Zeitraum  1877  bis  1880,  erteilt  werden,  ganz  nach  Maass- 
gabe der  obigen  Bestimmungen,  nur  dass,  dem  Testamente  gemäss, 
dieser  zweite  Preis  nur  vou  einem  italienischen  Gelehrten  gewonnen 
werden  kann. 

Und  auf  dieselbe  Weise  soll  alle  vier  Jahre  einem  Gelehrten 
ohne  Rücksicht  auf  seine  Abstammung,  und  alle  vier  Jahre  einem 
italienischen  Gelehrten  der  Bressa-  Preis  zuerkaunt  werden,  so  zwar, 
dass  ein  Weltpreis  und  ein  vaterländischer  regelmässig  mit  einander 
abwechsclu. 


Turin,  7.  December  1876. 

Der  President  der  Akademie: 

FEDERIGO  8CL0PI8. 


Der  Secretär  der  Klasse 
für  physikalische  u.  mathematische 
Wissenschaften: 

ABC  AN  IO  SOURKKO. 


Der  Secretär  der  Klasse  für 
moralische,  historische  und 
philologische  W issenscliaften : 

ta  spare  GORRESIO. 
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Literarischer  Bericht 

CCXXXIX. 


Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Die  Elemente  der  Arithmetik  für  die  Mittelklassen  höherer  Schulen 
und  zur  Repetition  in  den  oberen  Klassen  zusammeugestellt  von 
F.  August,  Dr.  phil.,  Oberlehrer  am  Humboldt -Gymnasium  und 
Lehrer  an  der  Königl.  Artillerie-  und  Ingenieur -Schule  zu  Berlin. 
1875.  Winckelmann  u.  Söhne.  68  S. 

Unterscheidend  für  die  Methode  des  Lehrbuchs  und  entscheidend 
für  den  Lehrgang  wenigstens  in  den  ersten  Abschnitten  ist  es,  dass 
dasselbe  gleich  vou  Anfang  die  Zahl  in  Verbindung  mit  der  algebraischen, 
beliebig  benannten  Grösse  einführt.  Die  Principien  sind  demnach  keine 
rein  arithmetischen , souderu  aus  Arithmetik  und  Algebra  zusammen- 
gesetzte. Dies  ist  der  Hauptpunkt,  in  welchem  der  Verfasser  dem 
Vorgaug  Worpitzky’s  (Elemente  der  Mathematik.  Erster  Teil.  Berlin 
1872)  folgt.  Da  wir  hinreichenden,  nachweisbaren  Grund  liabou,  das 
Vorliegende  nicht  nach  den  aus  jener  Schrift  entlehnten  Elementen 
zu  beurteilen,  so  mögen  nur  die  am  meisten  hervorstechenden  dahin 
gehörigen  Punkte  in  der  Kürze  vorher  besprochen  werden.  Die 
Methode  führte  das  formelle  Bedürfnis  herbei  die  Begriffe  von  Quan- 
tität und  Qualität  zu  detiniren.  Dass  aus  diesen,  bloss  uegativeu 
Bestimmungen  die  beiden  Begriffe  nicht  erlernt  werden,  dass  ersterc 
überhaupt  zur  exacten  Auffassuug  nicht  hinreichen,  wird  der  Ver- 
fasser gewiss  gern  einräumeu.  Einen  exacten  allgemeinen  Begriff  vou 
Qualität  besitzen  wir  nicht,  wir  kenuen  nur  gewisse  Qualitäten.  Wir 
können  daher  den  Grössenbegriff,  so  lauge  dio  Qualität  nach  daran 
haften  soll,  nicht  im  voraus  auf  alle  Qualitäten  einrichten.  Für  den 
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Schiller  genügt  cs  aber  einige  wenige  Qualitäten  zu  kennen  um  zum 
Grössenbegriff  mit  Abstraction  von  der  Qualität  zu  gelangen;  hierzu 
bietet  die  Geometrie  das  Material,  die  Algebra  die  Anweisung.  Da 
die  adoptirte  Methode  diesen  naturgemässeu  Weg  verschmäht,  so 
muss  sie  über  die  Grundbegriffe  eiue  Auskunft  treffen.  Worpitzky  legt 
den  höchsten  Wert  auf  die  Formulirung,  durch  die  er  der  Aufgabe 
vollkommen  ideell  gerecht  zu  w:erdcn  meint.  Im  Vorliegenden  deutet 
alles  darauf  hin,  wenn  gleich  keine  Erklärung  dem  zur  Seite  steht, 
dass  weniger  ein  rigoureuser,  sondern  der  praktische  Gesichtspunkt 
dabei  massgebend  gewesen  ist:  die  Formulirung  ist  vereinfacht  und 
der  Passus  über  die  Grundbegriffe  als  nebensächlich  behandelt.  Am 
meisten  eingreifend  ist  noch  die  von  der  Worpitzky’schen  zwar  ab- 
weichende, aber  doch  deren  Stelle  eiuuehmende,  rätselhafte  und  gänz- 
lich verfehlte  Definition  der  Null  als  Qualität  ohno  Quantität  Die 
Null  hat  in  der  gesummten  Mathematik  die  Bedeutung  einer  Quan- 
tität, als  solche  tritt  sie  in  jeder  Operation  auf,  dagegen  hört  die 
Bedeutung  der  Qualität  gerade  bei  der  Null  auf.  Dass  diese  actuelle 
Stellung  geradezu  umgekehrt  wird,  hat  etwas  Sinnverwirrendes.  Ueber- 
dies  fällt  bei  der  Einführung  der  Null  vor  allen  Operationen  selbst 
die  Rechtfertigung  durch  das  Bedürfnis  des  Lehrgangs  weg;  denn 
die  Null  ist  nicht  eher  nötig  als  die  negativen  Zahlen,  welche  hier 
naturgemäss  erst  nach  der  Subtraction  behandelt  werden. 

Hierauf  und  auf  einiges  weniger  wichtige  weiter  cinzugeheu  ist 
vor  der  Hand  kein  Anlass.  Was  in  der  Tat  zu  Gunsten  der  Me- 
thode, die  mit  der  Zahl  gleichzeitig  die  Grösse  einführt,  spricht, 
ist  erstens  der  analoge  Lehrgang  beim  Rechenunterricht,  sofern  dieser 
die  Operationen  gleich  anfangs  mit  beuannten  Zahlen  übt,  wie  e9  iu 
den  untersten  Glassen  zu  geschehen  pflegt,  zweitens  die  Vermeidung 
mancher  Wiederholungen,  welche  die  reine  Arithmetik  bei  Erweiterung 
des  Zahlbcgriffs  vollziehen  muss.  Es  werden  die  Sätze  unmittelbar 
in  einer  gewissen  grossem  Allgemeinheit  aufgestellt,  wie  sie  gerade 
für  den  Umfang  der  elemeniaron  Anwendungen  gut  passt,  daher  denn 
eiue  so  gestaltete  Doetrin  dem  ßedürfuiss  der  Schüler,  die  nicht  in 
der  Folge  Mathematik  studiren,  am  unmittelbarsten  entsprochen  mag. 
Wenn  der  Verfasser  in  der  Vorrede  sagt:  es  schiene  ihm  unzweifel- 
haft, dass  der  Ausgangspunkt  vom  Grössenbegriff  her  genommen 
werden  müsste;  wenn  Worpitzky,  den  er  hier  an  führt,  sogar  behaup- 
tet, es  sei  diese  die  einzig  mögliche  exacte  Methode:  so  können  wir 
erstere  Erklärung  als  persönliche  gegenüber  den  existirendcu  Bear- 
beitungen auf  rein  arithmetischer  Grundlage  auf  sich  beruhen  lassen. 
Letztere  Behauptung  stützt  sich  hauptsächlich  darauf,  dass  die  frü- 
heren Lehrbücher  iu  einzelnen  Punkten  der  Strenge  nicht  Genüge 
tuu.  Solche  Mängel  können  verbessert  werden  olmc  die  Principien 
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zu  wechseln.  Ebenso  kann  man  fragen,  ob  die  bestrittenen  Punkte 
der  Worpitzky 'scheu  Methode  vcrbesscrlich  sind.  Im  vorliegenden 
Lehrbuch  kann  mau,  trotz  dem  dass  es  nicht  im  Sinne  Worpitzky’s 
geschieht,  den  Grössenbegriff  als  bekannten,  von  den  Schülern  mit- 
gebrachten und  anderweit  erworbenen  anseben,  der  durch  die  Schul- 
doctriu  nur  die  notwendigen  Bestimmungen  hinzu  erhält.  Dass  dies 
Ziel  erreicht  wird,  dass  keine  irrigen  Vorstellungen  aufkomincn  oder 
fortbesteben  können,  und  alle  Seiten  des  Begriffs  zur  Entwickelung 
gelangen,  dafür  ist  mit  Umsicht  und  logischer  Sicherheit,  mit  einem 
Verständniss  für  die  Bedürfnisse  der  Schüler  gesorgt,  welches  das 
Ungenügende  des  Ausgangspunkts  gauz  in  den  Hintergrund  stellt 
Die  7 algebraischen  Operationen  werden  mit  derselben  Vollständigkeit 
ihrer  natürlichen  succcssiven  Entstehung  gemäss  aus  einander  herge- 
leitet,  uud  die  damit  verbundenen  Erweiterungen  des  Zahlbegriffs 
vollzogen,  wie  es  bei  reiner  Arithmetik  geschehen  muss.  Es  werden 
für  jede  Operation  geschieden  nach  einander  behandelt  1)  die  Rechen- 
gesetze enthalten  in  den  Transformat ionsgleicbungeii  2)  die  Resultate 
ihrem  Werte  nach  15)  die  Ausführung  d.  i.  das  praktische  Verfahren 
um  zu  der  bczcickuetcn  Resultatform  zu  gelangen.  Ein  wesentlicher 
Fortschritt  ist  gemacht  durch  Aufnahme  der  Theorie  der  unendlichen 
Grösseu.  Es  war  bekannt,  wie  mau  auf  leichtfassliehc  Weise  die  un- 
endlichen Grössen  und  Grenzwerte  erklären  und  den  Hauptsatz  der 
Infinitesimalrechnung  beweisen  kaun,  und  dass  mittelst  des  letztem 
manche  Deductionen,  die  sonst  Schwierigkeiten  uud  oft  täuschende 
Auskuuftsmitlel  vcranlassten,  streng  uud  leicht  \ollzogen  werden.  Den- 
noch waren  bisher  Verwendungen  der  Theorie  für  die  Schuldoctriu 
selten,  meist  unvollständig  und  nicht  in  der  natürlichen  Einfachheit. 
Die  gegenwärtige  Gestaltung  ist  frei  \ou  diesen  Mängeln.  Der  Haupt- 
satz nimmt,  was  gewöhnlich  nicht  der  Fall  ist,  hier  seine  richtige 
Stelle  ein  uud  wird  da,  wo  er  nötig  ist,  insbesondere  bei  den  in- 
commensurableu  Grössen  mit  bestem  Erfolg  in  Anwendung  gebracht. 
Die  geometrische  Darstellung  der  entgegengesetzten  und  später  der 
complexen  Grössen  wird  erklärt,  sofern  sie  als  begleitende  Anschau- 
ung dient.  Im  gauzcu  ist  der  Vortrag  und  die  Ausdrucksweise  äusserst 
concinu  und  präeis,  mau  wird  darin  so  wenig  eine  überflüssige  als 
maugeludo  Bestimmung  finden;  dies  gilt  ebeusowol  von  der  Beschrei- 
bung des  Rechnungsverfahreus,  welche  iu  keiner  Weise  einem 
schwächeren  Auffassungsvermögen  zu  Hülfe  kommt.  Der  Umfang 
des  behandelten  Lehrstoffs  ergiebt  sich  aus  der  Natur  der  Sache. 

H. 

Lehrbuch  der  Arithmetik  für  Untergymnasien  und  verwandte 
Lehranstalten.  Von  Daniel  Höhr.  Zweiter  Theil.  (Für  die 
dritte  uud  vierte  Klasse.)  Wien  1«76.  Sallmayer  u.  Comp.  171  S. 
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Der  erste  Teil  ist  im  litt.  Ber.  235.  S.  26.  besprochen.  Der 
zweite  führt  den  Gebrauch  der  Buchstaben  und  die  negativen  Grössen 
ein  und  fügt  die  Potenzen  und  Wurzeln,  die  linearen  Gleichuugeu  und 
die  Combiuationen  als  neue  theoretische  Lohrgegenstäude  hinzu.  Das 
Verfahren  ist  nicht  theoretischer  als  im  ersten  Teile.  Die  Herbei- 
führung und  Formulirung  des  allgemeinen  Satzes  aus  Beispielen  war 
auch  schon  dort  überall  durchgeführt;  dass  jetzt  die  Formulirung 
durch  Buchstaben  geschieht,  ist  unwesentlich,  weil  weder  die  Formel 
zu  Beweisen  verwandt,  noch  ihre  Anwendung  beim  Rechnen  erklärt 
wird.  Im  Au  fang  werden  die  4 Species  in  Rücksicht  des  allgemeinen 
Zahlenbegriffs  noch  einmal  aufgenommen;  hier  vermisst  mau  jedoch 
gänzlich  den  Begriff  des  Bruchs  und  die  Bruchrechnung,  die,  weun 
einmal  auf  die  allgemeine  Auffassung  Wert  gelegt  ward,  noch  eine 
grosse  Aufgabe  au  Erklärungen  und  Sätzen  gestellt  hätten.  Bei  der 
l’otenzrechnuug  ist  die  Multiplication  bei  gleicher  Grundzahl  vergessen 
worden;  denn  die  Division  wird  behandelt  und  zur  Erklärung  der 
Potenzen  mit  negativen  Exponenten  gebraucht.  Die  Lehre  von  den 
Wurzeln  schliesst  mit  dem  begründeten  Verfahren  der  Auszichung 
der  Quadrat-  und  Kubikwurzeln.  Dann  folgen  einige  bürgerliche 
Rechuungsweisen,  die  auf  Zusammensetzung  der  Verhältnisse  beruhen, 
dann  die  Lehre  von  den  Gleichuugeu  1.  Grades  mit  1 und  mehreren 
Unbekannten,  daun  einiges  aus  der  Combiuationslehre,  schliesslich  die 
Zinseszinsrechuuug.  Ein  Anhang  behandelt  die  Rechnung  mit  abge- 
kürzten Decimalbrücheu.  Jedem  Abschuitt  sind  einige  Uebungsbei- 
spiele  beigefügt.  Das  Ganze  ist  nicht  sowol  ein  Lehrbuch  der  Arith- 
metik im  gewöhnlichen  Sinne  als  vielmehr  eine  Anweisung  zum  Rechnen 
zu  neunen.  Als  solche  zeichnet  es  sich  aber  durch  die  sorgfältige 
Anbahnung  der  allgemeinen  Auffassung  und  des  gründlichen  Verständ- 
nisses, durch  corrccten  und  dem  wissenschaftlichen  Gebrauch  adä- 
quaten Ausdruck  aus,  so  dass  es  auch  als  Vorschule  zur  theoretischen 
Arithmetik  dienen  kaum  Kürze  und  Beschränkung  auf  die  notwen. 
digen  Bestimmungen  hat  sich  der  Vortrag  in  Aufstellungen  und  Be- 
schreibungen nicht  zum  Augenmerk  genommen,  vielmehr  sehr  häutig 
dieselbo  Sache  in  verschiedener  Form  zu  grösserer  Verdeutlichung 
wiederholt.  II. 

Allgemeine  Arithmetik  und  Algebra  als  III.  Theil  des  „Allge- 
meinen Deutschen  Rechenbuches“.  Ein  hauptsächlich  für  den  Selbst- 
unterricht bestimmtes  Lehr-  und  Uebungsbuch  zum  Gebrauche  in  den 
mittleren  und  oberen  Klasseu  von  Gymnasien,  Real-  uud  Gewerbe- 
schulen und  an  Schullehrer-Seminarien.  Von  J.  M.  J.  Sachse,  Gc- 
werbeschullehrer  in  Cobleuz.  Coblenz  1875.  J.  llölscher.  464  S. 

Das  Buch  giebt  eine  grosse  Menge  zusammeugesebriebeueu  Lohr- 


Digilized  by  Google 


Literarischer  Bericht  CCXXX1X. 


31 


stoff  ohne  verbindenden  Gedanken  und  methodische  Verarbeitung. 
Von  Systematik  ist  darin  keine  Spur;  die  einen  Abschnitt  füllenden 
Sätze,  Regeln  u.  s.  w.  entsprechen  sich  nicht,  bilden  keine  ausschliesscn- 
den  Gegensätze  und  erschöpfen  nichts.  Einzeln  sind  die  Aufstellungen 
nur  eben  wörtlich  zutreffend  (ausgenommen  etwa  die  sinnlose  Ein- 
führung des  oc  als  Bruch  mit  Nenner  0),  aber  so  wenig  als  möglich 
geeignet  das  Wesentliche  ans  Licht  zu  stellen,  unter  einander  un- 
gleichartig, von  einer  Auffassung  zur  andern  überspringend.  Was  den 
äussern  Umfang  betrifft,  so  bilden  die  7 Operationen,  die  kubischen 
Gleichungen , die  Progrnssionen , Kettcubrüchc  und  diophantischen 
Gleichungen,  nebst  einigem  über  höhere  Gleichungen,  endlich  die 
Syntaktik  die  Grenzen  des  theoretischen  Teils.  Hierauf  folgt  ein 
praktischer  Teil,  der  in  sehr  zahlreichen,  teils  entlehnteu,  teils  neuen 
Beispielen  von  den  theoretischen  Lehren  Anwendung  macht,  und  über 
die  darin  berührten  Wissenszweige  an  den  betreffenden  Stellen  die 
nötigen  Erklärungen  giebt.  Hierhiu  gehört  namentlich  ein  Digress 
über  technische  Mechanik;  auch  geht  derselbe  besonders  auf  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung und  auf  Kaleuderrechnuug  ein.  Dieser  2.  Teil 
möchte  jedenfalls  das  Brauchbarste  des  Buches  enthalten.  II. 


Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  für  höhere  Lehranstalten  nach 
der  Entwickeluugsmethode  bearbeitet  von  J.  Gilles,  Gymnasiallehrer 
in  Düsseldorf.  Heidelberg  1877.  Carl  Winter.  179  S. 

Das  Vorliegende  ist  ein  verunglückter  Versuch  vermeintlichen 
Mängeln  der  Unterrichtsmethode  abzuhelfen.  Der  Verfasser  tadelt  an 
der  gewöhnlichen  Methodo  die  lose  Verknüpfung  der  Sätze  und  das 
Voranstellen  des  Satzes  vor  den  Beweis;  er  setzt  ihr  die  Entwickc- 
lungsmethode  entgegen,  welche  das  Entstehen  der  Raumgebilde  sehen 
lasse  und  den  Satz  erst  als  gewonnene  Einsicht  ausspreche.  Nur 
Unerfahrenheit  und  logische  Schwäche  machen  es  erklärlich,  dass  der 
Verfasser  an  der  Gestaltung  seiner  Doctrin  nicht  gewahr  geworden 
ist,  wie  weit  sie  davon  entfernt  ist,  irgend  etwas  zum  Bessern  zu 
führen.  Ueberdies  ist  er  in  demselben  Vorurteil  wie  Grassmann  be- 
fangen, von  dessen,  freilich  mit  viel  schärferer  Logik  durchgeführter 
Sachverkehrung  im  litt.  Ber.  218.  gesprochen  worden  ist,  dem  Vor- 
urteil, dass  das  unmittelbar  deutliche  im  Allgemeinsten  zu  suchen  sei. 
Er  wird  auf  die  Verkehrtheit  nicht  einmal  aufmerksam,  wo  er  den 
Kreis  aus  der  Ellipse  erklärt,  obwol  er  hier  in  der  Verallgemeinerung 
Halt  machen  musste.  Sehen  wir  zu,  was  aus  solchen  Principien  her- 
vorgegangen ist,  so  bietet  der  Anfang  eine  philosophische  Auseinan- 
dersetzung, bestehend  aus  teils  unrichtigen,  teils  halbrichtigen,  durch- 
weg aber  bestreitbaren  Aufstellungen  dar.  Im  Folgenden  sieht  man 
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den  ganzen  Nexus  des  geometrischen  Lehrgebäudes  herzlos  bei  Seite 
geworfen,  und  an  dessen  Stelle  eine,  zum  Teil  willkürliche  Disposition 
des  Lehrstoffes  gesetzt,  an  welche  sich  daun  die  Reiht*  der  Lehrsätze 
auschliesst.  Der  Verfasser  weiss  gewiss  nicht,  wie  viele  dem  Mathe- 
matiker geläufige,  dem  Anfänger  unbekannte  Ausdrücke  er  unerklärt 
lässt.  Von  den  einzelnen  ungenügenden  Beweisen  zu  reden  ist  in 
solchem  Falle  überflüssig.  H. 


Ebene  Geometrie  für  Schulen.  Von  Dr.  Georg  Rccknagcl,. 
Professor  für  Physik  und  technische  Mechanik,  Rektor  der  k.  Indu- 
strieschule zu  Kaiserslautern.  Zweite,  verbesserte  Auflage.  München 
1876.  Theodor  Ackermann.  203  S. 

Das  Buch  zeichnet  sich  zunächst  durch  eine  klare  und  einfache 
Darstellungsweise,  musterhaft  sorgfältige,  correete  und  abseitige  Be- 
rücksichtigung aller  zum  Verständniss  notwendigen  Umstände  ohne 
Umschweif  und  Subtilitäten  in  hohem  Grade  aus.  Eine  Folge  hiervon 
ist,  dass  es  länger  als  gewöhnlich  bei  den  AnfangsgrUndeu  verweilt. 
Eigentümlich  ist  ihm  die  Bevorzugung  der  arithmetischen  Methode, 
die  mit  der  Lehre  von  der  Gleichheit  der  Flächenstücke  beginnt,  und 
in  die  Lehre  von  Proportionen  und  Aehnlickkcit  übergeht,  ohne  doch 
die  Anwendung  der  geometrischen  Schlüsse  zu  verdrängen.  Der  Fall 
der  Incommensurabilität  wird  in  aller  Strenge  berücksichtigt.  Dass 
dies  olme  wiederholte  Umständlichkeit  möglich  war,  hat  eine  der 
systematischen  Orduung  eigentlich  nicht  gemässe  Umstellung  bewirkt, 
indem  der  Abschnitt  von  der  Gleichheit  wichtige  Proportionssätze 
über  Flächen  mit  enthält,  die  dann  zum  Beweise  von  Proportionen 
der  Linien  dienen.  Das  Buch  scheidet  sich  in  2 sehr  gekennzeichnete 
Teile:  der  erste,  der  mit  der  Cougrueuz  abschlicsst,  lässt  den  Schüler 
fast  ganz  reccptiv.  Desto  reichhaltiger  ist  der  zweite,  vom  Flächen- 
inhalt der  Figuren,  an  Elementen,  welche  ihm  zu  eigener  Tätigkeit 
Anlass  bieten.  Die  betreffenden  Aufgaben  sind  gesondert.  Zugaben 
im  Anhang  sind  isoperimetrische  Sätze  und  das  Apollonische  Bo- 
rübrungsproblem.  Die  Beweise  sind  von  Anfang  au  meist  nur  ange- 
deutet Zwei  Beweise  sind  falsch.  Der  Verfasser  sagt,  ein  auf  Gründe 
eingehender  Vorwurf  gegen  die  Vollgiltigkeit  des  Beweises  für  den 
Paraliensatz  mittelst  Winkelebene  und  Parallelstreifcu  sei  ihm  nicht 
bekannt.  Dass  er  falsch  ist,  ist  bekanut  genug,  und  der  Grund  augen- 
fällig: Winkelebcue  und  Parallelstrcifen  sind  keine  Grössen,  wenn  sie 
auch  in  manchen  Beziehungen  den  Grössen,  analog  sind.  Sie  als 
Grössen  anzuwenden  ist  ein  logischer  Fehler.  Fenier  ist  der  Beweis 
für  den  Satz,  dass  der  Umfang  eines  regelmässigen  Vielecks  vou 
unendlich  vielen  Seiten  unendlich  wenig  vom  umschriebenen  Kreise 
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differirt,  unzureichend;  es  ist  nur  gezeigt,  dass  die  Differenz  beständig 
abnimmt,  aber  nicht,  dass  sie  jede  Kleinheit  erreicht.  Dagegen  ist 
rtilimlichst  anzuerkennen,  1)  dass  mit  Aufstellung  des  Satzes  der 
einzig  eorrectc  und  erfolgreiche  Weg  für  die  Kreisberechnung  betreten 
wird,  2)  dass  es  nur  einer  Modiflcation  bedarf,  um  den  Mangel  aus- 
zugleichen. Es  Hess  sich  der  Schluss  ziehen,  dass  eiu  Grenzwert 
existiren  muss;  dieser  ist  durch  Definition  der  Länge  der  krummen 
Linie,  dio  bis  dahin  noch  keinen  Begriff  hat,  gleich  zu  setzen.  Der 
nächste  Satz  über  das  umschriebene  Vieleck  ist  überflüssig;  Greuzcn- 
einschliessung  ist  unuötig.  Die  Terminologie  schlicsst  sich  in  einigen 
Punkten  einem  sehr  unpraktischen  Gebrauche  au.  Das  Wort  „Figur“, 
ursprünglich  ■=  „Gebilde“,  wie  es  in  allen  romanischen  Sprachen  und 
im  Englischen  noch  jetzt  gilt,  für  den  speciellen  Sinn  „Fiäcbenstück“ 
zu  verwenden,  ist  nicht  nur  principiell  incorrect,  sondern  hat  auch 
ausser  allen  jenen  Sprachen  den  heimischen  Gebrauch  (z.  B.  Figur 
an  der  Tafel)  gegen  sich,  mit  dem  es  oft  collidirt.  „Kreis“  statt 
„Kreisfläche“  ist  durch  blosseu  Unverstand  und  nur  teilweise  auf- 
gekommen;  denn  wir  sagen:  Kreise  schneiden  sich,  einen  Kreis  ziehen 
u.  s.  w.  Die  Linie  enthält  das  Charakteristische,  das  Flächeustück 
wird  erst  durch  sic  charakterisirt.  „Strecke“  ohne  Unterscheidung 
der  Ricbtungeu  AIS  und  ISA  zu  gebrauchen  bringt  unnötige  Compli- 
cationen  hervor,  wie  vielleicht  der  Verfasser  auch  empfunden  bat. 
Die  vorgenannten  Ausstellungen  betreffen  Punkte,  die  sich  leicht  vom 
Ganzen  abtrenuen  lassen  und  sollen  ohue  die  Vortrefflichkeit  des 
Buchs  zu  verringern,  als  Verbcsseruugsvorscbläge  angesehen  werden. 

H. 

Geometrische  Analysis.  Eine  systematische  Anleitung  zur  Auf- 
lösung von  Aufgaben  aus  der  ebenen  Geometrie  auf  reiugeometrisekem 
Wege.  Von  Oberstudienrath  Dr.  von  Nagel.  Mit  155  Holzschnitten. 
Zweite,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  Ulm  1876.  Wohler.  264  S. 

Das  Buch  verfolgt  den  Zweck  die  Entwickelung  der  P'ähigkeit 
zur  Lösung  geometrischer  Aufgaben,  dio  wogen  öfterer  Miserfolge 
leicht  als  bedingt  durch  spccifischo  Begabung  erscheint,  zu  einer 
allen  Schülern  gemeinsamen  zu  machen  und  sucht  diesen  Zweck 
durch  ausführliche  Darlegung  der  Erfordernisse  und  zu  Gebote  stehen- 
den Mittel  zu  erreichen.  Es  handelt  demgemäss  nach  einander  über 
die  Natur  und  über  die  Teile  einer  Aufgabe,  über  dio  geometrische 
Analysis,  dann  über  die  verschiedenen  Hauptwege,  um  zur  Auflösung 
geometrischer  Aufgaben  zu  gelangen;  den  Schluss  bildet  die  Lehre 
von  den  geometrischen  Oertern.  Ein  Anhang  giebt  noch  eine  Anzahl 
von  Constructiousaufgaben,  welche  die  zahlreichen  in  des  Verfassers 
Lehrbuch  der  ebenen  Geometrio  enthaltenen  vermehren.  Die  Dar- 
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legung  stützt  sich  teils  auf  allgemeine  Begriffe,  teils  auf  Beispiele. 
Die  allgemein  gehaltene  Unterweisung  ist  noch  ziemlich  besserungs- 
fähig. Sic  ist  nicht  zu  jener  Einfachheit  uml  Klarheit  durchgearbeitet, 
welche  kurz  und  treffend  das  Wesentliche  vom  Accideutellen  scheidet. 
Doch  ist  damit  wenigstens  eiu  guter  Anfang  gemacht,  eine  eben  nicht 
leichte  und  bisher  noch  wenig  in  Angriff  genommene  Aufgabe  zu 
bewältigen.  Auch  dient  die  Erklärung  am  Beispiel  dazu,  das  Ver- 
misste zu  ersetzen,  und  die  restirende  Undeutlichkeit  zu  heben. 

H. 


Elementaraufgaben  aus  der  Algebra.  Von  Professor  Dr.  0.  Her- 
mes. Berlin  1875.  Winckelmann  u.  Söhne.  140  S. 

Diese  Aufgaben  bestimmt  der  Verfasser  für  den  Gebrauch  beim 
Unterricht  in  der  Algebra  bis  zur  Stufe  von  Uutersecunda;  sie  bilden 
den  ersten  Teil  der  1874  in  dem  gleichen  Verlage  erschienenen 
„Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Algebra  und  niederen  Analysis“ 
desselben  (s.  litt.  Ber.  225.  S.  3.).  Sie  erstrecken  sich  bis  zu  den 
quadratischen  Gleichungen,  enthalten  ausser  den  einfachsten  algebrai- 
schen Transformationen  auch  numerische  Rechnungen  und  sind  durch- 
gängig für  eine  leichte  Anwendung  eingerichtet  II. 


Rccueil  d’exereices  sur  ln  meeauique  rationnelle  ä l’usage  des 
Caudidats  ä la  Liceuce  et  ä l’Agregation  des  Sciences  mathematiques. 
Par  A.  de  Saiut-Germaiu,  Professeur  de  möcaniquc  ä la  Faculte 
des  Sciences  de  Cacn.  Paris  1877.  Gauthier- Villars.  456  S. 

Diese  Aufgabensammlung  schliesst  sich  einer  einfach  analytischen 
Behandlung  des  Lehrstoffs  an  und  hat  überall  die  Uebuug  in  analy- 
tischer Methode  im  Auge.  Jeder  Abschnitt  besteht  aus  einer  kurzen 
Zusammenfassung  der  in  Anwendung  kommenden  Priucipicn,  die  nicht 
erläutert  sondern  als  bekannt  und  verstanden  vorausgesetzt  werden, 
einer  Anzahl  Aufgaben  mit  Lösung  und  einigen  Aufgaben  obue  Lö- 
sung, welche  bestimmt  sind  nach  Analogie  vermehrt  zu  werden.  Die 
Aufgaben  siud  ohne  Rücksicht  auf  technische  Verwendung  so  aus- 
gewählt,  dass  sie  weder  zu  leicht  noch  zu  schwer  sind  und  durch  die 
Einfachheit  des  Resultats  eiu  gewisses  Interesse  bieten.  Solche  in 
so  grosser  Reichhaltigkeit  nufzutinden  ist  offenbar  keine  geringe  Lei- 
stung. Das  Gebiet  ist  auf  die  Statik,  Cinematik  und  Dynamik  fester 
Körper  begrenzt.  Reibung  ist  mit  aufgenommen,  Elasticität  hingegen 
ausgeschlossen.  Den  letzten  Abschnitt  bilden  die  allgemeinsten  I’rin- 
cipien,  das  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  das  Alembert’scbe,  das 
Hainiltou’sche  und  Jacobi’s  Integrationsmethode  H. 
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Sammlung  von  Rochen-  und  Constructionsaufgaben  aus  der  Plani- 
metrie. Ilerausgegebeu  von  Dr.  Kurt  Sch  urig,  Oberlehrer  an  der 
k.  Gymnasial-  und  Realschulanstalt  und  Lehrer  der  Mathematik  an 
der  k.  Baugewcrkcnschnle  zu  Plauen  i.  V.  Plauen  1876.  A.  Hoh- 
manu.  98  S. 

Diese  Aufgaben  sollen  Ergänzung  des  Leitfadens  „Elemente  der 
Geometrie  von  Dr.  Kurt  Schurig“  sein;  ihre  Anwendbarkeit  ist  durch 
diese  Beziehung  in  keiner  Weise  bedingt.  Sie  bestehen  aus  Reihen 
numerischer  Data,  welche  auf  vorangcstellte  Forderungen  folgen. 
Die  Fragen  zur  Rechenübung  beziehen  sich  teils  auf  doctrin&r  geo- 
metrische Figuren,  teils  auf  wirkliche  bekannte  Gegenstände.  Die 
Constructionsaufgaben  haben  nur  Bedeutung,  sofern  sio  mit  Lineal, 
Zirkel  und  Millimeterstab  ausgeftthrt  werden.  II. 


Rechenbuch  für  Volksschulen  und  die  unteren  Classen  höherer 
Schulen  (der  methodisch  geordneten  Aufgaben  8.  Auflage  I.  Theilj. 
Von  Chr.  Harms,  Professor  an  der  Realschule  in  Oldenburg.  Sechste 
Auflage.  Oldenburg  1876.  Gerhard  Stalling.  283  S. 

Rechenbuch  für  die  Oberclassen  gehobener  Volks-  und  Fort- 
bildungsschulen und  der  mittlcren-Classen  höherer  Schulen  (der  metho- 
disch geordneten  Aufgaben  8.  Auflage  II.  Theil).  Von  Chr.  Harms, 
Professor  an  der  Realschule  in  Oldenburg.  Oldenburg  1876.  Ger- 
hard Stalling.  107  S. 

Das  erstere  Buch  unterscheidet  sich  von  der  5.  Auflage  an  durch 
den  Ucbergang  zur  allseitigen  Decimalrechnung ; es  werden  demnach 
die  Decimalbrüche  früher  geübt  als  die  gemeinen  Brüche,  die  über- 
haupt nur  wenig  Vorkommen.  Auch  ist  die  Potenzrechnung  und  in 
6.  Auflage  die  Ziusesziusrechnung  hinzugekommen. 

Das  letztere  Buch  wird  jetzt  zum  erstenmale  gesondert  heraus- 
gegeben. Manche  höhere  Rechnungsweisen  sind  aufgenommen.  In 
beiden  Büchern  nimmt  das  kaufmännische  Rechnen  dio  vorwaltcnde 
Stelle  ein.  • H. 


_Georg’s  Freiherrn  von  Vega  logarithmisch-trigonometrisches  Hand- 
buch. Sechszigste  Auflage.  Neue  vollständig  durchgesehene  und  er- 
weiterte Stereotypausgabe.  Bearbeitet  von  Dr.  C.  Bremiker.  Berlin 
1876.  Weidmann.  575  S. 

Von  der  40.  Auflage  an  hat,  soviel  sich  bemerken  lässt,  keine 
Aenderung  mehr  stattgefunden.  Jener  vorausgegangen  sind  dagegen 
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wesentliche  Vermehrungen.  Die  trigonometrischen  Tafeln  sind  von 
10  zu  10  Sccunden,  im  Intervall  der  ersten  5 Grade  durch  alle  Se- 
cundcn  durcbgeflibrt,  und  die  Proportioualteile  der  Differenzen  sind, 
was  für  die  Genauigkeit  unentbehrlich  war,  nicht  mehr  abgekürzt 
Unter  den  Logarithmen  der  Zahlen  steht  noch  eine  Rcductionstafel, 
von  der  man  wünschen  möchte,  dass  der  Raum  nicht  durch  sic  be- 
schränkt worden  wäre.  Infolge  dessen  sind  nun  die  Ziffern  weit  kleiner 
geworden,  als  sie  in  früheren  Ausgaben  waren,  was  den  Gebrauch 
empfindlich  erschwert.  Doch  mochte  dies  bei  der  grösseren  Aus- 
dehnung unvermeidlich  sein.  Zugaben  sind  die  Tafel  zur  Verwandlung 
der  brigg.  Logarithmen  in  natürliche  und  umgekehrt,  die  Tafel  zur 
Verwandlung  der  Sternzeit  in  mittlere  Zeit  und  umgekehrt,  Tafeln 
der  Refraction  und  eine  Anzahl  Constantcn.  H. 


Tables  de  logarithmes  ä six  decimales  pour  les  nombres  depuis  1 
jusqu’  ä 20000  et  pour  les  ligues  trigonometriques,  le  rayou  etant 
pris  egal  ä l’unite.  Suivies  de  plusieurs  autres  tables  tres-utiles, 
atec  uu  appeudice  servant  k trouver  sur-le-champ  et  sans  les  secours 
des  formnies  lc  logarithme  d’un  uombre,  et  vice  versa,  avec  vingt 
chiffres  exacts  et  au  dessous.  Par  M.  V.  Vazqucz  Queipo,  Membre 
des  academies  royales  des  Sciences  et  de  Thistoire,  et  du  Conseil  su- 
pericur  de  l’instruction  publique  de  Madrid.  Deuxieme  edition  fran- 
Saise.  Paris  1876.  Gauthier-Villars. 

Die  erste  Ausgabe  dieser  Tafeln  ist  vor  18  Jahren  in  spanischer 
Sprache  erschienen,  später  sind  sie  zur  Verbreitung  in  Frankreich 
übersetzt  worden.  Sie  unterscheiden  sich  nicht  wesentlich  von  unse- 
ren gewöhnlichen  Tafeln.  Nur  steht  hinter  jeder  Spalte  die  Differenz 
angegeben.  Die  trigonometrischen  Tafeln  sind  durch  die  Minuten 
durchgeführt,  und  die  Proportionalteile  für  die  Secundeu  augegeben. 
Hierauf  folgen  eine  grössere  Anzahl  trigonometrischer  Formelu  und 
verschiedener  kleinen  Tafeln.  Der  Verfasser  hat  mit  der  voxdiegen- 
den  Bearbeitung  den  Zweck  verfolgt,  den  Gebrauch  der  Logarithmen 
auch  deu  Nichtgelehrten,  namentlich  den  Handwerkern  zugänglich  zu 
machen.  Hierzu  soll  eine  ausführliche  Dailegung  der  Theorie  der 
Logarithmen  nebst  Erklärung  der  Tafeln,  welche  denselben  vorans- 
geht,  dienen.  Diese  ist  indes  ganz  umfassend  und  abstract  wissen- 
schaftlich gehalteu,  und  setzt  jedenfalls  bei  denen,  welche  daraus 
lernen  sollen,  den  Willen  voraus  sich  eingehend  damit  zu  beschäftigen, 
womit  auch  eine  Bemerkung  des  Verfassers  übereiustimmt.  H. 


Vollständige  logarithmische  und  trigonometrische  Tafeln.  Von 
Dr.  E.  F.  August.  Elfte  Auflage  (der  neuen  Stereotyp -Ausgabe 
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erste  Auflage)  besorgt  vou  Dr.  F.  August,  Oberlehrer  am  Humboldts- 
Gymnasium  und  Lehrer  au  der  königl.  Artillerie-  und  Ingenieur-Schule 
in  Berlin.  Leipzig  1876.  Veit  u.  Comp.  20-1  S. 

Diese  Tafeln  in  ihrer  ursprünglichen  Gestalt  sind  wol  unter  den 
östelligen  in  Deutschland  die  am  meisten  bekannten  und  als  praktisch 
auerkaunten.  Mit  der  jetzt  vollzogenen  Erneuerung  der  Platten  siud 
zugleich  mannichfache  Veränderungen  verbunden  worden.  Das  Format 
ist  nach  beiden  Dimensionen  vergrössert,  dem  entsprechend  auch  die 
Ziffern.  Hinzugefügt  sind  vor  allem  die  Proportionalteile  der  Diffe- 
renzen, was  namentlich  bei  den  trigonometrischen  Tafeln  grosse  Er- 
leichterung gewährt,  und  zwar  für  Dccimalteilung  der  Minute,  ein, 
wenn  gleich  geringer,  doch  anerkennenswerter  Schritt  zur  vernünf- 
tigen Kreisteilung,  der  wol  keiner  Rechtfertigung  bedarf.  Ferner  ist 
die  Tafel  für  die  nicht  logarithmirteu  Krcisfunctioucn,  die  vorher  nur 
durch  die  Grade  ging,  jetzt  durch  die  Sechstelgrade  durchgeführt. 
Ferner  sind  einige  astronomische  Angaben  hinzugekoinmeu.  Die  Er- 
läuterungen erstrecken  sich  weiter  und  namentlich  mehr  auf  die  Be- 
urteilung der  Genauigkeit.  Dagegen  siud  weggolassen  zuerst  die 
Gauss’schcn  Tafeln  für  die  Logarithmen  der  Summen  und  Differenzen, 
welche  jedoch  gesondert  ausgegeben  werden,  ferner  die  Factorentafel 
und  die  trigonometrischen  Formeln.  Im  übrigen  ist  die  Einrichtung, 
Anordnung  und  Ausdehnung,  von  einer  Umstellung  abgesehen,  un- 
verändert erhalten  worden.  H, 


Gcwone  Logarithmen  in  vijf  decimalcn  der  getallcn  van  1 tot 
10000.  Door  J.  Vcrsluys.  Groningen  1876.  W.  Versluys. 

Diese  beteilige  Tafel,  welche  hier  ausschliesslich  für  die  brigg- 
scheu Logarithmen  der  Zahlen  ausgegeben  wird,  hat  vollständig  die 
gewöhnliche  Einrichtung;  die  Proportionalteile  der  Differenzen  stehen 
ohne  Abkürzung  am  Rande.  Sie  zeichnet  sich  durch  weit  getrennte 
Zeilen,  fett  gedruckte  Ilauptzablen  und  Einschliessuug  der  zugehörigen 
Zeilen  zwischen  Linien,  überhaupt  durch  Deutlichkeit  für  das  Auge 
aus.  Zugabe  sind  die  Logarithmen  für  Zinsesziusrecknung  7stcllig. 

II. 


Tables  pour  calculer  la  date  de  la  fetc  de  Paques.  Par  M.  F. 
Burnicr.  Bull.  soc.  sc.  nat.  XIV.  75. 

Die  Berechnung  des  Osterfestes  nach  Julianischem  und  Grego- 
rianischem Kalender  wird  hier  durch  eine  Tafel  zu  einer  sehr  leichten 
gemacht.  Deren  Einrichtung  lässt  nichts  zu  wünschen  übrig;  nur 
hätte  wol  durch  die  gehörigen  Weisungen,  in  welchen  Rubriken  jedes 
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Entree  zu  suchen  ist,  das  unmittelbare  Verstiludniss  gefördert  werden 
können.  Beigefügt  sind  die  Angaben  zur  Bestimmung  des  massgeben- 
den Vollmonds  und  der  abhängigen  Feste.  Eine  Gebrauchsanweisung 
ist  vorausgeschickt,  welche  in  der  Eigentümlichkeit  bei  jeder  Sache 
das  zum  Verständniss  vor  allem  Notwendige  zu  verschweigen  wol 
alles  Bisherige  ihrer  Art  übertrifft.  Das  zu  Erklärende  ist  indes  von 
so  geringem  Umfang,  dass  mau  durch  Combination  einiger,  ziemlich 
mangelhaft  dargelegten  Beispiele,  welche  auf  die  Erklärung  folgen, 
die  Deutung  bald  errät.  Wird  durch  die  Tafel  auch  alle  Rechnung 
bis  auf  die  Additionen  erspart,  so  möchte  doch  die  Anwendung  der 
Formel,  wie  sie  Piper  in  Grelle  J.  XXII.  mitteilt,  überall  wo  es  nicht 
um  einzelne  Jahre,  sondern  um  eine  längere  Reihe  von  Jahren  han- 
delt, schneller  und  mit  grösserer  Sicherheit  vor  Fehlern  zum  Ziele 
führen.  II. 


Resolution  des  ßquatious  num6riques  du  3*  degre.  Par  F.  Bur- 
nier.  Bull.  6J.  de  la  Soc.  vaudoise  des  sc.  nat.,  vol.  X. 

Diese  Schrift  enthält  eine  kleine  Tafel  zur  numerischen  Auf- 
lösung kubischer  Gleichungen  mit  vorausgehender  theoretischen  Er- 
örterung. Die  gleiche  Idee  ist  jedoch  bereits  1871  vou  A.  S.  Guldberg 
(in  Vidensk.  Selskab.  Forhandl.  i Christiania,  worüber  litt.  Ber.  220. 
p.  4.*)  in  Ausführung  gebracht.  Guldberg  hat  den  Gegenstand  weit 
umfassender,  vielseitiger  und  zur  Genüge  erschöpfend  behandelt  und 
eine  weit  ausgedehntere  Tafel  dazu  gegeben.  Soweit  also  die  Sache 
au  sich  von  Interesse  ist,  verdient  nicht  Burnier’s,  sondern  Guldberg’s 
Schrift  Beachtung.  H. 


*)  Bei  dieser  Gelegenheit  möge  (ins  im  55.  T.  d.  Arch.  begangene  Ver- 
sehen zur  Anzeige  kommen,  dass  bei  der  citirten  Schrift  der  Name  des  Ver- 
fassers „A.  S.  Guldberg“  fehlt. 
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Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

II  calcolo  sulle  incognite  dello  equazioni  algebraiche.  Studi  aua- 
litici  del  Dott.  Giovanni  Biasi.  1876.  Verona,  H.  F.  Münster. 

Milano,  G.  Brigola.  84  S. 

Der  Untersuchung  über  die  algebraischen  Gleichungen  vorausge- 
schickt ist  als  Grundlage  .eine  Theorie  der  symmetrischen  Functionen 
einer  beliebigen  Anzahl  von  Elementen,  welche  der  Verfasser  mit  An- 
wendung partieller  Differentiationen  zu  einem  Algorithmus  ausgebildet 
hat.  Er  nennt  Peuiuvarianto  eine  Function,  deren  partielle  Differen- 
tialquotienten  eiue  Summe  null  haben;  eine  solche  bleibt  unverändert, 
wenn  alle  Elemente  ein  gemeinsames  Incremeut  bekommen.  Es  wird 
daun  zuerst  die  Aufgabe  der  Transformation  der  Gleichungen  allge- 
mein behaudelt,  die  darin  besteht  für  die  Unbekannte  eine  neue,  mit 
jener  durch  eine  beliebige  algebraische  Relation  verbundene  einzu- 
führen. Dann  folgen  die  Aufgaben,  zu  2 gegebenen  Gleichungen  eine 
dritte  zu  finden,  deren  Wurzeln  die  Summe,  die  Differenz,  das  Pro- 
duct, der  Quotient  der  beiderseitigen  Wurzeln  in  allen  Combiuationen 
sind;  dann  die  Aufgabe,  zu  einer  gegebenen  Gleichung  diejenige  zu 
finden,  dereu  Wurzeln  Potenzen  der  ursprünglichen  Wurzeln  sind. 

Letztere  ist  nur  ein  besonders  einfacher  Fall  der  allgemein  behan- 
delten Transformation,  wo  die  Relation  zwischen  den  Unbekannten 
nur  2 Glieder  hat.  Der  Verfasser  nennt  diese  Transformation  die 
binomische,  und  entwickelt  eine  Reihe  von  Sätzen  über  dieselben. 

Die  Methode  aller  dieser  Aufgaben  ist  diejenige,  welche  auf  Grund 
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der  oben  genannten  Priucipien  direct  die  Coefficienten  berechnet. 
Zum  Schluss  wird  gezeigt,  wie  die  Theorie  der  Transformationen 
ausreichend  ist  zur  Lösung  der  Gleichungen  3.  und  4.  Grades. 


11. 


Integration  der  linearen  Differentialgleichung,  deren  Coefficienten 
lineare  Functionen  der  unabhängigen  Veränderlichen  sind.  Von  Dr. 
Anton  Winckler,  wirklichem  Mitglied?  der  kaiserlichen  Akademie 
der  Wissenschaften.  Wien.  Sitz.  Her.  LXVII.  Jan.  1873.  40  S. 

Integration  zweier  linearen  Differentialgleichungen.  Von  Dr. 
Anton  Winckler,  wirklichem  Mitglied«  der  kais.  Akademie  der 
Wissenschaften.  Wien.  Sitz.  Her.  Jan.  1875.  28  S. 

Uebcr  die  Integration  linearer  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  mittelst  einfacher  Quadraturen.  Vergleichende  Zusammen- 
stellung der  bezüglich  älteren  und  neueren  Resultate  und  kritische 
Beleuchtung  der  angeblichen  Entdeckungen  des  Herrn  Prof.  Simon 
Spitzer  in  Wien.  Von  Dr.  Anton  Winckler,  Professor  der  Mathe- 
matik an  der  k.  k.  technischen  Hochschule  in  Wien.  Wien  187<>. 
Alfred  Hölder.  GO  S. 

Der  erste  Aufsatz  löst  die  Aufgabe,  alle  Gleichungen  von  der  Form 

(If0t  + H)J*  + 2(A>  -I-  A-)  J'  + (LJ  + L)y  = 0 

wo  die  //,  K,  L coustant  sind,  zu  integriren  mit  der  weitem  Forde- 
rung, dass  beide  Speciallösungen  als  einfache  bestimmte  Integrale  dar- 
gestellt werden.  Die  Grenzen  der  Integrale  sind  meist  0 und  x. 
Es  waren  zunächst  die  3 Fülle  zu  unterscheiden , jenachdem  — 
A'0  = 0,  oder  bloss  H„~  0,  oder  weder  If„  noch  Ä'u  null  ist  Ausser- 
dem mussten  manche  Coustauten  verschieden  bestimmt  werden,  je- 
nachdem die  Unabhängige,  die  als  allgemein  complex  aufgefasst  wird, 
zwischen  verschiedenen  Grenzen  variirt.  Soviel  auch  schon  Gleichungen 
der  obigen  Form  von  früheren  Mathematikern  behandelt,  und  gelost 
worden  sind,  so  zeichnet  sich  die  gegenwärtige  Behandlung  dadurch 
aus,  dass  sie  das  Gauze  der  Aufgabe  ins  Auge  fasst,  eine  einheitliche 
Form  der  Lösung  aufstellt  und  eine  vollständige  Discussion  giebt. 

Den  Gegenstand  des  zweiten  Aufsatzes  bilden  die  Differential- 
gleichungen 

(/f0ts+2//1t  + 7/2)^-f(AV-fAT1)  f(+L0y  = 0 
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Die  erste  verlangt  die  Unterscheidung,  jenachdem 
eiu  Quadrat  ist  oder  nicht.  Ist  der  Coefticicnt  kein  Quadrat,  so  wird 
die  Gleichung  bekauntcrinassen  durch  die  Gauss’schc  Function  (hyper- 
geometrische  Reihe)  gelüst,  und  ist,  zuletzt  von  Jacobi  iu  Grelle 
Jj  lld.  51*.,  genügend  erörtert.  Ks  blieb  daher  nur  der  erste  Fall  zu 
behandeln , was  nach  gleicher  Methode  wie  bei  der  ersten  Aufgabe 
und  mit  gleichem  Erfolge  geschehen  ist.  Ebenso  bedurfte  die  zweite, 
obwol  viel  behandelte,  Iliccati’sche  Gleichung  doch  hinsichtlich  der 
anfänglich  gestellten  Forderungen  einer  neuen  eingehenden  Unter- 
suchung, welche  zur  Erfüllung  aller  Bedingungen  führte.  Vou  beiden 
gilt  das  Obeugesagte. 

Die  dritte  Schrift,  welche  ausschliesslich  auf  Gegenstände  der  2 
ersten  Bezug  nimmt,  widerlegt  eine  ungerechtfertigte  Beschuldigung 
von  Seiten  Spitzcr’s  uud  enthüllt  eine  grössere  Anzahl  vou  Irrtümeru 
iu  dessen  „Studien  über  die  Integration  linearer  Differentialgleichun- 
gen“, wo  häutig  die  Identität  der  2 Speciallösungcn  nicht  erkannt  ist. 
Die  darüber  hinausgehende  Behauptung  des  Verfassers,  Spitzer  habe 
in  allen  den  Gegenstand  betreffenden  Schriften  nur  Bekanntes  repro- 
dneirt,  ist  durch  das  Ycrgcbrachte  nicht  erwiesen,  und  die  vou  dem- 
selben reichlich  angegelonen  Quellen,  welche  er  benutzt  hat,  zeigen, 
dass  er  sein  Vcrhältuiss  zu  seinen  Vorgängern  nicht  hat  im  Dunkelu 
lassen  wollen.  In  seine  n eignen  historischen  Angaben  über  die  frü- 
heren Entdeckungen  auf  dem  Gebiete  der  hier  besprochenen  Glei- 
chungen hat  der  Verfasser  Vollständigkeit  nicht  beausprucht.  H. 


G e o m e t r i e. 

Ueber  die  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflilchigen  Polyeder. 
Von  Dr.  Edmund  Hess,  Privatdoccut  au  der  Universität  Marburg. 
Kassel  1876.  Theodor  Kay.  95  S. 

Da  der  Verfasser  da,  wo  e§  sich  um  Erklärung  handelt,  öfters 
auf  seine  früheren  Schriften  Bezug  nimmt,  so  sei  hier  auf  litt.  Ber. 
231.  S.  11.  verwiesen,  wo  diese  Schriften  besprochen  sind.  Iu  den- 
selben waren  die  Erklärungen  so  äusserst  mangelhaft,  dass  es  jetzt 
vor  allem  am  Orte  gewesen  wäre,  das  Versäumte  uacbzuholen  uud 
die  Gegenstände,  seiner  Betrachtung  vou  Anfang  an  gehörig  zu  be- 
stimmen. Der  erste  Abschnitt,  der  gegenwärtigen  Schrift,  betreffend 
Polyeder  erster  Art,  wo  der  Gegenstand  einfach  ist,  wird  ausführlich 
und  klar  behandelt;  von  da  an  hört  alles  Detiniren  auf,  der  Verfasser 
verlangt,  dass  sich  der  Leser  analoge  Begriffe  bilden  solle,  ohne  zu 
sagen  welche.  So  heisst  es  z.  B.  Seite  13:  „Die  analogen  Regeln  für 
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die  Bestimmung  der  Art  der  sphärischen  Polygone  nnd  der  denselben 
entsprechenden  körperlichen  Ecken  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit 
aufstelleif“.  Die  Aufstellung  mag  leicht  sein;  ob  sic  aber  dem  Ge- 
danken des  Verfassers  entspricht,  bleibt  ungewiss.  Je  complicirter 
die  Gegenstände,  desto  eiliger  wird  über  die  Bestimmung  hinweg  ge- 
gangen. Es  werden  anfänglich  2 Methoden  der  Herleitung  bezeich- 
net; doch  statt  der  Anwendung  erfährt  man  nur  die  successiven  Resul- 
tate. Letztes  Ergebniss  ist,  dass  es  12  zugleich  gleicheckigc  und 
gleichflächige , convexe,  coutinuirliche  Polyeder  giebt,  die  sich  zu  je 
zweien  polarreciprok  entsprechen.  Polyeder  erster  Art,  d.  i.  Poly- 
eder im  gewöhnlichen  Sinne,  gab  cs  nur  eins,  ein  Tetraeder  von  eon- 
grueuten  Seiten.  H. 


Darstellende  Geometrie.  Von  R.  Pohlke.  Erste  Abtheilung. 
Darstellung  der  geraden  Linien  und  ebenen  Flächen,  so  wie  der  aus 
ihnen  zusammengesetzten  Gebilde,  vermittelst  der  verschiedenen  Pro- 
jectionsarteu.  Nebst  einem  Heft  von  zehn  Tafeln.  Vierte  Auflage. 
Zweite  Abtheilung.  Darstellung  einiger  krummen  Linien  und  krununeu 
Flüchen.  Nebst  einem  Hefte  von  zehn  Tafeln  in  4to.  Berlin  ltSTG. 
Rudolph  Gaertuer.  373  S. 

Wenn  eine  neue  Bearbeitung  eines  bereits  so  viel  behandelten 
Lehrgegeustandes , wie  das  Vorwort  einräumt,  dem  Kundigeu  nichts 
neues  darbietet,  so  sollte  mau  doch  wenigstens  in  der  Art  des  Vor- 
trags einen  Fortschritt  von  ihr  erwarten  dürfen.  Diese  ist  jedoch  so 
weit  entfernt  die  nächsten  Ansprüche  zu  befriedigen,  dass  hierin  ein 
Grund  zur  Erneuerung  nicht  wol  zu  ersehen  ist.  Es  handelt  sich 
hier  nur  darum  eine  au  sich  sehr  einfache  Sache  in  entsprechender 
Einfachheit  und  guter  Ordnung  darzulegcu.  Statt  dessen  wird  der 
Gegenstand  durch  unnötig  weites  Ausholen  und  viele  überflüssige  Worte 
erst  zu  einem  anscheinend  weiten  Felde  ausgedehnt,  auf  dem  nach- 
her alle  ordnenden  Gesichtspunkte  fehlen.  Die  geometrischen  Yor- 
kenntuissc  in  dem  in  Anwendung  kommenden  Umfange  konnten  vor- 
ausgesetzt oder  gesondert  erteilt  werden;  sie  bei  Beschreibung  des 
technischen  Verfahrens  nachzuholen  ist  die  unglücklichste  Wahl,  die 
getroffen  werden  konnte.  Im  Vorliegenden  treten  theoretische,  sowol 
principicllo  als  speciell  den  Gegenstand  betreffende,  Aufstellungen,  zur 
Sache  gehörige  Aufgaben,  Einführungen,  Anordnungen  und  termino- 
logische Erklärungen  so  bunt  gemischt  auf,  dass  man  Mühe  hat,  den 
eigentlichen  Inhalt  daraus  zusammenzufinden.  Die  Methode  ist  mit 
Auswahl  von  verschiedenen  Autoren  adoptirt;  ihre  Wiedergabe  zeigt 
wenig  selbständiges  Urteil.  Die  4 ersten  Capitcl  beschäftigen  sich 
mit  der  senkrechten  Projection  auf  2 normale  Ebenen;  dann  folgt 
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die  Axonometrie,  die  schiefe  und  die  centrale  Projection.  Die  zweite 
Abteilung  handelt  erst  vou  Linien  und  Flächen  im  allgemeinen  und 
von  Kreis  und  Kegelschnitten,  dann  von  speciellcu  Flächen..  H. 


Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  für  Mittelschulen  uud  zum 
Selbstunterrichte.  Bearbeitet  von  Jrcnilus  Krcnszcl,  Professor. 
Mit  308  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen.  Brünn  1876.  Kara- 
tiat.  4n.  323  S. 

Das  vorliegende  Lehrbuch  zeichnet  sich  durch  eine  mit  guter 
Ordnung  und  Klarheit  verbundene  Ausführlichkeit  aus.  So  sehr  die 
Darstellung  auch  ins  Einzelne  geht,  so  lässt  sich  doch  darin  nicht 
verkennen , dass  alle  Discussion  die  Auffassung  wirklich  fördert  uud 
erleichtert  und  mit  Geschick  auf  diesen  Gesichtspunkt  begrenzt  ist. 
Ausnahmen  sind  selten;  z.  II.  wird  gelehrt,  die  Projection  einer  Ge- 
raden erhielte  man,  indem  man  alle  Punkte  projicirt,  und  erst  man 
Schluss,  dass  nur  2 Punkte  notwendig  sind.  Die  Methodo  ist  keine 
neue,  aber  eine  sclbstäudig  gehandhabte.  Der  Projectiouslehre  ist  ein 
Capitol  über  Curvenconstructiou  vorausgeschickt.  In  2 Abschnitten 
wird  dann  die  orthogonale  Projection  behandelt,  ersteres  umfassend 
die  Punkte,  Gerade,  Ebenen  und  Polyeder,  letzteres  die  krummen 
Flächen.  Hierauf  folgt  ein  Abschnitt  über  Beleuchtuugsconstructionen 
und  einer  über  Perspective  nebst  Schattencoustructiou.  Die  Abbil- 
dungen sind  schwarz  auf  weiss.  Das  Buch  besteht  aus  2 Teilen,  deren 
letzter  die  2 letztgenannten  Abschnitte  enthält.  H. 


Trigonometrie. 

Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  mit  zahlreichen  Beispielen 
und  Uebungsaufgabcn.  Für  den  Schul-  und  Selbstunterricht  in  leicht 
verständlicher  Weise  bearbeitet  von  W.  Adam,  Köuigl.  Seminarlehrer 
in  Xeu-Ruppiu.  Mit  einer  Figurentafel.  Neu-Ruppiu  1876.  P.  Held. 
147  S. 

Das  Lehrbuch  lässt  an  Reichhaltigkeit  uud  Vollständigkeit,  Gründ- 
lichkeit, Correctheit,  vernünftigem,  sachgemässcm  Lehrgang,  klarem 
uud  lcichtfasslicbein  Vortrag  nichts  zu  wünschen  übrig.  Zwar  kann 
man  in  Betreff  des  Lehrgangs  wol  fragen,  ob  nicht  statt  einer  so 
grossen  Ausbreitung  eine  Couecntration  auf  das  Notwendige  geeigneter 
wäre  zu  einer  Beherrschung  und  Vertrautheit  mit  der  Theorie  zu 
führen,  weil  sonst  der  Umfang  des  zu  Erlernenden  sich  weit  grösser 
darstellt  als  er  wirklich  ist.  Indes  liegt  es  in  der  Hand  des  Lehrers 
.das  Notwendige  hervorzuhebeu,  den  grossen  übrigen  Teil  als  Con- 
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sequenz  und  Gegenstand  der  Einübung  erscheinen  zu  lassen.  Die 
Gouiometric  wird,  soweit  sie  Basis  der  Dreieckslebrc  ist,  vorher  ganz 
erledigt.  Dann  folgen  der  Reihe  nach  die  Fundamentalaufgaben  über 
das  rechtwinklige,  gleichschenklige,  allgemeine  Dreieck,  mit  dem  gleich- 
schenkligen verbunden  über  die  regulären  Vielecke.  Ausserdem  ist 
aufgenommen  die  Constrnction  trigonometrischer  Fonnein  und  die  An- 
wendung der  Goniometrie  anf  quadratische  und  kubische  Gleichungen. 
Die  Lehre  vom  allgemeinen  Dreieck  geht  auch  auf  Uebungsaufgabcn 
in  weiterem  Kreise  ein  und  enthält  auch  solche  für  das  Viereck. 

II. 

Erster  Selbstunterricht  in  der  Trigonometrie  und  der  logaritbini- 
schen  Rechnung.  Gemeinverständlich  dargestellt  von  Franz  Vymazal. 
Brünn  1875.  Fr.  Karatiat.  kl.  8°.  105  S. 

Unter  Voraussetzung  der  elementaren  Mathematik  werden  die 
Hauptsätze  der  ebenen  Trigonometrie  und  ihre  Anwendung  in  erläu- 
terndem Vortrag  entwickelt  Letzterer  führt  zuerst  das  Gebiet  der 
aus  der  Geometrie  bekannten  Dreiecksrelationeu  vor,  erklärt  daraus 
den  Zweck  der  Einführung  der  Wiukelfunctionen,  betrachtet  ausführ- 
lich das  rechtwinklige,  dann  das  gleichschenklige  Dreieck,  leitet  '2 
Sätze  über  das  allgemeine  Dreieck  und  einen  für  den  Inhalt  her  und 
erweitert  dann  erst  die  Kcnutuiss  der  gouiometrisehen  Relationen  bis 
zum  Umfang  des  Anwendbarsten.  Ein  zweiter  Abschnitt  giebt  eine 
auf  den  Zweck  beschränkte  1‘oteuzlehre,  Erklärung  der  Logarithmen 
und  ihrer  Anwendung  für  trigonometrische  Rechnung,  zuletzt  noch 
eine  östelligc  Tafel  der  (nicht  logar.)  trigonometrischen  Functionen  von 
10  zu  10  Minuten.  Das  Ganze  ist  mit  viel  Geschick  und  Umsicht 
für  leichtes  Verstäudniss  bearbeitet.  Vermissen  kann  man  die  Inter- 
pretation des  Zeichens  » , die  hier  wol  am  Orte  gewesen  wäre. 

H. 


Ueber  schiefe  trigonometrische  Funktionen  und  ihrer  Anwendung. 
Von  Dr.  Bichriuger,  Professor  an  der  küuigl.  Industrieschule  in 
Nürnberg.  Nördlingen  1877.  C.  II.  Beck.  56  S. 

Der  Verfasser  nennt  sin,  cos,  tg,  cot,  sec,  cosec  eines  Wiukels 
für  den  Projectiouswinkel  cp  die  6 Quotienten  der  Seiten  eiues  Drei- 
ecks mit  dem  Aussenwinkel  <jp.  welche  in  der  rechtwinkligen  Trigono- 
metrie die  gleichnamige  Bedeutung  für  cp  — R haben.  Er  entwickelt 
eine  Anzahl  Relationen  dieser  Functionen  und  giebt  einige  Anwen- 
dungen auf  Geometrie  und  Mechanik.  Er  glaubt  damit  den  Beweis 
geliefert  zu  haben,  dass  die  neuen  Functionen  ein  Interesse  für  sieb 
in  Anspruch  nehmen  können,  und  dass  sie  auch  in  andern  Zweigen 
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der  Mathematik  eine  Bedeutung  haben,  die  einer  weiteren  Entwickelung 
fähig  zu  sein  scheine.  Jedenfalls  ist  aber  der  Beweis  nicht  gebracht, 
dass  durch  diese  Theorie,  die  Lösung  irgend  welcher  Aufgaben  geför- 
dert worden  wäre.  Durch  vermehrten  Formclapparat  ist  der  Einblick 
erschwert,  durch  Einführung  einer  Menge  identischer  Grössen,  wo 
eine  ausreicht,  und  von  Functionen  zweier  Variabeleu,  wo  wir  bereits 
Functionen  einer  Vnriabelen  besitzen,  die  Einfachheit  beeinträchtigt. 
Wenn  es  Leute  giebt,  die  in  unbestimmter  Hoffnung  auf  einen  noch 
nicht  ersichtlichen  zukünftigen  Nutzen  eine  sichtlich  im  Princip  ver- 
fehlte Arbeit  vollziehen  wollen,  so  muss  ihnen  das  überlassen  sein; 
ein  Interesse  bei  Anderen  haben  sie  nicht  zu  beanspruchen.  II. 


Theorie  der  gouiometrischen  und  der  Iongimctrischen  Quater- 
nionen,  zugleich  als  Einführung  in  die  Rechnung  mit  Punkten  und 
Vcctoren.  Von  K.  W.  Unverzagt,  Oberlehrer  am  königlichen  Real- 
gymnasium zu  Wiesbaden.  Mit  21  Holzschnitten.  Wiesbaden  1870. 
C.  W.  Kreidel.  312  S. 

Von  dieser  Schrift,  die  auch  in  der  zuletzt  besprochenen  schiefen 
Trigonometrie  ihren  Ausgang  nimmt,  gilt  dieselbe  Bemerkung  wie  von 
der  vorigen,  dass  sie  eine  Arbeit  vollzieht,  deren  Nutzen 'ohne  er- 
sichtlichen Grund  von  der  Zukunft  erhotft  wird.  Dabei  legt  jedoch 
die  gegenwärtige  ein  hervorragendes  Talent  an  den  Tag.  Wenn  es 
darauf  ankam  der  von  Hamilton  erfundenen  Theorie  der  Quateruionen, 
dieser  heutzutage  in  England  so  beliebten  Speculation  in  Wider- 
sprüchen, in  Deutschland  Eingang  und  Verbreitung  zu  verschaffen, 
so  zeigt  sich  der  Verfasser  in  hohem  Grade  dazu  befähigt.  Er  giebt 
so  klare,  wenn  auch  nicht  ausreichende,  Rechenschaft  über  jeden 
Gegenstand,  dass  er  wol  den  Schein  zu  erwecken  vermag,  als  handele 
es  sich  um  feste,  nur  der  Gewohnheit  nicht  entsprechende,  Begriffe. 
Wir  können  uns  jede  Ueberschrcitung  sonst  geltender  Grenzen  ge- 
fallen lassen  und  dem  Verfasser  folgen,  wenn  Addition  einen  neuen 
Sinn  erhält,  bei  der  Multiplication  die  Ordnung  der  Factoren  ver- 
schiedene Bedeutung  bedingt,  wenn  sogar  die  Gleichheit  nur  bei  glei- 
cher Richtung  den  gewöhnlichen,  bei  ungleicher  einen  anderen  Sinn 
haben  soll.  Eins  aber  müssen  wir  doch  fordern,  dass  das  einmal 
allgemein  Aufgestellte  immer  gelten  muss.  Hier  dagegen  tiuden  wir 
eine  Seite  eines  beliebigen  Dreiecks  einer  Coinplexen  aus  den  beiden 
andern  gleich  gesetzt,  was  bei  Vertauschung  der  Seiten  sofort  eineu 
dreifachen  Widerspruch  giebt.  Solche  Einführungen  verlassen  den 
Boden  der  Mathematik  und  der  exacteu  Begriffe  überhaupt,  und  ohne 
letztere  würde  es  zwecklos  sein  auf  das  Weitere  einzugeheu.  H. 
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Geodäsie  und  praktische  Geometrie. 

Die  Nivcllirinstrumentc  und  deren  Anwendung.  Von  Dr.  M.  Doll, 
Lehrer  der  praktischen  Geometrie  am  Polytechnikum  in  Carlsruhe. 
Mit  fünf  Tafeln.  Stuttgart  1876.  Adolf  Ilonz  u.  Comp.  30  S. 

Es  werden  3 kleine  Instrumente  zum  einfachen  Nivelliren  nnd 
2 grosso  Präcisionsinstrumente  beschrieben,  welche  sümmtlich  auf  den 
Tafeln  abgebildet  sind,  dann  das  Verfahren  bei  Untersuchung  der 
Instrumente  und  beim  Nivelliren  dargelegt.  Der  Vortrag  ist  auch 
ohuc  besondere  Kenutniss  für  Schüler  verständlich.  H. 


Die  Lehre  von  der  Beleuchtung  und  Schaft  irung  (Schattenlehre) 
mit  einem  Anhang:  Das  Wichtigste  aus  der  Farbenlehre.  Von  Pro- 
fessor G.  Del a bar,  Conrector  der  Kautonssehnle  uud  Vorstand  der 
Fortbildungsschule  in  St  Gallen.  Mit  130  Figureu  auf  34  lithogra- 
phirten  Farbentafeln  und  zwei  Holzschnitten.  Fünftes  Heft  der  An- 
leitung zum  Linearzeiehncu,  mit  besonderer  Berücksichtigung  des  ge- 
werblichen und  technischen  Zeichnens.  Freiburg  i.  Br.  1875.  Herder. 
Quer  8°.  128  S. 

Das  Werk,  welches  durch  das  Gegenwärtige  ergänzt  wird,  ist  im 
217.  litt.  Bericht  besprochen.  Auch  dieser  Abschnitt  ist  in  leicht 
fasslichem,  ohne  besondere  technische  Kenutniss  verständlichem  Vor- 
trag behandelt,  uud  wird  im  allgemeinen  den  Anforderungen  der 
Schule  genügen.  II. 


Handbuch  der  barometrischen  Höhenmessuugcn.  Auleitung  zur 
Berechnung  der  Höhen  aus  barometrischen  und  hygrometrischeu  Mes- 
sungen, sowie  zur  Anstellung  sämmtlichcr  bei  den  Höheninessuugen 
nöthigen  Beobachtungen  unter  besonderer  Berücksichtigung  der  Sur- 
rogate für  das  Quecksilberbarometer  (Aneroidc,  Thennobarometer), 
für  Ingenieure,  Forschuugsreisende,  Meteorologen,  Mitglieder  der 
Alpenvereiue  etc.  Von  Dr.  Paul  Schreiber,  Lehrer  für  Physik 
an  den  künigl.  technischen  Lehranstalten  in  Chemnitz,  Mitglied  des 
deutschen  und  österreichischen  Alpenvereins.  Mit  einem  Atlas  von 
18  Grossfoliotafeln,  enthaltend  zahlreiche  Karten  und  Figuren.  Weimar 
1877.  Bernhard  Friedrich  Voigt.  307  S. 

Das  Buch  ist,  dem  Titel  gauz  entsprechend,  für  einen  vielseitigen 
Gebrauch  bearbeitet,  umfasst  alle  bei  barometrischen  Höhenmessungen 
in  Betracht  kommenden  Erfordernisse  und  lässt  an  Vollständigkeit 
nichts  zu  wünschen  übrig.  Alle  theoretischen  Begründungen  siud  bei 
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Seite  geblieben,  desto  sorgfältiger  sind  die  notwendigen  Angaben 
berücksichtigt,  die  man  alle  au  der  richtigen  Stelle  findet;  auch  ist 
bei  Wegfall  der  Herleitangen  doch  der  theoretische  Zusammenhang 
in  Deutlichkeit  erhalten  worden.  Vortrefflich  ist  die  kurze  und  ein- 
fache Beschreibung  der  Apparate,  welche  durch  directe  Darlegung  der 
wesentlichen  Punkte  einen  leichten  Einblick  gestattet.  Uebcrlmupt 
ist  der  Vortrag  ohne  Voraussetzung  besonderer  technischer  Kenntniss 
verständlich  und  mit  seltenem  Geschick  in  bester  Ordnung  leicht- 
fasslich  gehalten.  Es  werden  nach  einander  behandelt  die  Berechnung 
der  Höhendifferenz  zweier  Orte,  die  yuecksilberbaroraetcr,  die  Be- 
stimmung des  Luftdruckes  ans  der  Temperatur  des  Dampfes  des  in 
offenen  Gefässen  kochenden  Wassers,  die  Aneroide,  die  Apparate  und 
Methoden  zur  Bestimmung  von  Lufttemperatur,  Luftfeuchtigkeit  und 
der  geographischen  Breite;  dann  folgen  die  Litteraturberichte,  zum 
Schluss  die  Formeln  der  Ausglcichungsrechnungen.  Mit  besonderer 
Ausführlichkeit  sind  die  Correctioueu  behandelt.  Der  Atlas  enthält 
zuerst  ‘J  Karten,  deren  3 die  Isothermen  nach  Dovc,  Buclian  und 
Hann,  2 die  Verteilung  des  Dunstdruckes  nach  Mohn,  3 die  Isobaren 
nach  Buchau  und  Wojeikow  und  l einen  momentanen  Witterungs- 
zustand in  und  um  Europa  darstellen,  dann  eine  grössere  Anzahl  von 
Figurentafeln  zur  Erläuterung  des  Vortrags.  H. 


Mechanik. 


lieber  die  Bewegung  einer  Glocke.  Von  W.  Veit  manu,  Iteal- 
schullebrcr  in  Düren.  Diugler  polvt.  J.  Bd.  220.  S.  181 — 11)5. 

Dieser  Aufsatz  ist  veranlasst  durch  den  Umstand,  dass  die 
„Kaisergloeko“  im  Cölner  Dom  infolge  gleicher  Schwingungsdauer 
mit  ihrem  Klöppel  keinen  Anschlag  gab,  und  der  Verfasser  in  Er- 
fahrung brachte,  dass  die  Anfertigung  der  Glocken  noch  fast  aller 
theoretischen  Basis  entbehrte.  Er  berechnet  zunächst  die  Bedingung 
übereinstimmender  Oseillatiou  beider  Teile,  als  Pendel  betrachtet, 
deren  Axen  parallel  und  im  Gleichgewicht  mit  deu  Schwerpunkten 
in  einer  Verticalo  liegen.  Es  ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeit: 

« = 

j , "»>  h ~ "i 
‘ m * 


wo  a den  Abstand  der  Axen,  m,  m,  die  Massen,  /.  I,  die  Pendellängen, 
»,  *,  die  Entfernungen  der  Schwerpunkte  von  den  respectiven  Axen 
für  beide  Pendel  bezeichnen.  Wenn  der  Verfasser  diese  Bedingung 
ausreichend  nennt,  so  ist  vergessen,  dass  noch  gleiche  Elongatio 
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und  gleichzeitiger  Beginn  der  Oscillation  notwendig  sind,  damit  über- 
haupt eiue  einfach  periodische  Schwingung  statttinden  kann.  Ein 
solcher  Zustand  ist  im  allgemeinen  nicht  vorhanden,  und  dass  er  sich 
während  des  Läuteus  von  selbst  annähernd  herstellte,  ist  durch  nichts 
begründet.  Ferner  ist  nicht  ersichtlich,  warum  unter  den  Grossen 
I,  hi  *•>  ®n  w‘e  hier  gesagt  wird,  nur  die  3 ersten,  nicht  aber  #,  durch 
Beobachtung  gefunden  werden  könue,  da  sieh  das  statische  Moment 
eines  Pendels  doch  leicht  abwägen  lässt,  und  m,  tn1  als  bekannt  be- 
trachtet werden.  Der  Verfasser  lässt  es  hei  dem  einen  analytischen 
Resultat  bewenden,  und  ersetzt,  indem  er  zu  der  weitern  Frage  über- 
geht, wie  von  dem  oben  bestimmten,  zu  meidenden  Falle  an,  das 
Yerhältniss  der  Oscillationszeiten  variirt,  die  Rechnung  durch  Expe- 
rimente an  einem  Doppelpendel.  Es  wird  für  eine  Reihe  verschiedener 
n das  Maximum  des  Winkels  zwischen  beiden  Pendeln  und  die  Anzahl 
der  Oscillationen  bis  zu  dessen  Erreichung  ermittelt.  Hieran  und  au 
das  Verhalten  verschiedener  Glocken,  von  denen  Mitteilung  gemacht 
wird,  knüpfen  sich  die  übrigen  Betrachtungen,  als  deren  Resultat  die 
Regel  aufgestellt  wird,  die  Peudellänge  der  Glocke  beim  Aufhängen 
so  klein  als  möglich  zu  machen  und  die  des  Klöppels  so  zu  bestim- 
men, dass  der  Schwingungspuukt  in  gleicher  Höhe  mit  dem  Auscblage- 
puukle  liegt.  II. 


Vermischte  Schriften,  Zeitschriften. 

Nieuw  Archief  voor  Wiskundc.  Deel  I.  II.  Amsterdam  1875. 
1876.  Wcytiugh  cn  Brave. 

Diese  Zeitschrift  wird  seit  2 Jahren  von  dem  mathematischen 
Verein  zu  Amsterdam,  Wiskundig  Genootschap  onder  de  zinspreuk: 
„Een  onvermoeide  arbeid  komt  alles  te  boveu"  — hcrausgogeben. 
Sic  erscheint  in  holländischer  Sprache,  2 Hefte  jährlich  im  März  und 
September,  die  einen  „Teil“  bilden.  Jedes  Heft  enthält  zum  grössten 
Teil  Abhandlungen;  ausserdem  bibliographische  Verzeichnisse,  manch- 
mal auch  verschiedene  bibliographische  Nachrichten.  Der  Inhalt  der 
2 ersten  Teile  au  Abhandlungen  ist  fügender. 

I.  Teil.. 

II.  Onuen.  Bemerkung  betreffend  die  Theorie  der  wesentlichen 
Gleichungen  der  ebenen  Curven. 

J.  Versluys.  Theorie  der  Quaternionen. 

A.  Bent hem.  Theorie  der  Functionen  variabcler  complexer 
Zahlen. 
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J.  Korteweg.  Ueber  die  Wahrscheinlichkeit  verschiedener 
möglichen  Wahlresultate,  wobei  Wühler  von  zweierlei  Farbe  sich 
nach  dem  Loos  in  Abteilungen  scheiden. 

I’.  van  Geer.  Ueber  den  Gebrauch  der  Determinanten  bei  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

II.  J.  Rink.  Ueber  die  Bewegung  eines  halbenrechten  kreis- 
förmigen Kegels,  der  mit  seiner  Erzeugenden  auf  einer  horizontalen 
Ebene  liegt. 

A.  ßcuthcm.  Ilerlcitung  der  Cardanischcn  Formel  im  irrcduci- 
belcn  Falle. 

11.  A.  Lorcntz.  Auflösung  der  Preisfrage  Nr.  12. 

J.  W.  Tesch.  Ueber  die  Stellung  der  Ebene,  welche  eine  cen- 
trale Flüche  2.  Grades  litngs  einer  gleichseitigen  Hyperbel  schueidet. 

G.  Schouten.  Die  Aberration  des  Lichts. 

F.  van  Wageningen.  Krummlinige  Bewegung  eines  Billardballs. 

II.  Teil. 

M.  C.  Paraira.  Einiges  über  eine  Transformation  2.  Grades. 

W.  Kapteyn.  Betrachtung  über  symmetrische  Functionen. 

G.  Schouten.  Auflösung  der  Preisfrage  Nr.  V. 

F.  J.  Stamkart.  Ueber  die  Berechnung  eiuer  Prümic  für  eino 
Lebensversicherung,  die  « mal  im  Jahr  bezahlt  werden  soll,  statt 
einer  bekannten  Jahrcsprümie. 

I).  Bierens  de  Haau.  Einiges  über  die  „Theorie  des  fonctions 
de  variables  iinagiuaires,  par  M.  Maximilien  Marie“. 

D.  J.  Körte  weg.  Ueber  Nüheruugsformclu  für  Reihensummen, 
die  aus  einer  grossen  Anzahl  von  Termen  bestehen. 

J.  II.  van  Leeuwen.  Teiluug  des  Winkels  in  3 gleiche  Teile. 

F.  van  Wageningen.  Kreise,  welche  3 gegebene  Kreiso  unter 
gleichen  Winkeln  schneiden. 

A.  Beut  hem.  Couvergeuz  von  Reihen  mit  complexeu  Termen. 

II. 

Nouvelle  Correspondance  mathematique.  Rcdigee  par  Eugene 
Catalun,  Doeteur  es  Sciences,  Professeur  ii  l’unhersite  de  Liege; 
avcc  la  collaboration  de  MM.  Mansion,  Laisant,  Rrocard, 
Neuberg,  et  Edouard  Lucas.  Tome  deu.\i£mc.  Liege  1H7G. 
E.  Decq. 

Der  Inhalt  der  2.  Ilülfte  des  Bandes  an  Abhaudlungcn  ist  fol- 
gender. 
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E.  Lucas.  Uebcr  die  Anwendung  des  symbolischen  Caleuls  in 
der  Theorie  der  recurrentcu  Reihen. 

E.  Lucas.  Pnncipien  der  tricircularcu  und  tetrasphäriseken 
Geometrie. 

P.  Mansion.  Beweis  des  Reciprocitätsgesetzcs  der  quadrati- 
schen Reste. 

J.  W.  L.  Glaisher.  Ucber  eine  Eigenschaft  der  Function  c'*. 

Catalan.  Uebcr  ein  Product  vou  Sinus. 

Brocard.  Ucber  einen  Diophantischeu  Satz. 

Boset.  Geometrische  Sätze. 

Laisa  nt.  Uebcr  eine  paradoxale  Frage. 

H.  Brocard.  Note  über  einen  geometrischen  Ort. 

Le  Paigc.  Bemerkung  über  die  Note  vou  Glaisher. 

Le  Paige.  Uebcr  die  Euvcloppe  eines  Rotationseylindcrs. 

Le  Paigc.  Uebcr  eine  Gleichung  mit  endlichen  Differenzen. 

Tchebychcf.  Ueber  die  Verallgemeinerung  einer  Formel  von 
Catalan. 

P.  Mansion.  Ueber  2 Fragen  infinitesimaler  Analysis. 

P.  Mansion.  Ueber  die  uuicursalen  Curven  als  Cissoiden  be- 
trachtet. 

E.  Lucas.  Ueber  den  symbolischen  Calcul  der  Bernoullischcu 
Zahlen. 

Gelin.  Bemerkenswerter  Fall  von  Ungleichheit  zweier  Dreiecke. 

Laisant.  Bemerkung  über  einen  arithmetischen  Satz. 

E.  Catalan.  Ueber  die  Transformation  der  Gleichungen. 

P.  Mansiou.  Ueber  dio  vermeintlichen  paradoxalen  Fragen. 

H.  Brocard.  Rollcurven  der  Kegelschnitte. 

E.  Lucas.  Ueber  die  Anwendung  eiues  neuen  Princips  der  Vor- 
zeichen in  der  Geometrie. 
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Preisaufgaben 

der 

Fürstlich  Jablonowski’schen  Gesellschaft 

in 

Leipzig. 


Mathematisch-naturwissenschaftliche  Section. 

1.  Für  das  Jahr  1877. 

Der  nach  Encko  benannte  und  von  diesem  Astronomen  wahrend 
des  Zeitraumes  von  1819 — 1848  sorgfältig  untersuchte  Comet  I,  1819, 
hat  in  seiner  Bewegung  Anomaliecu  gezeigt,  welche  zu  ihrer  Erklä- 
rung auf  die  Hypothese  eines  widerstehenden  Mittels  geführt  haben. 
Da  indessen  eine  genauere  Untersuchung  der  Bahn  nur  über  einen 
beschränkten  Theil  des  Zeitraums  vorliegt,  über  welchen  die  Beob- 
achtungen (seit  1786)  sieh  erstrecken,  so  ist  eine  vollständige 
Neubearbeitung  der  Bahn  des  Encke’schen  Cometcu  um  so  mehr 
wünschenswert!!,  als  die  bisher  untersuchten  Bewegungen  anderer 
periodischen  Cometen  keinen  analogen  widerstehenden  Einfluss  ver- 
ratbeu  haben.  Die  Gesellschaft  wünscht  eine  solche  vollständige  Neu- 
bearbeitung herbeizuführen,  und  stellt  deshalb  die  Aufgabe: 

die  Bewegung  des  Eucko’schcn  Cometen  mit  Be- 
rücksichtigung aller  störenden  Kräfte,  welche 
von  Einfluss  sein  können,  vorläufig  wenigstens 
innerhalb  des  seit  dem  Jahre  1848  verflossenen 
Zeitraums  zu  untersuchen. 

Die  ergänzende  Bearbeitung  für  die  frühere  Zeit  behält  sich  die 
Gesellschaft  vor,  eventuell  zum  Gegenstand  einer  späteren  Preis- 
bewerbung zu  machen.  Preis  700  Mark. 
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2.  Für  das  Jahr  1878. 


Dio  Entwickelung  des  reciproken  Wcrthcs  der  Entfernung  r 
zweier  Punkte  spielt  in  astronomischen  und  physikalischen  Problemen 
eine  hervorragende  ltolle.  In  der  Theorie  der  Transformation  der 
elliptischen  Functionen  wird  die  zuerst  von  Cauehv  entdeckte  Glei- 
chuug  bewiesen 

(1tu%  \7in * 9 t«*  V 

1-f  2c"  ’’  + 2e"  -*  -j-  2c  '•  -f  2c'  ■*  . . .)  = 

7trx  4 -^r*  9 ff»*  16  Tr* 

= 1 + 2c"  •'  -f  2."  «*  + 2c“  «*  + 2c~  "«*  ... 

in  welcher  mit  Rücksicht  auf  die  zu  erzielende  Genauigkeit  die  posi- 
tive willkürliche  Constantc  n so  gross  gewählt  werden  kann,  dass  die 

TT«* 

Expoucntialgrössc  e ''  vernachlässigt  werden  darf.  Alsdann  hat  man 

7t  r*  4>7i*  9 Tr* 

? = 1 + 2c"  «*  -f  2c"  -f  2c  «'  + ... 

eine  Iteiheueutwickelung  von  ungemein  rascher  Convergenz.  Es  steht 
zu  erwarten,  dass  eine  auf  die  vorstehende  Formel  gegründete  Ent- 
wickelung der  Störungsfunctiou  in  dem  Problem  der  drei  Körper  sich 
für  die  numerische  Rechnung  als  vorteilhaft  erweisen  werde. 

Die  Gesellschaft  wünscht  eine  unter  dem  ange- 
deuteten  Gesichtspunkte  ausgeführte  Bearbei- 
tung des  Stürungsproblcms  zu  erhalten. 

Indem  sie  dem  Bearbeiter  die  Wahl  des  besonderen  Falles  über- 
lässt, iu  welchem  die  numerische  Anwendbarkeit  des  Verfahrens  ge- 
zeigt werden  soll,  setzt  sie  voraus,  dass  das  gewählte  Beispiel  hin- 
länglichen Umfang  und  Wichtigkeit  besitze,  um  die  Tragweite  der 
vorgcschlagoucn  Methode  und  ihr  Verhältnis  zu  den  bisher  ange- 
wandten hervortreten  zu  lassen.  Preis  7Ü0  Mark. 

3.  Für  das  Jahr  1879. 

Durch  die  in  den  Abhandlungen  der  Kgl.  Sächs.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  von  W.  Hankel  veröffentlichten  Untersuchungen  ist 
nachgewiesen  worden,  dass  die  Thermoelcktrieität  nicht  nur  auf  den 
hemimorphen  Krystallcn  auftritt,  sondern  eine  an  allen  Krystalleu 
wahrzunehmende  Eigenschaft  ist,  soweit  deren  krystalliuisclie  Structur 
und  materielle  Beschaffenheit  überhaupt  ein  Entsteheu  und  Anhäufen 
der  Elcktricitüt  bis  zu  einer  durch  unsere  Instrumente  nachweisbaren 
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Stärke  gestatten.  Die  erwähnten  Abhandlungen  umfassen  ausser  den 
bemimorphen  Krystallcn  des  Boracites  und  Quarzes  die  symmetrisch 
gebildeten  Krystalle  des  Idokrases,  Apophyllits,  Kallcspathes,  Berylls, 
Topases,  Sehworspathcs,  Aragonites,  Gypses,  Diopsids,  Orthoklases, 
Albits  und  Periklins,  und  lehren  nicht  nur  die  Vcrtheilung  der  Elek- 
trioität  auf  den  in  den  verschiedenen  Formen  vollkommen  ausgebil- 
deten, sondern  auch  auf  den  durch  Anwachsen  und  sonstige  Hinder- 
nisse in  ihrer  Entwickelung  gehemmten  Individuen,  sowie  auf  den 
durch  Bruch  oder  Anschlägen  der  Durchgänge  künstlich  erzeugten 
Begrenzuugsflächen  kennen.  Es  scheinen  nun  unter  allen  zwischen 
der  Wärme  und  der  Elektricität  beobachteten  Beziehungen  die  thermo- 
elektrischen Erscheinungen  am  geeignetsten,  eine  nähere  Kenntniss 
des  Zusammenhanges  zwischen  den  genannten  beiden  Agentieu  zu 
ermöglichen,  und  es  wird  daher  von  der  Fürstlich  Jablouowski’schen 
Gesellschaft  für  das  Jahr  1871)  als  l’rcisaufgabc  gestellt: 

Auf  streng  physikalische  Versuche  gestützter 
Nachweis  der  Entstehung  der  auf  Krystallcn  bei 
steigender  und  sinkender  Temperatur  hervor- 
tretenden Elektricität  (Thermoelcktricität,  Pyroclek- 
tricität,  Krystallelektricität)  und  der  durch  Bildungs- 
hemmnisse oder  äussere  Verletzungen  derselben 
in  der  normalen  Verthcilung  entstehenden  Acn- 
d e r u n g e n. 

Preis  700  Mark. 


4.  Für  das  Jahr  1879. 

Die  hintcrlnsscne  Abhandlung  Hansen ’s  „Heber  dio  Störungen 
der  grossen  Planeten,  insbesondere  des  Jupiter“,  abgedruckt  im  XI. 
Bande  der  Abhandlungen  der  mathematisch -physischen  Classe  der 
Ivgl.  Siebs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  enthält  als  Anwendung 
der  daselbst  gelehrten  Methode  zur  Entwickelung  der  plauetareu 
Störungen  die  numerische  Berechnung  derjenigen  Störuugsglieder  in 
der  Bewegung  des  Jupiter,  welche  unter  der  Berücksichtigung  der 
ersten  Glieder  ihrer  analytischen  Entwickelung  abgeleitet  werden  kön- 
nen. Für  die  Berechnung  der  durch  den  Saturn  bewirkten  Störuugcn 
der  Läugc  und  des  Itadiusvectors  dagegen  erscheint  die  angeführte 
Methode  nicht  geeignet,  und  Hansen  verweist  in  dieser  Beziehung 
auf  seine  früheren  Arbeiten  aus  der  Störungstheorie,  welche  die  er- 
forderlichen Vorschriften  enthalten.  Ein  grosser  Theil  der  numeri- 
schen Rechnungen  findet  sich  bereits  in  der  im  Jahre  1830  von  der 
Berliner  Akademie  gekrönten  Preisschrift  „lieber  dio  gegenseitigen 
Störuugcn  des  Jupiters  und  Saturus“  ausgeführt.  Es  ist  jedoch  der 
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Theil  der  Rechnung,  welcher  die  Glieder  höherer  Ordnung  in  Rezug 
auf  die.  Massen  betrifft,  nicht  vollendet  worden.  Sofern  diese  Glieder 
von  Einfluss  werden  können  auf  die  vollständige  Berechnung  der 
Säcularänderungen,  sowohl  in  Bezug  auf  die  Länge  und  den  Radius- 
vector,  als  in  Bezug  auf  die  Breite,  sind  auch  die  in  der  nachgelas- 
senen Abhandlung  Ilanscn’s  enthaltenen  Wertlio  dieser  Säcular- 
glieder  nicht  als  definitiv  auzusehen. 

In  den  letzten  Jahren  ist  die  Theorie  der  Jupitersbewegung  durch 
die  umfangreichen  Arbeiten  von  Leverrier  ihrem  Abschlüsse  ent- 
gegengeführt worden.  Da  jedoch  der  berühmte  französische  Astrouom 
sich  wesentlich  anderer  Methoden,  wie  Hausen,  bedient  hat,  so  bleibt 
es  dringend  wünseheuswerth  und  von  hohem  wissenschaftlichen  Inter- 
esse, dass  die  vollständige  Berechnung  der  Jupitcrsstöruugen  auf  Grund 
der  Ilauscn’seheu  Theorie  zu  Ende  geführt  werde.  Die  Gesellschaft 
stellt  daher 

die  ergänzende  Berechnung  der  vollständigen 
Jupitersstörungen  nach  den  von  Hansen  ange- 
gebenen Methoden 

als  Preisaufgabe  für  den  Termin  des  30.  November  1879.  Preis 
700  Mark. 


Die  anonym  einzureichenden  Bewerbungsschriften  sind,  wo  nicht 
die  Gesellschaft  im  besonderen  Falle  ausdrücklich  den  Gebrauch  einer 
anderen  Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder 
französischer  Sprache  zu  verfassen,  müssen  deutlich  geschrieben 
und  paginirt,  ferner  mit  einem  Motto  versehen  und  von  einem 
versiegelten  Couvert  begleitet  sein,  das  auf  der  Aussenseite  das  Motto 
der  Arbeit  trägt,  inwendig  den  Namen  und  Wohnort  des  Verfassers 
angiebt.  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  mit  dem  30.  November 
des  angegebenen  Jahres  und  die  Zusendung  ist  an  den  Secretär 
der  Gesellschaft  (für  das  Jahr  1877  Geheimer  Rath  Prof.  Dr.  Ro- 
scher) zu  richten.  Die  Resultate  der  Prüfung  der  eiugegangeuen 
Schriften  werden  durch  die  Leipziger  Zeitung  im  März  oder  April 
des  folgenden  Jahres  bekannt  gemacht. 

Die  gekrönten  Bewerbungsschriften  werden  Eigenthum  der  Ge- 
sellschaft. 
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